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Prefacio

= Parxa ol instxuctor
Filosofia

En esta serie de Matemadticas he intentado preservar intacto mi objetivo original de compilar un
texto de célculo que no sea sélo una coleccién de definiciones y teoremas, habilidades y férmu-
las para memorizar, asi como problemas para resolver, sino un material que se comunique con
sus lectores mas 1mportantes: 10s estudiantes. eseo que esTos cambios hagan mas relevante e
interesante el texto tanto para el estudiante como para el profesor.

Caracteristicas de esta obra

Secciones y ejercicios El material que se ha seleccionado para esta serie es actual. Los conjun-
tos de ejercicios se han organizado en problemas que requieren el uso de calculadora y compu-
tadora, problemas conceptuales y problemas de proyectos. En su mayorfa, las aplicaciones con-
sideradas pertenecen al dmbito de la “vida real” en el sentido de que se han investigado
exhaustivamente usando fuentes originales. También se han incluido problemas relacionados con
la interpretacion de graficas. Ademads, se ha hecho énfasis en las funciones trigonométricas tanto

’_mlos ejemplos como en los conjuntos de ejercicios a lo largo del texto. La serie completa (Mate-
maticas 1, Matemdticas 2 'y Matemdticas 3) contiene mds de 7 300 problemas.

Como ayuda en la asignacién de problemas, cada conjunto de ejercicios esta dividido clara-
mente en grupos de problemas identificados con titulos como Fundamentos, Aplicaciones, Mode-
los matemdticos, Proyectos, Problemas con calculadora/SAC, etcétera. Creo que la mayoria de
los titulos son autosuficientes, de modo que los problemas que aparecen bajo el encabezado Pien-
se en ello tratan aspectos conceptuales del material cubierto en esa seccién y son idéneos como
tareas o para discutir en clase. En el texto no se proporciona respuesta alguna para estos proble-
mas. Algunos estdn identificados como Cldsicos matemdticos y reflejan el hecho de que han
existido durante largo tiempo, aparecen en la mayor parte de los textos o presentan algiin deta-
lle interesante. mientras aye otros problemas identificados como Un ppco de historia muestran

algtin aspecto historico.

Una caracteristica sobresaliente de Matemadticas 2, Cdlculo integral, es que aborda el pro-
blema esencial del cdlculo integral de una manera mas sencilla. Asf, el estudio del teorema fun-
damental del cédlculo, los métodos de integracion, las aplicaciones de la integral, las sucesiones
y las series, y hasta las integrales impropias, contribuyen a desarrollar en el estudiante un pen-
samiento formal y heuristico que le permitird modelar fenémenos y resolver problemas.

En los apéndices se proporciona material de gran utilidad para los diferentes cursos. Al final
de las secciones correspondientes aparecen esbozos biograficos de algunos matematicos que han
impactado de manera importante el desarrollo del calculo bajo la ribrica de Posdata: Un poco
de historia.

Caracteristicas especiales Cada unidad empieza con una introduccién al material referido y
con las competencias especificas de esa unidad. En la parte final del libro el lector encontrard la
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seccién Formulas matemdticas, que constituye una revisiéon compacta de conceptos bésicos de
dlgebra, geometria, trigonometria y cdlculo: las leyes de los exponentes, férmulas de factoriza-
cién, desarrollos binomiales, tridngulo de Pascal, férmulas de geometria, graficas y funciones,
funciones trigonomeétricas, funciones exponenciales y logaritmicas, y férmulas de diferenciacién
e integracion.

La secci6n denominada Evaluacion diagndstica consta de 56 reactivos sobre cuatro amplias
dreas de precdlculo en matemadticas. Esta evaluacidn intenta alentar a los estudiantes a revisar por
s{ mismos algunos de los temas de prerrequisito esenciales, como valores absolutos, plano carte-
siano, ecuaciones de rectas, circulos, etc., que se aplican a lo largo del texto. En la seccion de res-
puestas se proporcionan las soluciones a todos estos reactivos.

Cada unidad incluye la seccién Notas desde el aula. Se pretende que estas notas sean un
andlisis informal dirigido directamente al estudiante. Este anélisis varia desde advertencias sobre
errores algebraicos, de procedimiento y de notacién comunes, pasando por la interpretacion erré-
nea de teoremas y consejos, hasta preguntas que piden al estudiante pensar en el tema y ampliar
las ideas recién presentadas.

Asimismo, esta obra contiene un considerable nimero de notas al margen y anotaciones de
orientacién en los ejemplos.

Figuras, definiciones, teoremas Debido a la gran cantidad de figuras, definiciones y teoremas
que hay en este texto, se ha adoptado un sistema de numeracién doble decimal. Por ejemplo, la
interpretacién de “figura 1.2.3” es

Unidad Seccién de la unidad 1
&

1.2.3 <« Tercera figura de la seccién 1.2

Considero que este tipo de numeracion facilita encontrar, por ejemplo, un teorema o una figura
a la que se hace referencia en una seccion o en una unidad posterior. Ademds, para relacionar
mejor una figura con el texto, la primera referencia textual a cada figura aparece con el mismo
estilo y color de letra que el nimero de la figura. Por ejemplo, la primera referencia a la prime-
ra figura en la seccién 3.5 se proporciona como FIGURA 35.1, y todas las referencias subsecuentes
se escriben en el estilo tradicional de la figura 3.5.1. También, en esta obra cada figura en €l texto
presenta un breve subtitulo explicatorio.

Materiales de apoyo

Esta obra cuenta con interesantes complementos para fortalecer los procesos de ensefianza-apren-
dizaje y su evaluacién, y se otorgan a profesores que adoptan este texto para sus cursos. Para
obtener més informacién respecto de estos materiales, contacte a su representante McGraw-Hill.

= Para el estudiante

Usted se ha matriculado en uno de los cursos més interesantes de matemadticas. Hace muchos
afios, cuando yo era estudiante de Calculo I, me sorprendieron el poder y la belleza del material.
Era distinto de cualquier tipo de mateméticas que hubiera estudiado hasta ese momento. Era
divertido, emocionante y constituia un desafio. Después de ensefiar matemadticas universitarias
por muchos afios, he conocido infinidad de tipos de estudiante, desde el genio incipiente que
invent6 su propio cilculo hasta estudiantes que luchaban por dominar la mecdnica mds elemen-
tal del tema. A lo largo de estos afios también he sido testigo de un fenémeno triste: algunos estu-
diantes fracasan en cdlculo no porque encuentren que el tema es imposible, sino porque tienen
habilidades deficientes de dlgebra y un conocimiento inadecuado del trabajo en trigonometria.
El célculo construye de inmediato sobre su conocimiento y habilidades previos, donde hay
mucho terreno nuevo por cubrir. En consecuencia, hay muy poco tiempo para repasar las bases
en el planteamiento formal del aula. Asi, quienes ensefiamos cédlculo debemos asumir que usted
puede factorizar, simplificar y resolver ecuaciones, resolver desigualdades, manejar valores
absolutos, usar una calculadora, aplicar las leyes de los exponentes, encontrar ecuaciones de rec-
tas, graficar puntos, trazar gréficas elementales y aplicar importantes identidades logaritmicas y
trigonométricas, la habilidad de hacer dlgebra y trigonometria, trabajar con exponentes y loga-
ritmos, asi como trazar a mano, con rapidez y precision, gréficas bdsicas que son claves para
tener éxito en un curso de célculo.
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En las primeras paginas encontrard la seccion “Evaluacién diagnéstica”, que contiene 56 pre-
guntas. Esta “prueba” es una oportunidad para que usted verifique sus conocimientos acerca de
algunos temas que se tratan en este texto. Reldjese, tome su tiempo, lea y trabaje cada pregunta,
v luego compare sus respuestas con las que se proporcionan en las paginas finales. Sin tomar en
cuenta su “calificacién”, lo alentamos a que revise material de precdlculo en algin texto acerca
de la materia.

Unas palabras para los estudiantes que han cursado célculo en preparatoria: por favor, no
asuman que pueden lograrlo con un esfuerzo minimo porque identifican algunos de los temas en
célculo diferencial e integral. Un sentimiento de familiaridad con el tema combinado con una
actitud de complacencia a menudo es la razon del fracaso de algunos estudiantes.

Aprender matemdticas no es como aprender a andar en bicicleta: en que una vez que se
aprende, la habilidad permanece para siempre. Las matemaéticas son mds como aprender otro
idioma o tocar un instrumento musical: requiere tiempo, esfuerzo y mucha practica para desarro-
llar y mantener la habilidad. Aun los musicos experimentados contintan practicando escalas fun-
damentales. Por lo anterior, usted, el estudiante, s6lo puede aprender matemdticas (es decir,
hacer “que se le pegue”) mediante el trabajo arduo de hacer matematicas. Aunque he intentado
hacer més claros para el lector la mayoria de los detalles en la solucién de un ejemplo, inevita-
blemente usted tiene que completar los pasos faltantes. No puede leer un texto de este tipo como
si fuese una novela; debe abrirse camino a lo largo de €l con ldpiz y papel en mano.

En conclusién, le deseo la mejor de las suertes en este curso.

PROLOGO A ESTA EDICION

Vivimos tiempos de cambio, y la educacién no es ajena a este proceso. Los planes de estudio de
las instituciones de educacion superior se renuevan constantemente para estar a la altura de las
necesidades actuales, y se establecen nuevas metodologias que deben ser respaldadas con obras
editoriales de calidad.

Como una contribucién a esta revolucién educativa se desarrolla esta obra, dirigida a algu-
na materia del drea bdsica, cursada en las principales escuelas de ciencias e ingenieria.

Los libros elaborados cubren los planes de estudio mas recientes que se imparten en los ins-
titutos tecnolégicos.

Aunado a lo anterior, nuestros reconocidos autores siguen ofreciendo el estilo cientifico pre-
ciso y de facil comprension que ha caracterizado a cada una de las obras.

Entre las principales caracteristicas de esta serie se pueden mencionar:

e Adaptacién al nuevo modelo de competencias.

* Ejemplos y ejercicios renovados.

e Utilizacién de las tecnologias de informacién y comunicacién (TIC).

* Notas histéricas que fundamentan los conceptos bésicos.

* Notacién formal de facil accesibilidad para los alumnos.

Estructura que contribuye a desarrollar un pensamiento 16gico, heuristico y algoritmico
para modelar fendmenos y resolver problemas.

Actividades encaminadas al desarrollo de competencias genéricas, instrumentales, sisté-
micas y especificas.

Ioel Tharra Fscutia
Instituto Tecnoldgico de Toluca

= Las competencias y el calculo integral

Una de las caracteristicas mds sobresalientes de esta nueva edicién es que ha sido organizada

para contribuir al desarrollo de competencias especificas, genéricas, instrumentales y sistémicas,
listadas a continuacién.

Competencias especificas

UNIDAD 1 Teorema fundamental del cdlculo
e Contextualizar el concepto de integral definida.

 Visualizar la relacién entre cédlculo diferencial y el cdlculo integral.
e Calcular integrales definidas.

Prefacio  vii
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UNIDAD 2 Métodos de integracion
e Determinar una funcién primitiva.

¢ Discernir cudl metodo puede ser mas adecuado para resolver una integral dada y resol-
verla usdndolo.

UNIDAD 3 Aplicaciones de la integral

¢ Interpretar enunciados de problemas para construir la funcién que al ser integrada da la
solucién.

e Resolver problemas de cdlculo de 4reas, centroides, longitud de curvas y voltimenes de
s6lidos de revolucién.

 Reconocer el potencial del cdlculo integral en la ingenierfa.

UNIDAD 4 Sucesiones y series

 Identificar series finitas e infinitas en distintos contextos.

e Determinar la convergencia de una serie infinita.

* Usar el teorema de Taylor para representar una funcién en serie de potencias y aplicar
esta representacion para calcular la integral de la funcién.

Competencias genéricas

e Transferir el conocimiento adquirido a otros campos de aplicacion.

e Procesar e interpretar datos.

* Representar e interpretar conceptos en diferentes formas: numérica, geométrica, alge-
braica, trascendente y verbal.

e Comunicarse en el lenguaje matemdtico en forma oral y escrita.

¢ Modelar matemdticamente fenémenos y situaciones.

¢ Pensamiento l6gico, algoritmico, heuristico, analitico y sintético.

* Potenciar las habilidades para el uso de tecnologfas de la informacién.

e Resolucion de problemas.

e Analizar la factibilidad de las soluciones.

» Toma de decisiones.

* Reconocimiento de conceptos o principios generales e integradores.

o Establecer generalizaciones.

° Argumentar con contundencia y precision.

*  Optimizar soluciones.

Competencias instrumentales

e Capacidad de andlisis y sintesis.

e Comunicacién escrita.

e Habilidades bdsicas de manejo de la computadora.
e Solucién de problemas.

Competencias sistémicas

e Capacidad de aplicar los conocimientos en la préctica.
e Habilidades de investigacion.

e Capacidad de aprender.

e Capacidad de generar nuevas ideas.

e Habilidad para trabajar en forma auténoma.

e Busquedas de logros.
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Evaluacion diagnostica

Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-1.

Como preparacion para el calculo

= Matemaéticas béasicas

1. (Falso/verdadero) Va? + b*> = q + b.
2. (Falso/verdadero) Paraa > 0, (¢*?)* = a. _F

3. (Falso/verdadero) Para x # 0, x %2 = %ﬁ
o
22 1
4. (Falso/verdadero) 7= o

5. (Llene el espacio en blanco) En el desarrollo de (1 — 2x)>, el coeficiente de x% es
6. Sin usar calculadora, evaliie (—27)°°.

7. Escriba lo siguiente como una expresién sin exponentes negativos:
1 -
xzz(x2 + 47225 + 22V A2 + 4.

8. Complete el trinomio cuadrado: 2x° + 6x + 5.

9. Resuelva las ecuaciones:

a) x*="Tx b) 2 — 5 c) L l=O dYox N = e =i

10. Factorice completamente:
a) 10x*> — 13x — 3
b) x* — 2x* — 15x2
c) x*—27
d x*—16

= N(meros reales

11. (Falso/verdadero) Si a < b, entonces a’> < b2
12. (Falso/verdadero) V(—9)* = —9.

13. (Falso/verdadero) Si a < 0, entonces —711 < (.

14. (Llene el espacio en blanco) Si [3x| = 18, entonces x = 0ox=

15. (Llene el espacio en blanco) Si a — 5 es un nimero negativo, entonces la='=

16. ;Cudles de los siguientes nimeros son racionales?

a) 0.25 b) 8.131313... c) T
a = e) VI6 e
g) 0 k) —9 i 15
VS %5 wl
Dbt 0 5 g
17. Relacione el intervalo dado con la desigualdad idénea.
(2, 4] i) [2,4) iii) (2, 4) ) [2, 4]
a) e == ah) s — S )ROE= x = 0 ) d)l < v 1i=23

18. Exprese el intervalo (=2, 2) como
a) una desigualdad y  b) una desigualdad que implique valores absolutos.
19. Trace la grafica de (—oo, —1] U [3, 00) en la recta numérica.

XV
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FIGURA A2 Gréfica para
el problema 32

20.

21.

22.
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Encuentre todos los nimeros reales x que satisfacen la desigualdad |3x — 1| > 7. Escriba
su solucién usando notacién de intervalos.

Resuelva la desigualdad x> = —2x + 15 y escriba su solucién usando notacién de intervalos.

Resuelva la desigualdad x = 3 — y escriba su solucién usando notacién de intervalos.

R

= Plano cartesiano

23.

24,

25.

26.

27.

28.
29.

30.

311

32.

(Llene el espacio en blanco) Si (a, b) es un punto en el tercer cuadrante, entonces (—a, b) es
un punto en el cuadrante.

(Llene el espacio en blanco) El punto medio del segmento de recta desde P;(2, —5) hasta
P58, —9) es

(Llene el espacio en blanco) Si (—2, 6) es el punto medio del segmento de recta desde P (xy,
3) hasta P,(8, y»), entonces x; = Yy, =

(Llene los espacios en blanco) El punto (1, 5) estd en una grafica. Proporcione las coorde-
nadas de otro punto de la grafica si la grafica es:

a) simétrica con respecto al eje x.

b) simétrica con respecto al eje y.

¢) simétrica con respecto al origen.

(Llene los espacios en blanco) Las intersecciones x y y de la gréfica de |y| = 2x + 4 son,
respectivamente, y

(En cudles cuadrantes del plano cartesiano es negativo el cociente x/y?

La coordenada y de un punto es 2. Encuentre la coordenada x del punto si la distancia del
punto a (1, 3) esV26.

Encuentre una ecuacion del circulo para el cual (=3, —4) y (3, 4) son los puntos extremos de
un didmetro.

Si los puntos Py, P, y P3 son colineales como se muestra en la FIGURA A.1, encuentre una
ecuacién que relacione las distancias d(P;, P,), d(P», P3), y d(Py, P3).

i

P
)
Pl

FIGURA A1 Gréfica para el problema 31

(Cuél de las siguientes ecuaciones describe mejor el circulo de la FIGURA A.2? Los simbolos
a, b, ¢, dy e representan constantes diferentes de cero.

a) ax*+by*+cx+dy+e=0

b) a’*+a*+cx+dy+e=0

¢) ax* +ay*+cx+dy=0

d a’+a’+c=0

e) ax*+ay+cx+e=0

= Rectas

33.
34.

35.

36.

37.

38.

(Falso/verdadero) Las rectas 2x + 3y = 5 y —2x + 3y = 1 son perpendiculares.
(Llene el espacio en blanco) Las rectas 6x + 2y = 1 y kx — 9y = 5 son paralelas si k =

(Llene el espacio en blanco) Una recta con intercepcion x (—4, 0) e interseccién y (0, 32)
tiene pendiente

(Llene los espacios en blanco) La pendiente y las intersecciones x y y de la recta 2x — 3y +
18 = 0 son, respectivamente, 5 Y

(Llene el espacio en blanco) Una ecuacién de la recta con pendiente —5 e interseccién y

(0,3)es

Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por (3, —8) y es paralela a la recta 2x —y = —7.
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39. Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (—3, 4) y (6, 1).

40. Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por el origen y por el punto de interseccién de
las graficasdex +y=1y2x—y=17.

41. Una recta tangente a un circulo en un punto P del circulo es una recta que pasa por P y es

perpendicular a la recta que pasa por P y el centro del circulo. Encuentre la ecuacién de la
recta tangente L indicada en la FIGURA A3,

=37+ G —22=4

e

X

4
FIGURA A3  Grifica para
el problema 41
42. Relacione la ecuacién dada con la grifica idénea en la FIGURA A4,
Mg a—dle=0 i) x+ty=0 gi)swa—ds={
W)y == V) 108y 510 — 0 vi)sE= 10Xy = 0F="10
vir) x L0y = 10= 0 Vi) =% 4 0y —10"="0

)i v b) 2 )
2 e ot
—_—x
)
d) YA e) y i) y
P 2 9
\\
R — s 1 X 28
) 2 2
g h)
2 s
N
—Té—»x

FIGURA A4 Grificas para el problema 42

= Trigonometria

43. (Falso/verdadero) 1 + sec’f = tan?6.

44. (Falso/verdadero) sen(2f) =2 sen t.

45. (Llene el espacio en blanco) El dngulo 240 grados es equivalente a radianes.

46. (Llene el espacio en blanco) El dngulo 7r/12 radianes es equivalente a grados.

47. (Llene el espacio en blanco) Si tan ¢ = 0.23, tan(t + ) =

48. Encuentre cos ¢ si sen 7 =73 y el lado terminal del angulo ¢ estd en el segundo cuadrante.

49. Encuentre los valores de las seis funciones trigonométricas del 4ngulo # dado en la FIGURA A5.
3 3

Vit
4

FIGURA A5 Tridngulo
para el problema 49
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50. Exprese las longitudes b y ¢ de la FIGURA A6 en términos del dngulo 6.

A ]
10

FIGURA A6 Tridngulo
para el problema 50

= Logaritmos

Sil::
52,
53.

54.

55.
56.

Exprese el simbolo & en la declaracién exponencial e®* = 5 como un logaritmo.

Exprese la declaraci6n logarftmica logg, 4 =4 como una declaracién exponencial equivalente.

Exprese log,5 + 3log, 10 — log,40 como un logaritmo simple.
logio13

Use una calculadora para evaluar ;
logo3

(Llene el espacio en blanco) »*1°%10 =

(Falso/verdadero) (log,x)(log,y) = log,(y"°%).
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La historia del calculo

Por Roger Cooke
University of Vermont

Suele considerarse que el célculo es una creacién de los matematicos europeos del siglo XviI,
cuyo trabajo mds importante fue realizado por Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1711). Esta percepcién tradicional en general es correcta. No obstante, cualquier
teorfa a gran escala es un mosaico cuyas baldosas fueron colocadas a lo largo de mucho tiempo;
y en cualquier teoria viviente las baldosas continiian colocéndose de manera continua. La decla-
racion més poderosa que los historiadores se arriesgan a hacer es que un patrén se hizo eviden-
te en cierto momento y lugar. Es el caso del célculo. Podemos afirmar con cierta confianza que
los primeros trabajos del tema aparecieron en el siglo XviI y que el patrén se aclaré mucho mds
gracias al trabajo de Newton y Leibniz. Sin embargo, muchos de los principios esenciales del
cdlculo se descubrieron desde mucho antes, en la época de Arquimedes (287-211 a.C.), y algu-
nos de esos mismos descubrimientos se lograron de manera independiente en China y en Japén.
Ademds, si se escudrifia con més profundidad en los problemas y métodos del cdlculo, uno pron-
to se encuentra en la persecucién de problemas que conducen a las 4reas modernas de la teorfa
de funciones analiticas, geometria diferencial y funciones de una variable real. Para cambiar la
metdfora del arte al transporte, podemos pensar que el célculo es una gran estacién de ferroca-
1ril, donde los pasajeros que llegan de muchos sitios diferentes estédn juntos durante un tiempo
breve antes de embarcarse hacia destinos diversos. En este ensayo tratamos de mirar en ambas
direcciones desde esta estacién, hacia los puntos de origen y los destinos. Empecemos con la
descripcidn de la estacion.

iQué es el calculo? El célculo suele dividirse en dos partes, denominadas cdlculo diferencial
y cdlculo integral. El cdlculo diferencial investiga las propiedades de las razones de cambio com-
parativas de variables que estdn vinculadas por medio de ecuaciones. Por ejemplo, un resultado
fundamental del célculo diferencial es que si y = x", entonces la razén de cambio de y con res-
pecto a x es nx” . Resulta que cuando se usa la intuicién para pensar en ciertos fenémenos
—movimiento de los cuerpos, cambios en la temperatura, crecimiento de poblaciones y muchos
otros—, se llega a postular ciertas relaciones entre estas variables y sus razones de cambio. Estas
relaciones se escriben en una forma conocida como ecuaciones diferenciales. Asi, el objetivo
principal de estudiar cdlculo diferencial consiste en comprender qué son las razones de cambio
y cémo escribir ecuaciones diferenciales. El cdlculo integral proporciona métodos para recupe-
rar las variables originales conociendo sus razones de cambio. La técnica para hacer esto se
denomina integracion, y el objetivo fundamental del estudio del célculo integral es aprender a
resolver las ecuaciones diferenciales proporcionadas por el cdlculo diferencial.

A menudo estos objetivos estan encubiertos en libros de célculo, donde el célculo diferen-
cial se utiliza para encontrar los valores maximo y minimo de ciertas variables, y el cdlculo inte-
gral se usa para calcular longitudes, dreas y voldmenes. Hay dos razones para recalcar estas apli-
caciones en un libro de texto. Primero, la utilizacién completa del célculo usando ecuaciones
diferenciales implica una teorfa mds bien complicada que debe presentarse de manera gradual;
entre tanto, al estudiante debe ensefidrsele algiin uso de las técnicas que se proponen. Segundo,

Isaac Newton

Gottfried Leibniz

Xix
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estos problemas fueron la fuente de las ideas que condujeron al célculo; los usos que ahora hace-
mos del tema sélo se presentaron después del descubrimiento de aquél.

Al describir los problemas que llevaron al cdlculo y los problemas que pueden resolverse
usando célculo, atn no se han indicado las técnicas fundamentales que hacen de esta disciplina
una herramienta de andlisis mucho mds poderosa que el dlgebra y la geometria. Estas técnicas
implican el uso de lo que alguna vez se denominé andlisis infinitesimal. Todas las construcciones
y las férmulas de la geometria y el dlgebra de preparatoria poseen un carécter finito. Por ejemplo,
para construir la tangente de un circulo o para bisecar un dngulo se realiza un nimero finito de
operaciones con regla y compas. Aunque Euclides sabfa considerablemente mds geometria que la
que se ensefia en cursos actuales modernos de preparatoria, €l también se autoconfiné esencial-
mente a procesos finitos. S6lo en el contexto limitado de la teorfa de las proporciones permitié la
presencia de lo infinito en su geometria, y aun asf estd rodeado por tanto cuidado légico que las
demostraciones implicadas son extraordinariamente pesadas y dificiles de leer. Lo mismo ocurre
en 4lgebra: para resolver una ecuacién polinomial se lleva a cabo un némero finito de operacio-
nes de suma, resta, multiplicacién, divisién y extraccién de rafz. Cuando las ecuaciones pueden
resolverse, la solucién se expresa como una férmula finita que implica coeficientes.

Sin embargo, estas técnicas finitas cuentan con un rango limitado de aplicabilidad. No es
posible encontrar las dreas de la mayorfa de las figuras curvas mediante un nimero finito de ope-
raciones con regla y compés, y tampoco resolver ecuaciones polinomiales de grado mayor o igual
que cinco usando un ndmero finito de operaciones algebraicas. Lo que se querfa era escapar de
las limitaciones de los métodos finitos, y esto condujo a la creacién del cdlculo. Ahora considera-
remos algunos de los primeros intentos por desarrollar técnicas para manipular los problemas mds
dificiles de la geometria, luego de lo cual trataremos de resumir el proceso mediante el que se tra-
bajé el célculo, y finalmente exhibiremos algo de los frutos que ha producido.

Las fuentes geométricas del calculo Uno de los problemas mds antiguos en matematicas es la
cuadratura del circulo; es decir, construir un cuadrado de drea igual a la de un circulo dado.
Como se sabe, este problema no puede resolverse con regla y compds. Sin embargo, Arquimedes
descubri6 que si es posible trazar una espiral, empezando en el centro de un circulo que hace
exactamente una revolucién antes de llegar al circulo, entonces la tangente a esa espiral, en su
punto de interseccién con el circulo, forma la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo cuya 4rea es
exactamente igual al circulo (vea la figura 1). Entonces, si es posible trazar esta espiral y su tan-
gente, también lo es cuadrar el circulo. Arquimedes, no obstante, guardé silencio sobre cémo
podria trazarse esta tangente.

Observamos que uno de los problemas cldsicos en matematicas puede resolverse s6lo si es
posible trazar cierta curva y su tangente. Este problema, y otros parecidos, originaron que €l pro-
blema puramente matemaético de encontrar la tangente a una curva se volviera importante. Este
problema constituye la fuente mas importante del célculo diferencial. El truco “infinitesimal”

Tangente

FIGURA 1 La espiral de Arquimedes. La tangente al final de la primera
vuelta de la espiral y los dos ejes forman un tridngulo con érea igual a la
del circulo centrado en el origen y que pasa por el punto de la tangente
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que permite la solucién del problema es considerar la tangente como la recta determinada por
dos puntos en la curva “infinitamente préximos™ entre si. Otra forma de decir lo mismo es que
una pieza “infinitamente corta” de la curva es recta. El problema es que resulta dificil ser preci-
so sobre los significados de las frases “infinitamente préximos™ e “infinitamente cortos”.

Poco avance se logré en este problema hasta la invencién de la geometria analitica en el
siglo xviI por Pierre de Fermat (1601-1665) y René Descartes (1596-1650). Una vez que se pudo
representar una curva por medio de una ecuacion, fue posible afirmar con més confianza lo que
se entendfa por puntos “infinitamente préximos”, al menos para ecuaciones polinomiales como
y = x*. Con simbolismo algebraico para representar puntos en la curva, era posible considerar
dos puntos sobre la curva con coordenadas x, y x;, de modo que x; — x, es la distancia entre las
coordenadas x. Cuando la ecuacién de la curva se escribfa en cada uno de estos puntos y una de
las dos ecuaciones se restaba de la otra, un lado de la ecuacién resultante contenia el factor X —
Xo, que entonces podia eliminarse por divisién. Por lo tanto, si y, = x3 y y; = x, entonces

Y1~ Yo = xlz — x5 = (x; — Xp) = (x1 + xp), de modo que H = x; + x9. Cuando (x; = xp),

1~ Xo
se concluye que (y; = yo), y la expresién Al carece de sentido. Sin embargo, la expresién

X1 = Xo
x1 + X tiene el valor perfectamente definido 2x,. Entonces, es posible considerar a 2x, como la
razén de la diferencia infinitamente pequefia en y; es decir, y; — y, a la diferencia infinitamente
pequeiia en x; es decir, x; — xo, cuando el punto (x,, y;) estd infinitamente cerca del punto (y;,
Yo) sobre la curva y = x*. Como aprenderd al estudiar c4lculo, esta razén proporciona suficiente
informaci6n para trazar la recta tangente a la curva y = x°.

Excepto-por pequefios cambios en la notacién, el razonamiento anterior es exactamente la
forma en que Fermat encontré la tangente a una pardbola. Sin embargo, estaba abierta a una
objecion 16gica: en un momento, ambos lados de la ecuacién se dividen entre x; — x,, entonces
en un paso posterior decidimos que x; — xo = 0. Puesto que la divisién entre cero es una opera-
cion ilegal, parece que estamos tratando de comernos nuestro pastel y no hacerlo; es decir, no se
pueden hacer ambas cosas. Tuvo que pasar algtin tiempo para responder de manera convincente
a esta objecion.

Hemos visto que Arquimedes no pudo resolver el problema fundamental del calculo dife-
rencial: trazar la tangente a una curva. Sin embargo, Arquimedes pudo resolver algunos de los
problemas fundamentales del cdlculo integral. De hecho, encontré el volumen de una esfera
mediante un sistema extremadamente ingenioso: considerd un cilindro que contenfa un cono y
una esfera e imagin6 cortar esta figura en una infinidad de rebanadas delgadas. Al suponer las
dreas de estas secciones del cono, la esfera y el cilindro, pudo demostrar céma el cilindro equi-
libraria al cono y a la esfera si las figuras se colocan en los platos opuestos de una balanza. Este
equilibrio proporcioné una relacién entre las figuras, y como Arquimedes ya conocia los vol-
menes del cono y del cilindro, entonces pudo calcular el volumen de la esfera.

Este razonamiento ilustra la segunda técnica infinitesimal que se encuentra en los funda-
mentos del cédlculo: un volumen puede considerarse como una pila de figuras planas, y un 4rea
puede considerarse como una pila de segmentos de rectas, en el sentido de que si cada seccién
horizontal de una regién es igual a la misma seccién horizontal de otra regién, entonces las dos
regiones son iguales. Durante el Renacimiento europeo este principio se volvié de uso muy
comun bajo el nombre de método de los indivisibles para encontrar las dreas y los voldmenes de
muchas figuras. Hoy en dia se denomina principio de Cavalieri en honor de Bonaventura
Cavalieri (1598-1647), quien lo us6é para demostrar muchas de las formulas elementales que
ahora forman parte del cdlculo integral. El principio de Cavalieri también fue descubierto en
otras tierras donde jamds llegé la obra de Euclides. Por ejemplo, los mateméticos chinos del
siglo v Zu Chongzhi y su hijo Zu Geng hallaron el volumen de una esfera usando una técnica
bastante parecida al método de Arquimedes.

Asi, encontramos matemadticos que anticiparon el célculo integral usando métodos infinite-
simales para encontrar 4dreas y voltimenes en una etapa muy temprana de la geometria, tanto en
la Grecia como la China antiguas. Asf ocurre con el método infinitesimal para trazar tangentes;
no obstante, este método para encontrar dreas y volimenes estaba sujeto a objeciones. Por ejem-
plo, el volumen de cada seccién plana de una figura es cero; ;cémo es posible reunir una colec-
cién de ceros para obtener algo que no es cero? Ademds, ;por qué el método no funciona en una
dimensién? Considere las secciones de un tridngulo rectdngulo paralelas a uno de sus catetos.

Ensayo xxi
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Cada seccion corta a la hipotenusa y al otro cateto en figuras congruentes; a saber, en un punto
a cada uno. Sin embargo, la hipotenusa y el otro cateto no miden lo mismo. Objeciones como
ésta eran preocupantes. Los resultados obtenidos con estos métodos fueron espectaculares. No
obstante, los matemdticos prefirieron aceptarlos como un acto de fe, seguir usdndolos e intentar
construir sus fundamentos més tarde, justo como en un drbol cuando la raiz y las ramas crecen
al mismo tiempo.

La invencion del calculo A mediados del siglo XviI se conocian muchas de las técnicas y
hechos elementales del célculo, incluso métodos para encontrar las tangentes de curvas simples
y férmulas de dreas acotadas por estas curvas. En otras palabras, muchas de las férmulas que
usted encontrard en los primeros capitulos de cualquier libro de texto de cédlculo ya eran conoci-
das antes de que Newton y Leibniz iniciaran su obra. Lo que faltaba hasta fines del siglo xv1 era
tomar conciencia de que estos dos tipos de problemas estdn relacionados entre si.

Para ver como se descubrid la relacién, es necesario abundar més en las tangentes. Ya men-
cionamos que para trazar una tangente a una curva en un punto dado se requiere saber c6mo
encontrar un segundo punto en la recta. En la etapa inicial de la geometria analitica este segun-
do punto solfa tomarse como el punto en que la tangente corta al eje x. La proyeccién sobre el
eje x de la porcién de la tangente entre el punto de tangencia y la interseccién con el eje x se
denominaba subtangente. En el estudio de las tangentes surgi6 un problema muy natural: recons-
truir una curva, dada la longitud de su subtangente en cualquier punto. Por medio del estudio
de este problema fue posible percibir que las ordenadas de cualquier curva son proporcionales
al 4rea bajo una segunda curva cuyas ordenadas son las longitudes de las subtangentes a la curva
original. El resultado es el teorema fundamental del célculo. El honor de haber reconocido de
manera explicita esta relacién pertenece a Isaac Barrow (1630-1677), quien lo indicé en un libro
denominado Lectiones Geometricae en 1670. Barrow plante6 varios teoremas semejantes al teo-
rema fundamental del cédlculo. Uno de ellos es el siguiente: Si se traza una curva de modo que
la razon de su ordenada a su subtangente [esta razdn es precisamente lo que ahora se denomi-
na derivada] es proporcional a la ordenada de una segunda curva, entonces el drea bajo la
segunda curva es proporcional a la ordenada de la primera.

Estas relaciones proporcionaron un principio unificado para el gran nimero de resultados
particulares sobre tangentes y dreas que se habian encontrado con el método de indivisibles a
principios del siglo XVII: para encontrar el drea bajo una curva habfa que hallar una segunda
curva para la cual la razén de la ordenada a la subtangente sea igual a la ordenada de la curva
dada. Asf, la ordenada de esa segunda curva proporciona el drea bajo la primera curva.

En este punto el cdlculo estaba preparado para surgir. Sélo requerfa de alguien que pro-
porcionara métodos sistemadticos para el cdlculo de tangentes (en realidad, subtangentes) e in-
vertiera ese proceso para encontrar areas. Es el trabajo realizado por Newton y Leibniz. Estos
dos gigantes de la creatividad matemaética siguieron senderos bastante distintos en sus descubri-
mientos.

El método de Newton era algebraico y desarrollé el problema de encontrar un método efi-
ciente para extraer las raices de un nimero. Aunque apenas empez6 a estudiar dlgebra en 1662,
ya alrededor de 1665 las reflexiones de Newton sobre el problema de extraer raices lo conduje-
ron al descubrimiento de la serie infinita que actualmente se denomina teorema del binomio; es
decir, la relacién

rlr's="1) 2+r(r——1)(r—2)r3+

(il =ilai zdah 5 X 2.3

Al combinar el teorema del binomio con técnicas infinitesimales, Newton pudo deducir las
formulas basicas del céalculo diferencial e integral. Crucial en el enfoque de Newton fue el uso
de series infinitas para expresar las variables en cuestién, y el problema fundamental que Newton
no resolvié fue establecer que tales series podian manipularse justo como sumas finitas. Por
tanto, en un sentido Newton llevé al infinito desde una entrada a su madriguera sélo para encon-
trar que una cara estaba frente a la otra.

A partir de la consideracién de las variables como cantidades fisicas que cambian su valor
con el tiempo, Newton inventé nombres para las variables y sus razones de cambio que refleja-
ban esta intuicién. Segin Newton, un fluent (x) es una cantidad en movimiento o que fluye; su
fluxion (x) es su razén de flujo, lo que ahora se denomina velocidad o derivada. Newton expuso
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sus resultados en 1671 en un tratado denominado Fluxions escrito en latin, pero su obra no fue
publicada sino hasta que aparecié una versién en inglés en 1736. (La versién original en latin
fue publicada por primera vez en 1742.)

A pesar de la notacién y de sus razonamientos que parecen insuficientes y rudimentarios hoy
en dfa, el tremendo poder del célculo brilla a través del mérodo de las fluxiones de Newton en la
solucién de problemas tan dificiles como encontrar la longitud de arco de una curva. Se pensa-
ba que esta “rectificacién” de una curva era imposible, pero Newton demostré que era posible
encontrar un ndmero finito de curvas cuya longitud podifa expresarse en términos finitos.

El método de Newton para el cédlculo era algebraico, como hemos visto, y heredé el teore-
ma fundamental de Barrow. Por otro lado, Leibniz trabaj6 el resultado fundamental desde 1670,
y su enfoque era diferente al de Newton. Se considera a Leibniz como el pionero de la Iégica
simbdlica, y su opinién acerca de la importancia de la buena notacién simbélica era mucho
mejor que la de Newton. Invento la notacién dx y dy que sigue en uso. Para él, dx era una abre-
viacion de “diferencia en x”, y representaba la diferencia entre dos valores infinitamente proxi-
mos de x. En otras palabras, expresaba exactamente lo que tenfamos en mente hace poco cuan-
do consideramos el cambio infinitamente pequefio x; — x,. Leibniz consideraba que dx era un
nimero “infinitesimal”, diferente de cero, pero tan pequefio que ninguno de sus miltiplos podia
exceder cualquier nimero ordinario. Al ser diferente de cero, podia servir como denominador en

unaTraclion, y asi &yrtx ela €1 coclente ue bos cantigages itinitamente pequenas. e esta torma
esperaba superar las objeciones al nuevo método establecido para encontrar tangentes.

Leibniz también realiz6 una aportacién fundamental en la técnica controvertida de encon-
trar dreas al sumar secciones. En lugar de considerar el drea [por ejemplo, el drea bajo una curva
¥y = f(®)] como una coleccién de segmentos de recta, la consideraba como la suma de las dreas
de rectdngulos “infinitamente delgados™ de altura y = f(x) y base infinitesimal dx. Por tanto, la
diferencia entre el drea hasta el punto x + dx y el drea hasta el punto x era la diferencia infinite-
simal en drea dA = f(x) dx, y el 4rea total se encontraba sumando estas diferencias infinitesima-
les en drea. Leibniz inventd la S alargada (el signo integral [) que hoy en dia se usa universal-
mente para expresar este proceso de suma. As{ expresaba el drea bajo la curva y = f(x) como
A= [dA= [ fix), dx,v cadanarte de aste dmhale ~uprass W ARy wundiiicu Smpley Yena.

Con la notacion de Leibniz, el teorema fundamental del cdlculo de Barrow simplemente
indica que el par de ecuaciones

A= J f@dx,  dA = f(x)dx

son equivalentes. Debido a lo que acaba de plantearse, esta equivalencia es casi evidente.

Tanto Newton como Leibniz lograron grandes avances en matemdticas, y cada uno posee
bastante crédito por ello. Resulta lamentable que la estrecha coincidencia de su obra haya con-
ducido a una enconada discusién sobre la prioridad entre sus seguidores.

Algunas partes del célculo, que implican series infinitas, fueron inventadas en India duran-
te los siglos X1v y Xv. Jyesthadeva, matemdtico indio de fines del siglo Xv, proporciond la serie

(sen ] sen’ 6 sen’ 0 )
0=r = e
cost  3cos’H  5cos’d

para la longitud de un arco de circulo, demostrd este resultado y de manera explicita planteé que esta

serie converge s6lo si 6 no es mayor que 45°. Si se escribe § = arctan x y se usa el hecho de que

sen 0 : : ;
s tan 6 = x, esta serie se convierte en la serie normal para arctan x.
s

De modo independiente, otras series fueron desarrolladas en Japén casi al mismo tiempo que
en Europa. El matematico japonés Katahiro Takebe (1664-1739) encontré un desarrollo en serie
equivalente a la serie para el cuadrado de la funcién arcsen. El consideré el cuadrado de la mitad

- 5 p o d hY
de arco a la altura £ en un circulo de didmetro d; esto result6 ser la funcién f(k) = <§ arcsen 4
Takebe carecfa de notacion para el término general de una serie, aunque descubrié patrones en

los coeficientes al calcular geométricamente la funcién en el valor particular de 4 = 0.000001,
d = 10 hasta un valor muy grande de cifras decimales —mds de 50—, y luego al usar esta pre-
cisién extraordinaria para refinar la aproximacién al sumar sucesivamente términos correctivos.
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Al proceder de esta manera pudo discernir un patrén en las aproximaciones sucesivas, a partir de
lo cual, por extrapolacion, pudo plantear el t€rmino general de la serie:

o9 2271+1(’1!)2 h 7
iy =dn\ 1+ 3G o) <E> }

Después de Newton y de Leibniz quedaba el problema de dar contenido al esqueleto inven-
tado por estos dos genios. La mayor parte de su obra fue completada por matemadticos de la
Europa continental, en especial por el circulo creado por los matematicos suizos James Bernoulli
(1655-1705) y John Bernoulli (1667-1748), asi como el estudiante de este ultimo, el marqués de
L Hopital (1661-1704). Estos y otros matematicos trabajaron las conocidas férmulas para las
derivadas e integrales de funciones elementales que atn se encuentran en libros de texto actua-
les. Las técnicas esenciales de célculo eran conocidas a principios del siglo xviii, y un libro
de texto del siglo XVl como la Introduccion al andlisis del infinito, de Euler (1748), en caso de
haber estado traducida al espafiol se veria bastante como un libro de texto moderno.

El legado del caleule Una vez que hemos abordado las fuentes del célculo y el procedimiento
con el que fue elaborado, a continuacién analizaremos brevemente los resultados que produjo.

El célculo obtuvo una cantidad impresionante de triunfos en sus dos primeros siglos.
Resulté que docenas de fendmenos fisicos previamente oscuros que implican calor, fluidez,
mecdnica celeste, elasticidad, luz, electricidad y magnetismo posefan propiedades mensurables
cuyas relaciones podian describirse como ecuaciones diferenciales. La fisica se comprometié
para siempre en hablar el lenguaje del cédlculo.

Sin embargo, de ninguna manera fueron resueltos todos los problemas surgidos de la fisica.
Por ejemplo, no era posible encontrar, en términos de funciones elementales conocidas, el drea
bajo una curva cuya ecuacion implicaba la raiz cuadrada de un polinomio ctibico. Estas integra-
les surgieron a menudo tanto en geometria como en fisica, y llegaron a conocerse como integra-
les elipticas porque el problema de encontrar la longitud sélo podia comprenderse cuando la
variable real x se sustituye por una variable compleja z = x + iy. El replanteamiento del calculo
en términos de variables complejas condujo a mucho descubrimientos fascinantes, que termina-
ron por ser codificados como una nueva rama de las matematicas denominada teoria de funcio-
nes analiticas.

La definicién idénea de integracién siguid siendo un problema durante algtin tiempo. Como
consecuencia del uso de procesos infinitesimales para encontrar dreas y volimenes surgieron las
integrales. ;Debia la integral definirse como una “suma de diferencias infinitesimales” o como
la inversa de la diferenciacién? ;Qué funciones podian integrarse? En el siglo XIx se propusie-
ron muchas definiciones de la integral, y la elaboracion de estas ideas llevo al tema conocido
actualmente como andlisis real.

Mientras las aplicaciones del calculo han continuado cosechando cada vez mas triunfos en
un flujo interminable durante los tltimos trescientos afios, sus fundamentos permanecieron en un
estado insatisfactorio durante la primera mitad de este periodo. El origen de la dificultad era el
significado que habia de asociarse a la dx de Leibniz. ;Qué era esta cantidad? ;Cémo podia no
ser positiva ni cero? De ser cero, no podia usarse como denominador; de ser positiva, entonces
las ecuaciones en que aparecfa no eran realmente ecuaciones. Leibniz consideraba que los infi-
nitesimales eran entes verdaderos, que las dreas y los volimenes podfan sintetizarse al “sumar”
sus secciones, como habfan hecho Zu Chongzhi, Arquimedes y otros. Newton tenfa menos con-
fianza acerca de la validez de los métodos infinitesimales, e intentd justificar sus razonamientos
en formas que pudiesen cumplir las normas del rigor euclideano. En su Principia Mathematica
escribio:

Estos lemas tienen el cometido de evitar el tedio de deducir ad absurdum demostraciones impli-

citas, segiin el método de los gedmetras de la antigliedad. Las demostraciones son mds breves

segtin el método de indivisibles, pero debido a que la hipdtesis de indivisibles parece ser algo més

dura y, en consecuencia, ese método se acepta como menos geométrico, en lugar de ello elijo

reducir las demostraciones de las siguientes proposiciones a las sumas y razones primera y dlti-

ma de cantidades que desaparecen; es decir, a los limites de estas sumas y razones... En conse-

cuencia, si en lo sucesivo debo considerar que las cantidades estdn formadas de particulas, o debo

usar pocas lineas curvas por las [rectas] idoneas, no debe interpretarse que estoy queriendo decir

cantidades indivisibles, sino cantidades divisibles que desaparecen. . .
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.. . En cuanto a estas tltimas razones con las que desaparecen las cantidades, no son en verdad
las razones de cantidades dltimas, sino limites hacia los cuales las razones de cantidades decre-
cientes sin limite siempre convergen: y a los que tienden de manera mds préxima que con cual-
quier diferencia dada, aunque nunca van més all4, ni en el efecto alcanzado, hasta que las canti-
dades disminuyen in infinitum.

En este pasaje Newton afirma que la falta de rigor implicado en el uso de razonamientos
infinitesimales puede compensarse con el uso de lfmites. Sin embargo, su planteamiento de este
concepto en el pasaje citado no es tan claro como uno desearfa. Esta falta de claridad condujo al
filésofo Berkeley a referirse desdefiosamente a los fluxiones como “fantasmas de cantidades”.
Sin embargo, los avances alcanzados en fisica usando cdlculo fueron tan sobresalientes que
durante mds de un siglo nadie se preocupé en proporcionar el rigor al que aludfa Newton (jy los
fisicos siguen sin preocuparse al respecto!). Una presentacién completamente rigurosa y siste-
mdtica del célculo llegé sé6lo hasta el siglo XIX.

Segin la obra de Augustin-Louis Cauchy (1789-1856) y Karl Weierstrass (1815-1896), la
percepcion era que los infinitesimales eran meramente de naturaleza heurfstica y que los estu-
diantes estaban sujetos a un riguroso enfoque “epsilon-delta” de los limites. De manera sorpren-
dente, en el siglo XX Abraham Robinson (1918-1974) demostré que es posible desarrollar un
modelo l6gicamente consistente de los niimeros reales en el que hay infinitesimales verdaderos,
como crefa Leibniz. Sin embargo, parece que este nuevo enfoque, denominado “anélisis no
estdndar”, no ha sustituido a la presentacién tradicional actual del célculo.

Ejercicios

1. El tipo de espiral considerada por Arquimedes ahora se denomina asf en su honor. Una espi-
ral de Arquimedes es el lugar geométrico de un punto que se mueve a velocidad constante
a lo largo de un rayo que gira con velocidad angular constante alrededor de un punto fijo.
Si la velocidad lineal a lo largo del rayo (la componente radial de su velocidad) es v, el
punto estd a una distancia vz del centro de rotacién (suponiendo que es donde empieza) en
el instante 7. Suponga que la velocidad angular de rotacién del rayo es w (radianes por uni-
dad de tiempo). Dados un circulo de radio R y una velocidad radial de v, ;cuél debe ser w
para que la espiral llegue al circulo al final de su primera vuelta? Res. (277”)

El punto tendrd una velocidad circunferencial rw = vt w. Segiin un principio enunciado
en la Mecdnica de Aristoteles, la velocidad real de la particula esté dirigida a lo largo de la
diagonal de un paralelogramo (en este caso un rectdngulo) cuyos lados son las componen-
tes. Use este principio para mostrar como construir la tangente a la espiral (que es la recta
que contiene a la diagonal de este rectdngulo). Compruebe que los lados de este rectdngulo
guardan la relacién 1 : 277. Observe la figura 1.

2. La figura 2 ilustra cémo Arquimedes encontré la relacién entre los volimenes de la esfera,
el cono y el cilindro. El didmetro AB estd duplicado, haciendo BC = AB. Cuando esta figu-
ra se hace girar alrededor de esta recta, el circulo genera una esfera, el tridngulo DBG gene-
ra un cono y el rectdngulo DEFG genera un cilindro. Demuestre los hechos siguientes:

@) Si B se usa como fulcro, el cilindro tiene como centro de gravedad el centro K del circu-
lo y, en consecuencia, todo puede concentrarse ahi sin cambiar la torsién alrededor de B.

b) Cada seccion del cilindro perpendicular a la recta AB, permaneciendo en su posicién
actual, equilibraria exactamente la misma seccién del cono mds la seccién de la esfera
si éstos dos se desplazaran al punto C.

¢) Por tanto, el cilindro concentrado en K equilibrarfa al cono y a la esfera que se concen-
tran en C.

d) En consecuencia, el cilindro es igual al doble de la suma del cono y la esfera.

e) Puesto que se sabe que el cono es un tercio del cilindro, se concluye que la esfera debe
ser un sexto de éste.

f) Que el volumen del cilindro es 877°.
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FIGURA 2 Seccién de la esfera, el cono y el cilindro de Arquimedes

3. El método con el que Zu Chongzhi y Zu Geng encontraron el volumen de la esfera es el

siguiente: imagine que la esfera es una pelota fuertemente adherida dentro de la interseccin
de dos cilindros que forma angulos rectos entre si. Luego, el s6lido formado por la intersec-
cién de los dos cilindros (denominado paraguas doble en chino) y que contiene la pelota se
ajusta perfectamente dentro de un cubo cuya arista es igual al didmetro de la esfera.

A partir de esta descripcion, trace una seccion de la esfera dentro del paraguas doble
formado por los ejes de los dos cilindros y a una distancia / debajo de este pleno. Comprue-
be los hechos siguientes:

a) Si el radio de la esfera es r, el didmetro de su seccién circular es 2V r? — K%
b) Por tanto, el drea del cuadrado formado por esta seccion del paraguas doble es 4% - 1?),
de modo que el 4rea entre la seccién del cubo y la seccién del paraguas doble es

Ark VA= RY) i AR

¢) La seccién correspondiente de una pirdmide cuya base es la parte inferior de un cubo y
cuyo vértice estd en el centro de la esfera (0 del cubo) también tiene un 4rea de 412, Por
tanto, el volumen entre el paraguas doble y el cubo es exactamente el volumen de esta
piramide mds su imagen especular arriba del plano central. Concluya que la region entre
el paraguas doble y el cubo es un tercio del cubo.

d) En consecuencia, el paraguas doble ocupa dos tercios del volumen del cubo; es decir, su
volumen es 27°.

¢) Cada seccion circular de la esfera est4 inscrita en la seccién cuadrada correspondiente
del paraguas doble. Por tanto, la seccion circular es F de la seccién del paraguas doble.

) En consecuencia, el volumen de la esfera es 7 del volumen del paraguas doble; es decir,

4
.

. Proporcione un razonamiento “infinitesima ” de que el drea de la esfera es tres veces su

volumen dividido entre su radio, al suponer que la esfera es una coleccion de pirdmides
“infinitamente delgadas” donde todos los vértices se encuentren adheridos al origen. [Suge-
rencia: parta del hecho de que el volumen de una piramide es un tercio del drea de su base
multiplicada por su altura. Arquimedes afirmaba que éste es el razonamiento que lo condu-
jo al descubrimiento del 4rea de la esfera.]
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Unidad 1

Teorema fundamental del calculo
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En esta unidad Una de las herramientas mas poderosas del célculo es la derivada. Ahora
pasaremos del céalculo diferencial al calculo integral. Leibniz denominé calculus summatorius
a esta segunda de las dos divisiones méas importantes del calculo. En 1696, persuadido por
el matematico suizo Johann Bernoulli, Leibniz cambié el nombre a calculus integralis. Como
sugieren las palabras latinas originales, el concepto de suma desempefia un papel importante
en el desarrollo completo de la integral.

En el calculo diferencial, el problema de la tangente conduce de manera natural a la derivada
de una funcién. En el problema de area, el problema motivacional del calculo integral, deseamos

encontrar el area acotada por la grafica de una funcién y el eje x. Este problema lleva al concep-
to de integral definida.

Competencias especificas

¢ Contextualizar el concepto de integral definida.
e Visualizar la relacion entre el calculo diferencial y el célculo integral.

e C(Calcular integrales definidas.
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2 UNIDAD 1 Teorema fundamental del célculo

1.1 El problema del area

I Introduccion Asi como la derivada es motivada por el problema geométrico de construir una
tangente a una curva, el problema histérico que conduce a la definicién de integral definida es el
problema de encontrar un drea. En especifico, tenemos interés en la siguiente versién de
este problema:

e Encontrar el drea A de una region acotada por el eje x y la grifica de una funcién no
negativa continua y = f(x) definida sobre un intervalo [a, b].

El drea de esta regién se denomina drea bajo la grafica de f sobre el intervalo [a, b]. El reque-
rimiento de que f sea no negativa sobre [a, b] significa que ninguna parte de esta grafica sobre
el intervalo estd por abajo del eje x. Vea la FIGURA 1.1.1.

—

X

a b

FIGURA 1.1.1  Area bajo la grafica
de f sobre [a, b]

Antes de continuar con la solucién del problema de drea es necesario hacer una breve digre-
sién para analizar una notacién ttil para una suma de nimeros como

LEE 0N S e ni el S 0E T 30 4 L A

I Notacién sigma Sea ; un niimero real que depende de un entero k. La suma a; + a, + a;
+ - - -+ a, se denota por el simbolo X _;a;; esto es,

n
Eak=a1+a2+a3+ 0 L @8]
k=1 ;

Puesto que 3 es la letra griega mayuscula sigma, (1) se denomina notacién sigma o notacién
de suma. La variable k se denomina indice de la suma. Asf,

termina con este valor de k

i oo n
el simbolo 2 indica g E

la suma de ax ag
k=1

T

empieza con el valor
indicado de k

es la suma de todos los nimeros de la forma a; cuando k asume los valores sucesivos k = 1,
k=2,...,ytermina con k = n.

=]\ Ee YR Uso de la notacion sigma

La suma de los diez primeros enteros pares

24 G R D)
puede escribirse de manera abreviada como >, ,ﬁle. La suma de los diez enteros positivos impares

1+3+5+ - +17+19
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puede escribirse como E,{.g](ﬂc = “75 2]

El indice de la suma no necesita empezar en el valor k = 1; por ejemplo,
5 5
a0+ Dy O 9 0l L 2 saint 4 o8

k=3 k=0

Observe que la suma de los diez enteros positivos impares en el ejemplo 1 también puede escri-
birse como 22: o(2k + 1). Sin embargo, en un andlisis general siempre se supone que el indice
de la suma empieza en k = 1. Esta suposicién responde mds a razones de conveniencia que de
necesidad. El indice de la suma a menudo se denomina variable ficticia, puesto que el simbolo

en si carece de importancia; lo que importa son los valores enteros sucesivos del indice y la suma
correspondiente. En general,

n n n n

Eak T Eai = Eaj = Zam'

k=1 i=1 J=1 m=1
Por ejemplo,

10 10 10
DA e e e i e
k=1 i=1

sl

I Propiedades A continuacién se presenta una lista de algunas propiedades importantes de la
notacion sigma.

Teorema 1.1.1 Propiedades de la notacién sigma

"Para enteros positivos m y n,

n n
A= >, . donde c es cualquier constante
k=1 k=1

n n n

i) D = B Bn kAt kb,
k=1 k=1 k=1
n m n

ii7) Eak = Eak - E (s T
k=1 k=1

k=m+1

La demostracién de la férmula i) es una consecuencia inmediata de la ley distributiva. Por
supuesto, ii) del teorema 1.1.1 se cumple para la suma de mds de tres términos; por ejemplo,

D@ th+c)= D>a+ D e
=1 k=1 k=1 k=1

B Formulas de sumas especiales Para tipos especiales de sumas indicadas, particularmente
sumas que implican potencias de enteros positivos del indice de la suma (como sumas de ente-
ros positivos consecutivos, cuadrados sucesivos, cubos sucesivos, etc.) es posible encontrar una
férmula que proporcione el valor numérico verdadero de la suma. Para efectos de esta unidad,
centraremos la atencién en las cuatro férmulas siguientes.

Teorema 1.1.2 Férmulas de sumas

Para n un entero positivo y ¢ cualquier constante,
n

z nn+ 1)
) D¢~ ne i) Ekz(T
k=1 k=1
4 = @n o 1 z n’(n + 1)?
el e ) e L
k=1 6 k=1 <4

L

1.1 El problema del drea 3
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4 UNIDAD 1 Teorema fundamental del célculo

i
i
<

a) Tridngulo rectdngulo

| (5,0)
b) Tridngulo rectdngulo en
un sistema de coordenadas

FIGURA 1.1.2  Encuentre el 4rea
A del tridngulo rectdngulo

Las férmulas 7) y #i) pueden justificarse facilmente. Si ¢ es una constante, es decir, indepen-
diente del indice de la suma, entonces ;- c significac + ¢ + ¢ + *+* + c. Puesto que hay n
constantes ¢, tenemos ;_ ¢ = n - ¢, que es i) del teorema 1.1.2. Luego, la suma de los n prime-
ros enteros positivos puede escribirse como X ;- k. Si esta suma se denota por la letra S, entonces

S=T 2 3 et (s ) (= D 2)
En formatequivalentes Si= 7z & (= D@ =2) £ = of 3t 25k 1 3)

Si sumamos (2) y (3) con los primeros términos correspondientes, luego los segundos tér-
minos, y asi sucesivamente, entonces

W=+ D+ +D+@+1D+ - +@+1)=nn+l).

n términos de n+ 1

Al despejar S obtenemos S = n(n + 1)/2, que es ii). Usted debe poder obtener las férmulas iii)
y iv) con las sugerencias que se proporcionan en los problemas 55 y 56 en los ejercicios 1.1.

EETETE Uso de férmulas de suma

Encuentre el valor numérico de X;~; (k + 5)

Solucién _ Al desarrollar (k + 5)% y usar i) y i) del teorema 1.1.1, podemos escribir

20 20
>k + 5)
k=1

2 (k2 + 10k + 25) <« el binomio se eleva al cuadrado

k=1
20 20 20

= 2](2 = 102/{ + 25. <« i)y ii)del teorema 1.1.1
k=1 k=1 k=1

Con la identificacién n = 20, por las férmulas de sumas iii), ii) y i) del teorema 1.1.2, respecti-
vamente, se concluye

2 20(21)(41 2021
> (k+ 57 = (6)( ) 4 10 (2 ) 1 2025 = 5470. =
k=1

La notaci6n sigma y las férmulas de sumas anteriores se usardn de inmediato en el siguien-
te andlisis.

I Area de un triangulo Suponga por el momento que no se conoce ninguna férmula para
calcular el 4rea A del tridngulo recténgulo proporcionado en la FIGURA 1.1.2a). Al superponer un sis-
tema rectangular de coordenadas sobre el tridngulo, como se muestra en la figura 1.1.2b), se ve
que el problema es el mismo que encontrar el 4rea en el primer cuadrante acotada por las lineas
rectas y = (h/b)x,y = 0 (el eje x) y x = b. En otras palabras, deseamos encontrar el drea bajo la
grafica de y = (h/b)x sobre el intervalo [0, b].

Al usar recténgulos, la FIGURA 1.1.3 indica tres formas diferentes de aproximar el drea A. Por
conveniencia, seguiremos con mayor detalle el procedimiento sugerido en la figura 1.1.30).
Empezamos al dividir el intervalo [0, b] en n subintervalos del mismo ancho Ax = b/n. Si el
punto fronterizo derecho de estos intervalos se denota por x§, entonces

= Ax = %

x5 =2Ax = 2(%)
x¥=3Ax = 3(%)
x¥=nlAx = n(%) =
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a) b) c)
FIGURA 1.1.3  Aproximaci6n del drea A usando tres rectangulos

Como se muestra en la FIGURA 1.1.42), ahora construimos un rectdngulo de longitud f(x¥) y ancho
Ax sobre cada uno de estos n subintervalos. Puesto que el drea de un rectdngulo es largo X
ancho, €l drea de cada rectangulo es f(x7)Ax. Vea la figura 1.1.4b). La suma de las 4reas de los
n rectdngulos es una aproximacién al nimero A. Escribimos

e fODARACAG T -+ f) A,

0 en notacioén sigma,
A= FanjAs @)
k=1

Parece vélido que reduzcamos el error introducido por este método de aproximacion (el drea
de cada rectdngulo es mayor que el drea bajo la gréfica sobre un subintervalo [x,_;, x.]) al divi-
dir el intervalo [0, b] en subdivisiones mds finas. En otras palabras, esperamos que una mejor
aproximacion a A pueda obtenerse usando més y mas rectdngulos (n — 00) de anchos decrecien-
tes (Ax — 0). Luego,

h b . h b
f(x):EX, x,’f=k<;>, f(x]é):;'k y Ax=;,

de modo que con ayuda de la férmula de suma ii) del teorema 1.1.2, (4) se vuelve

n 7t +1
A%E<ﬁ-k)b=blz k:%.mzﬁ<1+%>_ %)

=1\ n n k=1 n 2 2

Finalmente, al hacer n — 00 en el miembro derecho de (5), obtenemos la férmula conocida para
el 4rea de un tridngulo:

1
) bh.

2 n—>00

A=lbh-h’m(l+%)=

I El problema general Ahora pasaremos del ejemplo precedente especifico al problema gene-
ral de encontrar el drea A bajo la grdfica de una funcién y = f(x) que es continua sobre un inter-
valo [a, b]. Como se muestra en la FIGURA 1.15a), también suponemos que f(x) = 0 para toda x en
el intervalo [a, b]. Como sugiere la figura 1.1.5b), el drea A puede aproximarse al sumar las dreas
de n rectdngulos que se construyen sobre el intervalo. A continuacién se resume un procedimien-
to posible para determinar A:

e Divida el intervalo [a, b] en n subintervaloss [x,_;, x,], donde
@ =%y = B e Sx . < x = ],

de modo que cada subintervalo tiene el mismo ancho Ax = (b — a)/n. Esta coleccién de
nimeros se denomina particién regular del intervalo [a, b].

* Escoja un nimero x} en cada uno de los n subintervalos [x;_j, x,] y forme los n produc-
tos f(xj)Ax. Puesto que el drea de un rectdngulo es largo X ancho, f(x¥)Ax es el 4rea del
rectdngulo de largo f(x) y ancho Ax construido sobre el k-ésimo subintervalo [x;_, x;].
Los n nimeros x¥, x%, x% ..., x¥ se denominan puntos muestra.

1.1 El problema del drea 5

e xf=b
a) n rectdngulos
Y

el drea es
foep Ax

=
Ax &

b) Area de un rectdngulo general
FIGURA 1.14 El 4rea A del tridn-

gulo es aproximada por la suma
de las dreas de n rectdngulos
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e La suma de las 4dreas de los n rectangulos

D FEDAx = faHAx + FHAx + FaDHAx + - + fx)Ax,
k=1

representa una aproximacién al valor del drea A bajo la grafica de f sobre el intervalo
la, D].

Con estas notas preliminares, ahora ya es posible definir el concepto de drea bajo una gra-
fica.

y
: £
1 i Y= fr
| | I #a
i | | i
1 1 1 T 1
i I 1 1 1 1 1
i i 1 1 i 1 1
i i 1 t 1 1 1
1 I 1 : 1 1 L
t 1 1 1 1 b I
1 1 t 1 1 t i
1 1 1 t I 1 i
1 1 1 ! 1 1 i
i 1 1 1 1 i i
i 1 1 I 1 1 1
& 4 A & & P & > X
x,=af x X ¢ =
el -1 o+ M X, N\X,=b
X 255 k 3
1 2 . ; bt
Ax
a) Area A bajo la grafica b) n rectangulos

FIGURA 1.1.5 Encuentre el drea A bajo la gréfica de f sobre el intervalo [a, b]

Definicion 1.1.1  Area bajo una grifica

Sea f continua sobre [a, b] y f(x) = 0 para toda x en el intervalo. El drea A bajo la grafica
de f sobre el intervalo se define como ;

A = lim E FGHAx. 6)

n—o0 =1

Es posible demostrar que cuando fes continua, el limite en (6) siempre existe sin importar
el método usado para dividir [a, b] en subintervalos; es decir, los subintervalos pueden tomarse
o0 no de modo que su ancho sea el mismo, y los puntos x; pueden escogerse en forma arbitraria
en los subintervalos [x,_;, x,]. No obstante, si los subintervalos no tienen el mismo ancho,
entonces en (6) es necesario un tipo diferente de limite. Necesitamos sustituir n — 00 por el
requerimiento de que la longitud del subintervalo mds ancho tienda a cero.

I Una forma practica de (6) Para usar (6), suponga que escogemos x; como se hizo en el ané-
lisis de 1a figura 1.1.4; a saber: sea x} el punto fronterizo derecho de cada subintervalo. Puesto
que el ancho de cada uno de los 7 subintervalos de igual ancho es Ax = (b — a)/n, tenemos

b—a

xf=at+kAx=a+k

Luego, para k=1, 2, ..., n tenemos

b =

X = gt Amra

xi=a - 2Av=a'+t 2

(
o

Il

)
)

(59

n

S

x¥=a + 3Ax

a
a
n
= a

a=
Xf=a+nAx=a+
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Al sustituir @ + k(b — a)/n por xi y (b — a)/n por Ax en (6), se concluye que el drea A tam-
bién estd dada por

A= lim Ef<a 3 kb_Ta) s (7
k=1

n—00 n

Observamos que puesto que Ax = (b — a)/n, n — o0 implica Ax — 0.

Area usando (7) /

Encuentre el drea A bajo la grdfica de f(x) = x + 2 sobre el intervalo [0, 4].

e

1.1 El problema del érea 7

Soluciéon El drea estd acotada por el trapezoide indicado en la FIGURA 1.1.6a). Al identificar
a=0y b =4, encontramos

Asi, (7) se vuelve

A = lim if<0+ki>£= h’mii](ﬁ)
=

I
==
B
[
=
A
|-l>
ES
+
)
ST

a)

’ 4 4 n n
limnis= (== Aot 0 E 1 |. <« por las propiedades i) y ii) del teorema 1.1.1
n—oofl | 1=y k=1

Luego, por las férmulas de suma i) y ii) del teorema 1.1.2, tenemos

474 nn+1) FIGURA 1.16 Area bajo la grafica
A=lm—|———Z+ 2n en el ejemplo 3
n—ooll | I 2
» 16 n(n + 1)
=lim|(———+ 8 < se divide entre n?
n—00 2 n2

h’m[8<l 2k l) = 8:|
n—00 n

e (1 i %) Sl

n—00 n—0co

= 8 + 8 = 16 unidades cuadradas. ]

A2 208 Area usando (7)

Encuentre el drea A bajo la grafica de f(x) = 4 — x? sobre el intervalo =1 =218

Solucién El drea se indica en la FIGURA 1.1.7a). Puesto que a =—1y b =2, se concluye que

C2elel) 1
n e

A

A continuacidn se revisardn los pasos que llevan a (7). El ancho de cada rectdngulo estd dado por
Ax = (2 = (=1))/n = 3/n. Luego, empezando en x = —1, el punto fronterizo derecho de los n
subintervalos es

y
b e +%
x=-1 +2<%>= =1 +S
9 9
n *=19
Ax=é ¢
n
b)
w=—1+ n<§> =9, FIGURA 1.1.7  Area bajo la gréfica
n en el ejemplo 4
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8 UNIDAD 1 Teorema fundamental del célculo

§
&

FIGURA 1.1.8  Recténgulos usando
los puntos fronterizos izquierdos

de los intervalos

Entonces, la longitud de cada rectdngulo es

f(xT)=f<—1+%>=4—{—l+%z
f(x§)=f<—1+%>=4—{—1+§2

) = IV i e
f(x3)—f< 1+n) 4 {1+n

£ =f< i 3—”) —f@=4-@2=0.

El drea del k-ésimo rectdngulo es largo X ancho:

e 38 (G ko2
2= (5= [1 22 (o3 ok -sE)2

Al sumar las dreas de los n rectdngulos obtenemos una aproximacion al drea bajo la gréfica sobre
el intervalo: A = X _; f(xf)(3/n). A medida que el nimero n de rectdngulos crece sin limite,
obtenemos

A'="Tin E<3+6k—9k>3

n—00 p—1 n

2
hm32<3+6k—9k>

n—)OOnk 1

e {23+6Ek— Ek"}

n—o0fl ner=i

Al usar las férmulas de sumas i), i) y iii) del teorema 1.1.2 obtenemos

3 6 n(n + 1) 9 nn+ D2n + 1)
A = lim —| 3w + .
n—oo N n 2 n2 6
= Hm{9 + 9(1 + l) — 2(1 + l)(2 + l)}
n—s00 n 7 n n
=9 + 9 — 9 = 9 unidades cuadradas. |

I Otras elecciones para x§ No hay nada en especial si x} se escoge como el punto fronterizo
derecho de cada subintervalo. Volvemos a recalcar que xj puede tomarse como cualquier nime-
ro conveniente en [x,_1, x;]. En caso de que se elija xj como el punto fronterizo izquierdo de
cada subintervalo, entonces

L=l e

*
X —

y (7) se volveria

A= lim Ef(a e > b—;i ®)

n—0o0

En el ejemplo 4, los rectangulos correspondientes serfan como se observa en la FIGURA 1.1.8. En
este caso se hubiera tenido xf = —1 + (k — 1)(3/n). En los problemas 45 y 46 de los ejercicios
1.1 se le pide resolver el problema de 4rea en el ejemplo 4 escogiendo x¥ como pr1mer punto
fronterizo izquierdo y punto medio de cada subintervalo [x;— 1,xk] Al elegir x§ como el
punto medio de cada [x;_,, x;], entonces

x,i‘:a-l—(k—%)Ax, =l s, €))
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1.1 El problema del drea 9

“ DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-2.

= Fundamentos

En los problemas 1-10, desarrolle la suma indicada.

5)
1. 2. > (2k —3)
k=1

Gl
: =

DM
w
B

W
LT
—~ N
B
MAI

~
Il

10 -1 k 10 1 k—1
5. ) ol D 1
s12k £ 5 =k
5 4
7 DGt~ B> Gl
j=2 m=0
> 5 sen(kw/2
9. > cos km 10. ET/)

=
I
—
~
Il
et

En los problemas 11-20, use notacién sigma para escribir la
suma dada.

1855 8e S Ol B S 115
12,2+ 4 + 8+ 16.+-32. -+ 64

135 s Fd e =10 e £237
10 2iadty 0 1 5 s
o PR
15 12+ 2-7+s
g e« featii o

Dpen3e 145 196
17.6 +6+6+6+6+6+6+6
AR Ve S EEL) e R

19. cosgx = %cos%x + écosgpﬂx 1—1600s41x
2055 (et = f; )( 1?2+ f—s(—)(x - 1)
4) %)
chie w(x s 1)4 4 Z‘%(X iy 1)5

En los problemas 21-28, encuentre el valor numérico de la
suma dada.

20 50
21: 2> 2k 22. > (—3k)
k=1 k=0

10 1000
23 Dk + 1) 24, >,k — 1)
k=1 k=1
6 5
25. > (K> +3) 26. > (6k* — k)
k1=01 klzol
27. D (PP + 4 28. O (2% —5i+3)
p=0 i=1

En los problemas 29-42, use (7) y el teorema 1.1.2 para
encontrar el drea bajo la grafica de la funcién dada sobre el
intervalo indicado. -

29. fo)imans (00,61 305 fieas 2 il 31

3.0 =255 151 32 fy—3%— 6, [2,4]
33— £, 50, 2] 3, f@) =2 [-2,1]
85 (@ =l flu1]
86) () = 2 + 3, [=3,-1]
@f(x)—x E Dxia DY
S8y =" =l TR0, 21 39, fio =, R [0, 1]
40. f(x) =x* —3x>+ 4, [0,2]
2, 0=

Ao = { +1, 1=x=4

e U=
42'f(x)_{ =0,

43. Trace la grafica de y = 1/x sobre el intervalo B, ] Al
dividir el intervalo en cuatro subintervalos del mismo
ancho, construya rectdngulos que aproximen el drea A
bajo la grafica sobre el intervalo. Primero use el punto
fronterizo derecho de cada subintervalo, y luego use el
punto fronterizo izquierdo.

44. Repita el problema 43 para y = cos x sobre el intervalo
[=m/2 /2]

45. Vuelva-a trabajar el ejemplo 4 escogiendo xj como el
punto fronterizo izquierdo de cada subintervalo. Vea (8).

46. Vuelva a trabajar el ejemplo 4 escogiendo xj como el
punto medio de cada subintervalo. Vea (9).

En los problemas 47 y 48, dibuje la region cuya drea A estéd
dada por la féormula. No intente evaluar.
w
i

En los problemas 49 y 50, escriba el nimero decimal dado
usando notacién sigma.

49. 0.11111111 50. 0.3737373737

S1. Use la férmula de suma iif) del teorema 1.1.2 para encon-
trar el valor numérico de 25, k2

52. Escribalasuma8 +7 + 8 + 9 + 10 + 11 + 12 usan-
do notacién sigma de modo que el indice de la suma
empiece con k=0. Con k= 1. Con k= 2.

53, Despeie % Xy (x, — X =0

54. a) Encuentre el valor de X;_,[f(k) — f(k — 1)]. Se

dice que una suma de esta forma es telescopica.

b) Use el inciso a) para encontrar el valor numérico de
400

> (VE- VE=T)

47, A=lie >

n—00 j—1q

2
4—%3 48. A-hmE(
n-n

=7 SO =N

= Piense en ello

55. a) Use el inciso a) del problema 54 para demostrar que

SIk+1? -kl =-1+@+12=n+2n
k=1
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10 UNIDAD 1 Teorema fundamental del célculo

b) Use el hecho de que (k + 1)> — k> = 2k + 1 parade-
mostrar que

Slk+12 -kl =n+2>k
k=1 k=1

¢) Compare los resultados de los incisos a) y b) para
obtener la férmula de suma i) del teorema 1.1.2.

56. Muestre como el patrén ilustrado en la FIGURA 1.1.9 puede

usarse para inferir la férmula de suma iv) del teorema
12

1S

FIGURA 1.19 Aureglo para el problema 56

57. Obtenga la férmula para el drea del trapezoide proporcio-
nado en la FIGURA 1.1.10.

T 715

’ |
4 oy
]

FIGURA 1.1.10 Trapezoide en el problema 57

-

58. En un supermercado, 136 latas se acomodan en forma
triangular como se muestra en la FIGURA 1.1.11. (Cudntas
latas puede haber en la parte inferior de la pila?

SOPA | SOPA | SOPA

FIGURA 1.1.11  Pila de latas en el problema 58

59.

60.

61.

62.

63.

64.

Use (7) y la férmula de suma

Enlk“ _n(n+ 1)6r° + 9 +n— 1)
k=1 X 30

para encontrar el drea bajo la gréfica de f(x) = 16 — x*
sobretl—2 2]

Encuentre el 4rea bajo la grafica de y = Vx sobre [0, 1]
al considerar el drea bajo la gréfica de y = x* sobre [0, 1].
Lleve a cabo sus ideas.

Encuentre el drea bajo la graficade y = V/x sobre [0, 8]
al considerar el 4rea bajo la grdfica de y = x° sobre
= sn =10k

a) Suponga que y = ax” + bx + ¢ = 0 sobre el interva-
lo [0, xo]. Demuestre que el drea bajo la grafica sobre
[0, xo] estd dada por

3 7

X0 X0
— e .
3 b 5 tex

A=a

b) Use el resultado en el inciso @) para encontrar el drea

bajo la grafica de y = 6x* + 2x + 1 sobre el interva-
lof[i2. 5.

Una férmula de suma para la suma de los n términos de
una sucesién geométrica finita a, ar, ar?, ..., ar" ! estd
dada por

i a(l —L )
k=1 i 12
Use esta férmula de suma, (8) de esta seccion, y la regla

de L'Hopital para encontrar el drea bajo la grafica de
y = e” sobre [0, 1].

Un poco de historia En un curso de fisica para princi-
piantes todo mundo sabe que la distancia de un cuerpo
que cae es proporcional al cuadrado del tiempo trans-
currido. Galileo Galilei (1564-1642) fue el primero en
descubrir este hecho. Galileo encontré que la distancia
que se mueve una masa hacia abajo en un plano inclina-
do es proporcional a un entero positivo impar. Por tanto,
la distancia total s que una masa se mueve en 7 segundos,
con n un entero positivo, es proporcional a 1 +3 +5 +
-+ -+ 2n — 1. Demuestre que esto es lo mismo que afir-
mar que la distancia total que se mueve una masa hacia
abajo en un plano inclinado es proporcional al tiempo
transcurrido 7.

1.2 La integral definida

B Introduccién En la seccidn anterior vimos que el 4rea bajo la gréfica de una funcién conti-
nua no negativa f sobre un intervalo [a, b] se definfa como el limite de una suma. En esta sec-
ci6n verd que el mismo tipo de proceso limite conduce al concepto de integral definida.

Sea y = f(x) una funcién definida sobre un intervalo cerrado [a, b].
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Considere los siguientes cuatro pasos:

* Divida el intervalo [a.b] en n subintervalos [x;_;, x;] de anchos Axy = x, — x4,

donde
a=x x5 - < x < x,=b. (1
La coleccion de nimeros (1) se denomina particién del intervalo y se denota por P.
° Sea ||P| el mayor nimero de los n anchos de los subintervalos A7 S A = s A S B

nimero ||P| se denomina norma de la particién P.
* Escoja un niimero x} en cada subintervalo [x;_, x,] como se muestra en la FIGURA 1.2.1.
Los n nimeros x7, x3, x3, ..., x; se denominan puntos muestra en estos subintervalos.
° Forme la suma

n
> f(HAx )
k=1

Sumas del tipo proporcionado en (2) que corresponden a varias particiones de [a, b] se
denominan sumas de Riemann en honor del famoso matematico alemén Georg Friedrich
Bernhard Riemann.

Aunque el procedimiento anterior parece muy semejante a los pasos que llevan a la defini-
cién de drea bajo una grifica dada en la seccién 1.1, hay algunas diferencias importantes.
Observe que una suma de Riemann (2) no requiere que f sea continua o no negativa sobre el
intervalo [a, b]. Asi, (2) no necesariamente representa una aproximacién al drea bajo una grafi-
ca. Tenga en cuenta que “drea bajo una gréfica” se refiere al drea acotada entre la grdfica de una
Juncién continua no negativa y el eje x. Como se muestra en la FIGURA 1.2.2, si f(x) < 0 para algu-
na x en [a, b], una suma de Riemann puede contener términos f(x})Ax;, donde f(x¥) < 0. En
este caso, los productos f(xj')Ax, son nimeros que son los negativos de las dreas de rectdngulos
trazados abajo del eje x.

SV E Una suma de Riemann

Calcule la suma de Riemann para f(x) = x* — 4 sobre [—2, 3] con cinco subintervalos determina-

— e 1 ou e R - e * 1 il AP0
dosporxg = —2,x = —5,% = 0,x = 1,x, = mxs —Byt= —1 a0 =~ = = >
x¥ = 3. Encuentre la norma de la particién.

Solucién En la FIGURA 1.2.3 se muestra que los nimeros x;, k=0, 1, . . ., 5 determinan cinco

subintervalos [—2, —%], [—% O], FO=15]5 [1, Z—J y B 3] del intervalo [—2, 3] y un punto muestra
x{ dentro de cada subintervalo.

el 2
xl‘fg X=0 X=1 Ny =
§nn, SOOI e F | - i e i,
4 . +— | ),
= o I Tl B i
215 el i e i = s
4 7 2 2

FIGURA 1.23  Cinco subintervalos y puntos muestra en el ejemplo 1

Luego, evalie la funcion f de cada punto muestra y determine el ancho de cada subintervalo:

FEN=f-D=-3,  An=m-x=-=7-(-2=2
£ =f(—i>— -8 An=n-x =o—<—%>=%
pie —f(%)= 14—5, Avs=x3—x%=1-0=1

F =f<%)=—}, My=n-m=T-1=2
f(x}")=f<§)=§, Ax5=x5—x4=3—%:%

1.2 la integral defimida T
TR e
FIGURA 121 Punto muestra x}

en [x—y, x]

S f0) <0

FIGURA 122 1.a funcién f es
positiva y negativa sobre el
intervalo [a, b]
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UNIDAD 1 Teorema fundamental del célculo

Entonces, la suma de Riemann para esta particién y esa eleccién del punto muestra es

FODAx + fGDAX, + fO)Axs + i) Ax, + f(F)Axs

) (B o (310 Q)3 -

Al analizar los valores de los cinco Ax; observamos que la norma de la particién es |P| = 3. ®

Para una funcion f definida sobre un intervalo [a, b], hay un ndimero finito de posibles sumas
de Riemann para una particién dada P del intervalo, puesto que los niimeros x§ pueden escoger-
se arbitrariamente en cada subintervalo [x;_1, x;].

EZEVEGE Otra suma de Riemann

Calcule la suma de Riemann para la funcién del ejemplo 1 si la particién de [—2, 3] es la misma
pero los puntos muestra son xf = —3, x¥ = —% x¥=3 x¥= 2yxt=171.

Solucién  Sdlo es necesario calcular f en los nuevos puntos muestra, puesto que los ndmeros

Ax; son los mismos que antes:
; 3 7
S f(——2> B

so=r(-3)- -2
Gl = f(%) - -2

ren=(2)--2
FOE) = f2.1) = 0.41.

Ahora la suma de Riemann es
FO&DAx + fO3)Ax, + f(F)Axs + fF)Ax, + f(xg")Ax5
S 255\/ 1) e
D3 CRNG) - (R (3)E) + oan(3)= e =
Tenemos interés en un tipo especial de limite de (2). Si las sumas de Riemann > _, f (xF) Ax;

estdn préximas a un nimero L para foda particién P de [a, b] para la cual la norma | P| esté
cerca de cero, entonces escribimos

1 A
Iu)ﬁgl();lf(xk) X = 3

y se dice que L es la integral definida de f sobre el intervalo [a b]. En la siguiente definicién
se introduce un nuevo simbolo para el nimero L.

Definicion 1.2.1 La integral definida

Sea funa funcién definida sobre un intervalo cerrado [a, b]. Entonces la integral definida de
fdeaab, que se denota por [ f 'f(x) dx, se define como

b n
J f(x) dx = lim D, f(xH)Ax,. (4)
b IPI—0 =1

Si el limite en (4) existe, se dice que la funcidn fes integrable sobre el intervalo. Los nime-
ros a y b en la definicién precedente se denominan limite inferior y limite superior de integra-
cién, respectivamente. La funcién f se denomina integrando. El simbolo integral [, segitin lo
usaba Leibniz, es una S alargada que representa la palabra suma. También observe que ||P| — 0
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siempre implica que el nimero de subintervalos n se vuelve infinito (n — 00). No obstante,
como se muestra en la FIGURA 1.24, el hecho de que 7 — 00 no necesariamente implica || P|| — 0.

I Integrabilidad En los dos teoremas siguientes se plantean condiciones que son suficientes

para que una funcion f sea integrable sobre un intervalo [a, b]. No se proporcionan las demos-
traciones de estos teoremas.

Teorema 1.2.1 Continuidad implica integrabilidad

Si fes continua sobre el intervalo cerrado [a, b], entonces f: f(x) dx existe; es decir, fes inte-
grable sobre el intervalo.

Hay funciones definidas para cada valor de x en [a, b] para las cuales el limite en (4) no
existe. También, si la funcién fno estd definida para todos los valores de x en el intervalo, la inte-
gral definida puede no existir; por ejemplo, después se verd por qué una integral como
fi(l /x)dx no existe. Observe que y = 1/x es discontinua en x = 0 y no estd acotada sobre el
intervalo. Sin embargo, a partir de este ejemplo no debe concluirse que cuando una funcién i
tiene una discontinuidad en [a, b], fabf(x) dx necesariamente no existe. La continuidad de una
funcién sobre [a, D] es condicién suficiente pero no necesaria para garantizar la existencia
de [ ab f(x) dx. El conjunto de funciones continuas sobre [a, b] es un subconjunto del conjunto de
funciones que son integrables sobre el intervalo.

El siguiente teorema proporciona otra condicién suficiente para integrabilidad sobre [a, b].

Teorema 1.2.2 Condiciones suficientes para integrabilidad

Si una funcién f estd acotada sobre el intervalo cerrado [a, b], es decir, si existe una cons-
tante positiva B tal que —B = f(x) = B para toda x en el intervalo y tiene un nimero finito
de discontinuidades en [a, b], entonces f es integrable sobre el intervalo.

Cuando una funcién f estd acotada, su grafica completa debe estar entre dos rectas horizon-
tales, y = By y = —B. En otras palabras, | f(x)| =< B para toda x en [a, b]. La funcién

s li=x < 2
f(x)*{l, 2=x=3

mostrada en la FIGURA 125 es discontinua en x = 2 pero estd acotada sobre [0, 3], puesto que
|/(x)| = 4 para toda x en [0, 3]. (Para el caso, 1 < f(x) =< 4 para toda x en [0, 3] muestra que f
estd acotada sobre el intervalo.) Por el teorema 1.2.2 se concluye que [ 03 'f(x) dx existe. La FIGU-
RA 1.26 muestra la grfica de una funcién f que no estd acotada sobre un intervalo [a, ]. Sin

importar cudn grande sea el nimero B escogido, la grafica de f no puede estar confinada a la
regién entre las rectas horizontales y =By y = —B.

I Particién regular Si se sabe que una integral definida existe (por ejemplo, el integrando f es
continuo sobre [a, b]), entonces:

* El limite en (4) existe para cualquier forma posible de particién [a, b] y para toda forma
posible de escoger x} en los subintervalos [x;_;, x;].

En particular, al escoger los subintervalos del mismo ancho y los puntos muestra como los pun-
tos fronterizos derechos de los subintervalos [x,_;, x.], es decir,

b—a
b
n

szb_—_a y

Xf=a+k k= 1- 28"
n

» 1,

la expresién (4) puede escribirse en forma alterna como

be(x) dx = lim if(a il “)b —£

S)

n—0 =1 n n

1.2 Laintegral definida 13

iradl]
e

& Q

b
el nimero de intervalos
se vuelve una infinidad
FIGURA 1.24 Una infinidad de

subintervalos no implica ||P| — 0.

Y= fx)
B )

u t t X

FIGURA 1.25 La integral definida
de f sobre [0, 3] existe

=1
Y / !

R, 7]

FIGURA 1.26 La funci6n f no
estd acotada sobre [a, b]
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FIGURA 1.2.7 Area en el
ejemplo 3
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Recuerde de la seccién 1.1 que una particién P de [a, b] donde los subintervalos tienen el mismo
ancho se denomina particion regular.

¥ Area Tul vez usted concluya que los planteamientos de fabf(x) dx dados en (4) y (5) son:
exactamente los mismos que (6) y (7) de la seccién 1.1 para el caso general de encontrar el drea
bajo la curva y = f(x) sobre [a, b]. En cierta forma esto es correcto; no obstante, la definicién
1.2.1 es un concepto més general puesto que, como ya se observo, no estamos requiriendo que I
sea continua sobre [a, b] o que f(x) = 0 sobre el intervalo. Por tanto, una integral definida no
necesita ser un drea. Entonces, ;qué es una integral definida? Por ahora, acepte el hecho de que
una integral definida es simplemente un nimero real. Compare esto con la integral indefinida,
que es una funcién (o una familia de funciones). El 4rea bajo la gréfica de una funcién continua
no negativa, es una integral definida? La respuesta es si.

Teorema 1.2.3 El drea como integral definida

Si fes una funcién continua sobre el intervalo cerrado [a, b1y f(x) = 0 para toda x en el inter-
valo, entonces el 4rea A bajo la grafica sobre [a, b] es

b
A= J Ffx) dx. 6)

mEI area como integral definida

Considere la integral definida [ 11 \/1 — x? dx. El integrando es continuo y no negativo, de
modo que la integral definida representa el drea bajo la grifica de f(x) = V1 — x* sobre el
intervalo [—1,1]. Debido a que la gréfica de la funcién f es el semicirculo superior de
x% + y2 = 1, el 4r2a bajo la grafica es la regién sombreada en la FIGURA 1.2.7. Por geometria sabe-

mos que el drea de un circulo de radio r es 7rr?, y asi con r = 1 el érea del semicirculo y, por
tanto, el valor de la integral definida, es

: 1 1
N el ap L
L o =—oeud 277’(1) ok

En la unidad 3 volveremos a la cuestién de encontrar dreas por medio de la integral definida.

ZEYEEI Integral definida usando (5)

1
X3 dx.

Evalie J
=)

Solucién Puesto que f(x) = X3 es continua sobre [—2, 1], por el teorema 1.2.3 sabemos que la
integral definida existe. Usamos una particién regular y el resultado dado en (5). Al escoger

=2
e i S )c>k"=—2+k‘é
n n n

3 2 3)
(—2 + ilf> =8+ 36<&> — 54<k—0> + 27<k—3).
n n n- n

Luego, por (5) y las férmulas de suma i), ii), iii) y iv) del teorema 1.2.2 se concluye que —

Jl = lim if(—2 + %>3

=) n—00p— 1 nj/n

1esBiE k (ke IS
iat 3]0+ -42) ()]

Ax

tenemos

x> dx

= 3 e 36 nin +1) 54 aln + D@raul) 27 n(n + 1)

o ni-)nc;lon - . 2 n2 . 6 n 4

= im[ 20+ sa(1 4 1) - or(1+ D2+ 1) Hlied) i)
n—300 n n n 4 n n

- £ /S I )

= —24 + 54 27(2)+4— e



www.FreeLibros.me

En la FIGURA 1.2.8 se muestra que no se estd considerando el drea bajo la graficasobre [—2,1]. ®=

EEEYE ntegral definida usando (5)

Los valores de las sumas de Riemann en los ejemplos 1 y 2 son aproximaciones al valor de la
integral definida [ Ez(x2 — 4) dx. Se deja como ejercicio demostrar que (5) da

3
[ (2= dyde= —2 ~ 833,
= 3

Vea el problema 16 en los ejercicios 1.2. ||

I Propiedades de la integral definida A continuacién se analizardn algunas propiedades
importantes de la integral definida que se defini6 en (4).
Las dos siguientes definiciones son ttiles cuando se trabaja con integrales definidas.

| Definicién 1.2.2 T imites de integracién !

i) Igualdad de limites Si a estd en el dominio de f, entonces

Jf(x) dx = 0. (7)

a

ii) Inversién de limites Si f es integrable sobre [a, b], entonces

a b
J fx) dx = —J f(x) dx. (8)
b a

La definicién 1.2.21') puede motivarse por el hecho de que el drea bajo la grafica de fy por
arriba de un solo punto a sobre el eje x es cero.

En la definicién de fabf(x) dx se supuso que a < b, de modo que la direccién de “costum-
bre” de la integracion definida es de izquierda a derecha. El inciso #7) de la definicién 1.2.2 esta-
blece que invertir esta direccién, es decir, intercambiar los limites de integracién, resulta en la
negativa de la integral.

=SSV EORCE Definicion 1.2.2

Por el inciso i) de la definicién 1.2.2,
los limites de integracién —

1
J (o 2 Bx)idx =10
1

son los mismos —>

|
NSV YeRyA Otro repaso al ejemplo 4
En el ejemplo 4 vimos que [ _12x3 dx = —2. Por el inciso ii) de la definicién 1.2.2 se concluye que
=2 il
15 15
3dx = — Sdx = —(——) = — u
Jl x” dx J_zxdx ( 4) 7

En el siguiente teorema se enumeran algunas de las propiedades bésicas de la integral definida.
Esfes propiededes som wdloges o las propiedades de la nofeidn, sigma, proporcionadas an. &l feore-
ma 1.1.1, asf como a las propiedades de la integral indefinida que se analizardn en la seccién 1.3.

1.2 Laintegral definida

Lp s

Teorema 1.2.4 Propiedades de la integral definida

Si fy g son funciones integrables sobre el intervalo cerrado[a, b], entonces

b b
) J kf(x) dx = kJ f(x) dx, donde k es cualquier constante

a

b b b
i) J [#(x). Z= g ]dx = J fx) dx = J g(x) dx.

=2 alw il

'
|
|
I
|
I
I
1
[}
I
|
|
I
|
I
I

FIGURA 1.2.8 Gréfica de la
funcién en el ejemplo 4

15
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R )
Io fx) dx

FIGURA 1.29 Las éreas son
aditivas

o
y=k
S
2

[k dx

1
- )
I 1
I 1
i 1
t )
I 1
L 1 x
a b
b

FIGURA 1.210 Si k> 0, el érea
bajo la gréfica es k(b — a)

El teorema 1.2.4ii) se extiende a cualquier suma finita de funciones integrables sobre el in-
tervalo[a, b]:

b b b b
J LA®) + @) + -+ + (0] dx = Jfl(X) dx + J'fz(X)dx aatitnah jfn(X) dx.

La variable independiente x en una integral definida se denomina variable ficticia de inte-
gracion. El valor de la integral no depende del simbolo usado. En otras palabras,

b b b b
Jf()@dx: ff(r)dr: Jf(S)dS = jf(l)dt ©))

y asi sucesivamente.

=]\ He:N Otro repaso al ejemplo 4

Por (9), no importa qué simbolo se use como la variable de integracién:
1 1 1 1

ra" = 58 — 5 A2 rj” o 1S
J_zxdx—J rdr—J SdS_J_ztdt—_T' B

=2 =2

Teorema 1.25 Propiedad aditiva del intervalo

Si f'es una funcion integrable sobre un intervalo cerrado que contiene a los ndmeros a, b y
¢, entonces

b c b
J () dx = J f(x) dx + J f(x) dx. (10)

Resulta fdcil interpretar la propiedad aditiva del intervalo dada en el teorema 1.2.5 en el caso
especial en que f'es continua sobre [a, b]y f(x) = 0 para toda x en el intervalo. Como se ve en
la FIGURA 1.2.9, el drea bajo la gréfica de f sobre [a, c] més el drea bajo la grafica del intervalo
adyacente [c, b] es la misma que el drea bajo la gréfica de f sobre todo el intervalo [a, b].

Nota: La conclusién del teorema 1.2.5 se cumple cuando a, b y ¢ son tres nimeros cualesquie-
ra en un intervalo cerrado. En otras palabras, no es necesario tener el orden a < ¢ < b como se
muestra en la figura 1.2.9. Ademds, el resultado en (10) se extiende a cualquier nimero finito de
ndmeros a, b, ¢y, ¢,, ..., c, en el intervalo. Por ejemplo, para un intervalo cerrado que contiene
a los ndmeros a, b, ¢; y ¢,

b [ ) b
[f(x) dx = J f)idx £ J' fx) dx + Jf(x) dx.

Para una particién P dada de un intervalo [a, b], tiene sentido afirmar que
n
lim > Ax,=b — a, (11)
IPI—0 =1
en otras palabras, el limite ”h"m X1 Ax; es simplemente el ancho del intervalo. Como una con-
P|—0

secuencia de (11), tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.2.6 Integral definida de una constante

Para cualquier constante &,

[o [b
J kdx=kJ dx = k(b — a).

a a

Si k>0, entonces el teorema 1.2.6 implica que [ abk dx es simplemente el drea de un rectdn-
gulo de ancho b — a y altura k. Vea la FIGURA 1.2.10.
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SN/ JHe N Integral definida de una constante

Por el teorema 1.2.6,

s i
Jiﬂ i J A= S0—=") 7=25u. -

2 2

(=2 I{He B[N Uso de los ejemplos 4y 9

1
Evalte J (> + 5) dx.

=2

Solucién Por el teorema 1.2.4ii) podemos escribir la integral dada como dos integrales:

1 1 1
J(x3+5)dx=jx3dx+f5dx.

2 =2 =
Luego, por el ejemplo 4 sabemos que [L,x3dx = - ycon ayuda del teorema 1.2.6 vemos que
sSde = 5[1 — (=2)] = 15. En consecuencia,
1
15 45
() 158
Jz(x 5) dx 1 S5 s ]

Por tltimo, los siguientes resultados no son sorprendentes si la integral se interpreta como
un area.

Teorema 1.2.7 Propiedades de comparacién

Sean f'y g funciones integrables sobre el intervalo cerrado[a, b].

i) Sif(x) = g(x) para toda x en el intervalo, entonces
b b
Jf(x) dx = J g(x) dx.
i) Sim = f(x) = M para toda x en el intervalo, entonces

b .
mb —a) = [f(x) dx = M — a).

a

Las propiedades i) y ii) del teorema 1.2.7 se entienden facilmente en términos de 4rea. Para
i), si se supone f(x) = g(x) = 0 para toda x en [a, b], entonces sobre el intervalo el drea A bajo
la gréfica de f es mayor que o igual al 4rea A, bajo la gréfica de g. En forma semejante, para ii)
si se supone que f'es continua y positiva sobre el intervalo cerrado [a, b], entonces por el teorema -
del valor extremo, f tiene un minimo absoluto m > 0 y un maximo absoluto M > 0 en el interva- T
lo. Entonces, el drea bajo la gréfica j:f(x) dx sobre el intervalo es mayor que o igual al 4rea

i
1t
1
1
i
1
1
1

m(b — a) del rectdngulo m4s pequefio mostrado en la FIGURA 12.11a) y menor que o igual al u
drea M(b — a) del rectdngulo mds grande mostrado en la figura 1.2.115). : plappger] DaXImMo
Si en i) del teorema 1.2.7 se hace g(x) = 0y se usa el hecho de que [?0 dx = 0, se conclu- Mib-a) :
ye lo siguiente: SR TR
¢ Sif(x) = 0 sobre [a, b], entonces [°f(x) dx = 0. (12) b)
FIGURA 1.2.11 Motivacién para el
En forma semejante, al escoger f(x) = 0 en i), se concluye que: inciso ii) del teorema 1.2.7
* Sig(x) = 0 sobre [a, b], entonces [’g(x) dx < 0. (13)

I Area neta con signo  Debido a que la funcion f en la FIGURA 1.2.12 asume valores tanto positi-
VO$ como negativos sobre [a, b], la integral definida [ : f(x) dx no representa drea bajo la grafica
de fsobre el intervalo. Por el teorema 1.2.5, la propiedad aditiva del intervalo,

b e o b FIGURA 1212 La integral :
f&) dx = f&) dx + fx)dx + | f(x) dx. (14)  definida de f sobre [a, b] propor-

ciona el drea neta con signo
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FIGURA 1213 Area neta con
signo en el ejemplo 11

Debido a que f(x) = 0 sobre [a, ¢{] y [¢,, b] tenemos

cy b
[ JWdx=A4, y jf(@dx:Ag,
donde A, y A3 denotan las dreas bajo la gréfica de f sobre los intervalos [a, ¢;] y [c,, b], respec-
tivamente. Pero puesto que f(x) = 0 sobre [c|, ¢,] en virtud de (13), tenemos [ flz fx)de=0y
asi [ C"IZ f(x) dx no representa drea. No obstante, el valor de [ Ccff(x) dx es el negativo del drea ver-

dadera A, acotada entre la grafica de f y el eje x sobre el intervalo [c, c,]. Es decir,
ffllf(x) dx = —A,. Por tanto, (14) es

b
Jf(x)dx=A1 +(—A4y) + 45 = A} — Ay + A,

Vemos que la integral definida proporciona el drea neta con signo entre la grafica de £y el eje
x sobre el intervalo [a, b].

EVITOMEEN Area neta con signo

El resultado [!,x*dx = —2 obtenido en el ejemplo 4 puede interpretarse como el drea neta con

signo entre la grafica de f(x) = x° y el eje x sobre [ —2, 1]. Aunque la observacién de que

1 0 1 15
J ek = J Xdx + Jx3dx= —A +A, = ——

2 =2 0 o+

no proporciona los valores de A; y A, el valor negativo es consistente con la FIGURA 1.2.13 donde
resulta evidente que el drea A; es mayor que A,. &

I lateoria Seafuna funcion definida sobre [a, b] y sea L un niimero real. El concepto intui-
tivo de que las sumas de Riemann estdn préximas a L siempre que la norma || P|| de una particién
P esté cerca de cero puede expresarse en forma precisa usando los simbolos -8 introducidos en
la definicién formal de limite de una funcién. Al afirmar que f es integrable sobre [a, b], se estd
diciendo que para todo niimero real ¢ > 0 existe un nimero real § > 0 tal que

D fEHA, — L|< s, (15)
k=1

siempre que P sea una particién de [a, b] para la cual |P| < 8y el xf son los niimeros en los
subintervalos [x;_y, %],k = 1,2, ..., n. En otras palabras,

lim >, f(xf)Ax

[P[=0 =1

existe y es igual al nimero L.

I Posdata: Un poco de historia Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) naci6 en
Hanover, Alemania, en 1826. Fue hijo de un ministro luterano. Aunque era cristiano devoto,
Riemann no se incliné por seguir la vocacién de su padre y abandond el estu-
dio de teologfa en la Universidad de Gotinga para seguir una carrera de es-
tudios en los que su genio era evidente: matemadticas. Es probable que el con-
cepto de sumas de Riemann haya sido resultado de un curso sobre integral
definida que tom¢ en la universidad; este concepto refleja su intento por asig-
nar un significado matemético preciso a la integral definida de Newton y
Leibniz. Después de presentar su examen doctoral sobre los fundamentos de
las funciones de una variable compleja al comité examinador en la
Universidad de Gotinga, Karl Friedrich Gauss, el “principe de las matemati-
cas”, dedicé a Riemann un elogio bastante singular: “La disertacion ofrece
pruebas concluyentes. . . de una mente creativa, activa, verdaderamente
matematica. . . de fértil originalidad”. Riemann, como muchos otros estudiantes promisorios de
la época, era de constitucién fragil. Fallecié a los 39 afios de edad, de pleuresfa. Sus originales
contribuciones a la geometria diferencial, topologia, geometria no euclidiana y sus intrépidas
investigaciones concernientes a la naturaleza del espacio, la electricidad y el magnetismo anun-
ciaron el trabajo de Einstein en el siglo siguiente.

Riemann
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J? Notas DESDE EL AULA

1.2 laintegral definidze 19

El procedimiento bosquejado en (5) tenfa una utilidad limitada como medio practico para
calcular una integral definida. En la siguiente seccion se introducird un teorema que permite
encontrar el nimero [ : J(x) dx de manera mucho mds fdcil. Este importante teorema consti-

tuye el puente entre el cdlculo diferencial y el célculo integral.

“ DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-2.

= Fundamentos

En los problemas 1-6, calcule la suma de Riemann X}, £ (xf)
Ax; para la particién dada. Especifique ||P].

1. fix) = 3x + 1, [0, 3], cuatro subintervalos; x5 =0, xo=1,
S 7 el o 4 At
x2:§,x3=§,»x4=3;x1‘:§ =§,x§k=2,x4=§
2. flx) =x —4,[—2,5], cinco subintervalos; x, = =2, x;
= *1, i) h%, X3:%, X4:3, XSZS; x’lk: _%,
o ;, =0,xf=2,xf=4
3. f(x) =%, [~1, 1] cuatro subintervalos: X=—1x= —%,
1 4 3 1
XQZZ, .x3:z, X4:1; XT: _Zv x>2k:07 x3:§’
7
xff = g
4. flx)=x*+ 1, [1, 3], tres subintervalos; x, = 1, %, = >
S 5 = Bl on s 5 k 7 *
Xy = E,xs =3 xi = Z’xz = Zax3 =

5. f(x) = sen x, [0, 277], tres subintervalos; x, = 0, x; = m,
Xy =37)2,x3 = 2m; xF = w/2,x5 = Tmw/6,x% = T /4

6. f(x) = cosx, [—/2, w/2], cuatro subintervalos; x, =
=7/2, xm=—mf4, =0, x=u/3, x =72
xf=—w/3, x5 = —7/6, x5 = w/4,xf = w/3

7. Dada f(x) = x — 2 sobre [0,5], calcule la suma de
Riemann usando una particién con cinco subintervalos
de la misma longitud. Sea xf, k=1, 2, ..., 5, el punto
fronterizo derecho de cada subintervalo.

8. Dada f(x) = x> — x + 1 sobre [0, 1], calcule la suma de
Riemann usando una particién con tres subintervalos
de la misma longitud. Sea xj, k = 1, 2, 3, el punto fron-
terizo izquierdo de cada subintervalo.

En los problemas 9 y 10, sea P una particién del intervalo
indicado y xf un niimero en el k-€simo subintervalo. Escriba
las sumas dadas como una integral definida sobre el intervalo
indicado.

lim 2\/9+(xk 2Ax;:  [=2,4]

IPl—0 =

10. lim E(tanxk)Axk, [0, 7/4]

[P0 =

2 1
19. J’ xdx = E(b2 — dd)

En los problemas 11 y 12, sean P una particién regular del
intervalo indicado y x§ el punto fronterizo de cada subinter-
valo. Escriba la suma dada como una integral definida.

11. lim E(1 + —)2; [0,2]
n—00 k] n

12. lim 2(1 + —> ]
n 0= U

En los problemas 13-18, use (5) y las formulas de suma en el
teorema 1.1.2 para evaluar la integral definida dada.

] 3
13. [ % A% 14. dex
— 0

2 3
15. J &* = x)dx 16. J x* — 4) dx
1 5

1 2
17. j & — 1D dx 18. J B = xYdx
0 0

En los problemas 19 y .20, proceda como en los problemas
13-18 para obtener el resultado dado.

b
20. J b — %(If - ad)
5
21. Use el problema 19 para evaluar f x dx.
-1

3
22. Use el problema 20 para evaluar J % dx.
=l

En los problemas 23 y 24, use el teorema 1.2.6 para evaluar la
integral definida dada.

6 5
23. J 4 dx 24. J (—=2) dx

3 =2
En los problemas 25-38, use la definicién del teorema 1.2.2 y
los teoremas 1.2.4, 1.2.5 y 1.2.6 para evaluar la integral defi-
nida dada. Donde sea idéneo, use los resultados obtenidos en
los problemas 21 y 22.

—21 5
25. J = dx 26. leﬁdx
4 2 D)

-1 3
27. —J 10x dx 28. J' Bx 2 1idx
3 -1

29. J t*dt 30. j @G dx
3 -1
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3
31. 3 e 5 d 32. J oxle— 1) dx
-1

12 1.2
34. J idii J 2tdt
3

=1

35:

5
5 s [
J

xdx-l—J 9= 0 dx
0
3

jtzdt-l—[x dx+Ju2du
b
37. JX3dx+Jtdl

=
38. j 5xdx—f x —4)dx
= 3

36.

En los problemas 39-42, evalde la integral definida usando la
informacién dada.

5 2 5
39. Jf(x) dx si Jf(x) dx =6y Jf(x) dx = 8.5
2 0 0

4

4 =
f(x) dx si Jf(x) dx =24y Jf(x) dx = —1.7
1 3

41. [2f(x) + g(x)] dx si

1 =l

42. g(x) dx si

2
j fx)dx =34y J 3g(x)dx=12.6

2
f J&®)dx =14y J [fx) — 5g(x)] dx = 24
2 -2
En los problemas 43 y 44, evalde las integrales definidas

b @ d
a) [f(X) dx :b) Jf(X) dr ¢ J Jx) dx
a b c

c d d
d) Jf(X) dx ) J fyde  f) J fx) dx
a b a

usando la informacion en la figura dada.

43. »

y=f(x) Area=3.9

JArea=25  Area=12

FIGURA 1.2.14  Gréfica para el problema 43

44, Area=92

Area=173
FIGURA 1.2.15  Gréfica para el problema 44

En los problemas 45-48, la integral dada representa el drea
bajo una gréfica sobre un intervalo dado. Trace esta region.

1 4
45, J' @x + 3)dx 46. J (—=x? + 4x) dx
= 0

37
47. j senx dx
2

T

0 s
J N i Dy
=

En los problemas 49-52, la integral dada representa el drea
bajo una grifica sobre un intervalo dado. Use férmulas id6-
neas de geometria para encontrar el drea.

4 3
49. f e +2)dx 50. J|x—ljdx
0

=2,

1 3
51. J N 52. J (2+ V9 —x)dx
0 =3

En los problemas™ 53-56, la integral dada representa la
siguiente drea con signo entre una gréfica y el eje x sobre un
intervalo. Trace esta region.

5
533 J' (—2x #6).dx
0

3
55: J' 4_1:51 dx
12°

2
54. J'(lxz)dx

=1

5m/2
56. J cos x dx
o

En los problemas 57-60, la integral dada representa el drea
con signo entre una gréfica y el eje x sobre un intervalo. Use
férmulas idéneas de geometria para encontrar el 4rea neta con
signo.

4 8 1
57. J 2x dx 58. j (—x — 2) dx
=1 0 2

59. J_ll(x — V1 - ) dx

2
60. [ (1 — J]) dx

1

En los problemas 61-64, la funcién f se define como

1) = {x’ o

K30
Use férmulas idéneas de geometria para encontrar la integral
definida dada.

3
61. Jf(x) dx Jf(x) dx
) =

5, 10
63. J £(x) dx f f(x) dx

En Jos problemas 65-68, use el teorema 1.2.7 para establecer
la desigualdad dada.

0 0

65. J exdxs[ ety

-1 -1
/4

66. J (cos x —senx)dx =0
0

1
67. 1 < J 0+ DPdr=142
0

2
68. —2SJ(x2—2x)deO
0
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En los problemas 69 y 70, compare las dos integrales dadas
por medio de un simbolo de desigualdad < o =.
[ %
69. J 2 (1h% J o dxs
0 0
1
0

1
70. [\/4+x2dx, J\/4+xdx
O -

= Piense en ello

71. Si fes integrable sobre el intervalo [a, b], entonces tam-
bién lo es f2. Explique por qué [2f(x) dx = 0.
72. Considere la funcién definida para toda x en el intervalo

[l 13)::
_J0, xracional
Al {1, x irracional.

73:

74.

1.3 La éntid_erivada (integral indefinida)
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Demuestre que fno es integrable sobre [ —1, 1], es decir,
il El (x) dx no existe. [Sugerencia: El resultado en (11)
puede ser ttil.]

Evaltie la integral definida [§ Vx dx usando una particién
de [0, 1] donde los subintervalos [x,_,, x;] estdn defini-
dos por [(k — 1)*/n? K*/n*] y escogiendo x¥ como el
punto fronterizo derecho de cada subintervalo.

Evalde la integral definida [ i cos x dx usando una par-
ticién regular de [0, 7/2] y escogiendo x§ como el
punto medio de cada subintervalo [x;_;, x;]. Use los
resultados conocidos

sen2n 0

[) cos 6 + cos30 + --- P—

+ cos(2n — 1)0 =

et R

n—oon sen (7r/4n) G

I Introduccién En un curso bésico de cilculo diferencial se aborda el problema bésico:

* Dada una funcién f, encontrar su derivada f'.

En esta unidad y en las subsecuentes veremos cudn importante es el problema de:

* Dada una funcién f, encontrar una funcién F cuya derivada sea f.

En otras palabras, para una funcién dada f, ahora pensamos en f como una derivada. Deseamos
encontrar una funcién F cuya derivada sea f; es decir, F'(x) = f(x) para toda x en algin interva-
lo. Planteado en términos generales, es necesario diferenciar en reversa.

Empezamos con una definicién.

Definicion 1.3.1 Antiderivada

F'(x) = f(x) para toda x en I.

Se dice que un funcién F es una antiderivada de una funcién f sobre algitin intervalo I si

(S TeRE Una antiderivada

Una antiderivada de f(x) = 2x es F(x) = x%, puesto que F'(x) = 2x.

Una funcién siempre tiene mds de una antiderivada. Asi, en el ejemplo anterior, F;(x) =
¥ =1 y Fy(x) = x* + 10 también son antiderivadas de f(x) = 2x, puesto que Fi(x) =

F5(x) =2x.

~ A continuacion demostraremos que cualquier antiderivada de f debe ser de la forma
G(x) = F(x) + C; es decir, dos antiderivadas de la misma funcién pueden diferir a lo mds en
una constante. Por tanto, F(x) + C es la antiderivada mds general de f(x).

Teorema 1.3.1 Las antiderivadas difieren por una constante

G = F) =€

para toda x en el intervalo.

Si G'(x) = F'(x) para toda x en algin intervalo [a, b], entonces
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)‘{

/

FIGURA 1.3.1 Algunos miembros
de la familia de antiderivadas de

fC)i=2x

Este primer resultado sélo es
vélido si n # —1.

>

DEMOSTRACION Suponga que se define g(x) = G(x) — F(x). Entonces, puesto que G'(x) =
F'(x), se concluye que g'(x) = G'(x) — F'(x) = Oparatodaxen [a, b]. Six;y x, son dos nime-
ros cualesquiera que satisfacen a = x; < x, = b, por el teorema del valor medio se concluye
que en el intervalo abierto (x;, x,) existe un numero k para el cual

g'k) = s S 0 8(x) — glx) = g'()(x, — xy).

X X

Pero g'(x) = 0 para toda x en [a, b]; en particular, g'(k) = 0. Por tanto, g(x,) — g(x;) =0 o
g(x») = g(x;). Luego, por hipétesis, x; y x, son dos nimeros arbitrarios, pero diferentes, en el
intervalo. Puesto que los valores funcionales g(x;) y g(x,) son iguales, debe concluirse que la
funcién g(x) es una constante C. Por tanto, g(x) = C implica G(x) — F(x) = C o G(x) =
i) G |

La notacién F(x) + C representa una familia de funciones; cada miembro tiene una deriva-
da igual a f(x). Volviendo al ejemplo 1, la antiderivada mds general de f(x) = 2x es la familia
F(x) = x> + C. Como se ve en la FIGURA 1.3.1, la gréfica de la antiderivada de f(x) = 2x es una
traslacién vertical de la grafica de x°.

=85\ [JKe B8 Antiderivadas méas generales

a) Una antiderivada de f(x) = 2x + 5 es F(x) = x> + 5x puesto que F'(x) = 2x + 5. La
antiderivada més general de f(x) =2x+ 5 es F(x) = x* + 5x + C.

b) Una antiderivada de f(x) = sec® x es F(x) = tan x puesto que F'(x) = sec’ x. La antide-
rivada més general de f(x) = sec® x es F(x) =tan x + C. ]

I Notacion de la integral indefinida Por conveniencia, se introducird la notacién para una anti-
derivada de una funcién. Si F'(x) = f(x), la antiderivada mds general de f se representa por

Jf(x) dx = F(x) + C.

El simbolo [ fue introducido por Leibniz y se denomina signo integral. La notacién [f(x) dx
se denomina integral indefinida de f(x) respecto a x. La funcién f(x) se denomina integrando.
El proceso de encontrar una antiderivada se denomina antidiferenciacion o integracion. EI

numero C se denomina constante de integracién. Justo como E( ) denota la operacién de dife-

renciacién de () con respecto a x, el simbolismo [( ) dx denota la operacién de integracién de
() con respecto a x.

La diferenciacién y la integracién son fundamentalmente operaciones inversas. Si [f(x) dx =
F(x) + C, entonces F es la antiderivada de f; es decir, F'(x) = f(x) y asi

J F(x) dx = F(x) + C. 1)

d

Ademds, ajf(x) dx = %(F(x) + C) = F'(x) = f(x) 2)

En palabras, (1) y (2) son, respectivamente:

e Una antiderivada de la derivada de una funcién es esa funcién mas una constante.
¢ [ a derivada de una antiderivada de una funcidn es esa funcion.

A partir de lo anterior se concluye que siempre que se obtiene la derivada de una funcién, al
mismo tiempo se obtiene una férmula de integracién. Por ejemplo, debido a (1), si

d xn+l S d xn+1 = 5 = '\_rH—I
dxn--l—l_x entonces den+ldx— xdx—’1+1+C,
d 1

=l =— entonces ilnm ks = - dx — x| + C,
dx X dx X
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d d
~——SEN.t —COS % entonces ssseiirdr — leosxdr = senx i+ G,
dx . dx
= d -1 =, - —1
fans o — entonces tans o x dxi= dii=itant o0

dx 1+ x? dx 1+ x2
De esta manera es posible construir una férmula de integracién a partir de cada férmula de
derivada. En la TABLA 131 se resumen a/gunas férmulas de derivadas importantes para las funcio-

nes que se han estudiado hasta el momento, asi como sus férmulas de integracién andlogas.

Con respecto a la entrada 3 de la tabla 1.3.1, es cierto que las férmulas de derivadas

N e L T e
T dx Il 5 dx In'b X

significan que una antiderivada de 1/x = x~! puede tomarse como In x, x > 0, In|x|, x# 0, o
log,, x/In b, x > 0. Pero como resultado mds general vy 1itil escribimos

Jl dx = In|x| + C.
%

Observe también que en la tabla 1.3.1 s6lo se proporcionan tres férmulas que implican funcio-
nes trigonomeétricas inversas. Esto se debe a que, en forma de integral indefinida, las tres férmu-
las restantes son redundantes. Por ejemplo, de las derivadas

—sen 'x = Adne 5 y icosflx = el
dx 1 — x? dx (Bt
observamos que es posible tomar
J# dx=sen 'x+ C 0 f* dx = —costix + C.
1 —x? 1 — x?

Observaciones semejantes se cumplen para la cotangente inversa y la cosecante inversa.

TABLA 1.3.1

Férmula de diferenciacion =~ Férmula de integracién Férmula de diferenciacién Férmula de integracion
1. ix=l de:x-l—C IO.isen_1x= J dx—sen x+C
dx dx 1 — x?
d xn+1 x11+1 d 1
= = —_— = et =i = =
z'dxn+1 x"(n # I)J "dx n+1+C ll.dxtan X7]+x2 Jl 5 — tans lx+C
d 1 I d
3. —lnjx = J“ dx = In|x| + C 12, —=sec™lx = J dx =sec” x|+ C
& . dx |x|\/x —1 JxV? -
d Eex =
4. ; Senx = cosx Jcos Nd—=sen Kt € 13, i = )] B +C
dx 1nb
S.d%ccosxz—senx Jsenxdx=—cosx+€ (2> 0b751)
J 14.61%166*':6‘Y jedx~e -E
6. Etanx=seczx Jseczxdetanxﬁ—C
u ' 15. di senh x = cosh x Jcosh xdx = senh x + C
70 ~-cotx = —csc? x [csczxdx = —cotx + C
< 16. £75 cosh x = senh x Jsenh xdx =coshx + C
d dx
S.Esecx=secxtanx {secxtanxdx=secx+C
9.%csex=—cscxc0tx Jcscxcotxdx=—cscx+C
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IZEYEEE] Una antiderivada simple pero importante

La férmula de integracién en la entrada 1 en la tabla 1.3.1 se incluye para recalcar:

de=[l~dx=x+c ya que %(x+C)=l+0=l.

Este resultado también puede obtenerse a partir de la formula de integracién 2 de la tabla 1.3.1
conn=0. =

A menudo es necesario volver a escribir el integrando f(x) antes de realizar la integracion.

= Como volver a escribir un integrando

Evalie

a) J—lgdx y b) Jde
x

Solucién
a) Al volver a escribir 1/x° como x~° e identificar n = —5, por la férmula de integracion 2
de la tabla 1.3.1 tenemos:

g sl i o0 el
8 s i ——4x4+C.

b) Primero volvemos a escribir el radical Vx como x'2 y luego se usa la férmula de inte-
gracién 2 de la tabla 1.3.1 con n = 3

Jl/zdx_ﬁ+c_2x3/2+c -
3/2 3

Debe tomarse en cuenta que los resultados de la integracion siempre pueden comprobarse
por diferenciacion; por ejemplo, en el inciso b) del ejemplo 4:

d<23/2 ) 233/21_1/2_
=0 ==(C 32 X V.

En el siguiente teorema se proporcionan algunas propiedades de la integral indefinida.

Teorema 1.3.2 Propiedades de la integral indefinida

Sean F'(x) = f(x) y G'(x) = g(x). Entonces

i) jkf(x) dx = k J f(x) dx = kF(x) + C, donde k es cualquier constante,

i) J’[f(x) * gx)]dx = Jf(x) dx == J'g(x) dx = E(x) = Gl + C.

Estas propiedades se concluyen de inmediato a partir de las propiedades de la derivada. Por
ejemplo, ii) es una consecuencia del hecho de que la derivada de una suma es la suma de las deri-
vadas.

Observe en el teorema 1.3.2ii) que no hay razén para usar dos constantes de integracion,
puesto que

J'[f(X) = g(0)] dp=(F®) + G) £ (G) +C)
=F(x) = Gx) + (C; = C) = Fx) £ Gx) + C,

donde C; = C, se ha sustituido por la simple constante C.
Una mtegral indefinida de cualquier suma infinita de funciones la podemos obtener al inte-
grar cada término.
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B3I M® Uso del teorema 1.3.2

Evalide K4x = % + 5 sen x) dx.

Solucién Por los incisos i) y ii) del teorema 1.3.2, esta integral indefinida puede escribirse
como tres integrales:

I<4x = % 555 senx>dx = 4dex = 2[% dx + SJsenxdx.
Debido a las férmulas de integracion 2, 3 y 5 en la tabla 1.3.1, entonces tenemos
2 o
4x—;+ 5 sen x dx=4-7— 2| ml S S cosin) FIE
=25 2n|x| — Scosx+ C. &

I Uso de la divisién Escribir un integrando en forma més manejable algunas veces conlleva a
una divisién. La idea se ilustra con los dos ejemplos siguientes.

=)\ JHeREE Division término por término

=5

> 6x°
Evalie J dx.
Solucién  Por la divisién término por término, el teorema 1.3.2 y las férmulas de integracién 2« Si el concepto de comiin deno-
y 3 de la tabla 1.3.1 tenemos: minador

a b ayt b

se lee de derecha a izquierda, se
estd realizando “divisién término
por término”.

3
=J<6x2—%>dx=6‘%—5-ln|x[+Cv=2x3—51n!x|+C. &

Para resolver el problema de evaluar [f(x) dx, donde f(x) = p(x)/q(x) es una funcién racio-
nal, a continuacién se resume una regla préctica que debe tomarse en cuenta en esta subseccién
y en la subseccion subsecuente.

Integracion de una funcién racional

Suponga que f(x) = p(x)/q(x) es una funcién racional. Si el grado de la funcién poli-
nomial p(x) es mayor que o igual al grado de la funcién pohnamlal q(x) use divisién
larga antes de integrar; es decir, escriba

plx) )
g qx)’

donde el grado del polinomio r(x) es menor que el grado de g(x).

= un polinomio + ——

=SS\ elA Division larga

Evalue J 7 dx.

+ x?

Solucién Puesto que el grado del numerador del integrando es igual al grado del denominador,

se efecttia la divisién larga:
e oo 1 1
1+ x? 1+ x%

Por ii) del teorema 1.3.2 y las férmulas de integracién 1y 11 en la tabla 1.3.1 obtenemos

2
J dx-j(l— 1 )dx=x—tan_‘x+C. 8
1+ x2 1+ %2
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FIGURA 132 La curva que pasa
por (1, 2) es la gréfica de la solu-
cién del problema en el ejemplo 8

I Ecuaciones diferenciales En términos generales, una ecuacién diferencial es una ecuacién
que implica las derivadas o el diferencial de una funcién desconocida. Las ecuaciones diferencia-
les se clasifican segtin el orden de la derivada més alta que aparece en la ecuacién. El objetivo con-
siste en resolver ecuaciones diferenciales. Una ecuacién diferencial de primer orden de la forma

— = &0 3

puede resolverse usando integracién indefinida. Por (1) se ve que
(@) -
g Y-
Asi, la solucidén de (3) es la antiderivada més general de g; es decir,

= Jg(x) dx; (4)

=)=\ [JWel: ] Resolucion de una ecuacion diferencial

Encuentre una funcién y = f(x) cuya grafica pase por el punto (1, 2) y también satisfaga la ecua-
cién diferencial dy/dx = 3x* — 3.

Solucién Por (3) y (4) se concluye que si

4 =33 entonces = | (3x%* = 3)d
B y = % )dx.

3
Es decir, }'ZJ(3x2—3)dx=3~%—3~x+C
o bien, y = x> — 3x + C. Asi, cuando x = 1,y=2,demodoque2=1-3+ Co C=4. Por
tanto, y = x> — 3x + 4. Entonces, de la familia de antiderivadas de 3x* — 3 que se muestra en
la FIGURA 1.3.2, se ve que s6lo hay una cuya grafica pasa por (1, 2). L

Al resolver una ecuacién diferencial como dy/dx = 3x* — 3 en el ejemplo 8, la condicién
lateral especificada de que la gréfica pase por (1, 2), es decir, f(1) =2, se denomina condicién ini-
cial. Una condicién inicial como ésta suele escribirse como y(1) = 2. La solucién y = %
— 3x+ 4 que fue determinada por la familia de soluciones y = x> — 3x + C por la condicién ini-
cial se denomina solucién particular. El problema de resolver (3) sujeto a una condicién inicial,

R gx), Yy =y

se denomina problema con valor inicial.

Observamos que una ecuacién diferencial de orden n-ésimo de la forma d"y/dx" = g(x)
puede resolverse al integrar 1 veces consecutivas la funcién g(x). En este caso, la familia de solu-
ciones contiene n constantes de integracion.

H[SYJTeMN Resolucion de una ecuacion diferencial
2

Encuentre una funcién y = f(x) tal que ;Xz = 1.
X

Solucion  La ecuacién diferencial dada se integra dos veces consecutivas. Con la primera inte-
gracién se obtiene

Q_J&

= dzdx= J1~dx=x+.._C1.
%

Con la segunda integracién se obtiene y = f(x):

d 2 -
y=Jd—zdx=J(x+cl)dx=%+clx+C;. N
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A menudo, a los estudiantes se les dificulta mas calcular antiderivadas que derivadas. Dos
palabras de advertencia. Primero, debe tenerse mucho cuidado con el procedimiento algebrai-
co, especialmente con las leyes de los exponentes. La segunda advertencia ya se ha plantea-
do, aunque vale la pena repetirla: tenga en cuenta que los resultados de la integracion indefi-
nida siempre pueden comprobarse. En un cuestionario o en un examen vale la pena que
~ dedique unos minutos de su valioso tiempo para comprobar su respuesta al tomar la deriva-

da. A veces esto puede hacerse mentalmente. Por ejemplo,

- integracion

£.0

xdx=§'~§—+€

compruebe por
diferenciacion

“ DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pégina RES-2.

= Fundamentos

En los problemas 1-30, evaliie la integral indefinida dada.

1. J3dx

2. j(WZ — 1D kg

3. st dx 4. | 5xY* dx

1
5. J— dx 6. J\f dx

\3/)_6
7. f (1—1%%ar 8. J 10w\F aw
Y, J(3x £ 2 10. J(zx/i e 7>dt
11. | Vx(? = 2) dx 12! D Ze Vo

\3/‘2 \/73
13. J(4x+1)2dx 14. J Vo 17
15. j(4w — 1P dw 16. J(SM — D@’ +2) du
=3 + 1 2
17. J—~—10r—+4dr 18. J(x L
3 :

Sl s 0] =9 B fols

19, [x e ey 4% 20. jt 8t4+ 1
X2 (21)
21. [(4senx— 1+ 87 dx 22. J( 3 cos x + 4 sec? x) dx
23, Jcscf x(csc x — cot x) dx  24. J i
7 = O
2. ije‘” dx 2. f do
sen‘ x SEC 9

27. J'(Sx + 1.=9¢e) dx 28. J(ISJC_1 — 4 senh x) dx

gy Ak 6
29, JZx % +2x+4dx 30. J X
1+ x? 154

5 dx
En los problemas 31 y 32, use una identidad trigonométrica
para evaluar la integral indefinida dada.

31 f L e e

32. fcoszgaix

En los problemas 33-40, use diferenciacién y la regla de la
cadena para comprobar el resultado de integracién dado.

1
38— e I
J\/Zx-i—lx g

34, [2x% — 40)°(x — D dx = —(2x 40" + ¢

cos 4x dx = —sen dx +'C

1
sen x cos x dx = Esen Sear (G

@

6:

w

2

1
2
se 2sen 5%

38. @

39, |Inxdx=xInx—x+C

J
!
1
J
|

40. Jxex de= xet — et + €
En los problemas 41 y 42, efectiie las operaciones indicadas.

e, o
41. de(x 4x + 5) dx 42. de (xy — 4% +5)dx
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En los problemas 43-48, resuelva la ecuacion diferencial dada.

d dy
43.d—y=6x2+9 44.d—)=10«‘~'+3W
% b2
dy = 1 dy 5 (2 St x)z
45. T 46. P S
dy dy 1
47. = 1 —2x + senx 48. T

49. Encuentre una funcién y = f(x) cuya gréfica pase por el
punto (2, 3) y que también satisfaga la ecuacion diferen-
cial dy/dx =2x— 1.

50. Encuentre una funcién y = f(x) de modo que dy/dx =
1/Vx y f9)=1.

51. Sif"(x) = 2x, encuentre f'(x) y f(x).

52. Encuentre una funcién f tal que f"(x) =6, f'(-1) =2y
e i=0

53. Encuentre una funcién ftal que f"(x) = 12x*> + 2 para la
cual la pendiente de la recta tangente a su graficaen (1, 1)
ES 5

54. Sif®(x) = 0, ¢cudl es f?

En los problemas 55 y 56 se muestra la grafica de una funcién
f. De las gréficas de las funciones F, G y H, ;cudl fun-
cién es la grafica de una antiderivada de f ? Justifique su razo-
namiento.

55.

FIGURA 1.3.3 Gréficas para el problema 55
56 1)

FIGURA 1.3.4 Gréficas para el problema 56

= Aplicaciones

57. Un cubo que contiene un liquido gira alrededor de un eje
vertical a velocidad angular constante w. La forma de la

58.

seccién transversal del liquido giratorio en el plano xy
estd determinada por :

dy o

e [

dx = o
Con ejes de coordenadas como se muestra en la FIGURA
1.3.5, encuentre y = f(x).

Y

FIGURA 1.35 Cubo en el problema 57

Los extremos de una viga de longitud L estdn sobre dos
soportes como se muestra en la FIGURA 1.3.6. Con una carga
uniforme sobre la viga, su forma (o curva eldstica) esta
determinada a partir de

Ely" = .

B pnedide,
—qux 29%%

donde E, [ y g son constantes. Encuentre y = f(x) si
f0)=0yf'(L/2)=0.

¥

/i

| L |
FIGURA 1.3.6 Viga en el problema 58

X

= Piense en ello

En los problemas 59 y 60, determine f.

59.

60

61.

62.
63.

64.

Jf(x) dx = Inflnx| + C

J Tehdi—re - e 0 G

Encuentre una funcién ftal que f'(x) = x*yy = 4x + 7
sea una recta tangente a la grafica de f.

4[dx/x

Simplifique la expresion e tanto como sea posible.

Determine cudl de los dos resultados siguientes es co-
rrecto:
J(x-i— 1)3dx=%(x+ e
0
1

J(x-l—1)3dx=1x4+x3+%x2+x+c.

d Lk S
Dado que T sen x = 7r COs X, encuentre una antideri-
.

vada F de cosx que tenga la propiedad de que F (%) = 0.
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1.4 Integracion por sustitucion u

I Introduccién En la seccién anterior se analiz6 el hecho de que para cada férmula para la
derivada de una funcién hay una férmula de antiderivada o integral indefinida correspondiente.
Por ejemplo, al interpretar cada una de las funciones

i 1) ik y COS X

como una antiderivada, se encuentra que la “reversa de la derivada” correspondiente es una fami-
lia de antiderivadas:

+1
n 1
Jx"dx=nx+1+C (n# —1), dex=ln[x+C, [cosxdxzsenx+C. €3]
En la siguiente exposicién se analiza la “reversa de la regla de la cadena”. En este andlisis, el
concepto de diferencial de una funcién desempefia un papel importante. Recuerde que si
u = g(x) es una funcién diferenciable, entonces su diferencial es du = g'(x) dx.

Se empieza con un ejemplo.

I Potencia de una funcién Si deseamos encontrar una funcién F tal que
I(Sx + DY2dx = F(x) + C,

debemos tener Bl =5t 1Y

Al razonar “hacia atrds”, podemos argumentar que para obtener (5x + 1)"/? necesitamos haber
diferenciado (5x + 1)¥2. Entonces, pareceria que es posible proceder como en la primera férmu-
la en (1); a saber: incrementar la potencia por 1 y dividir entre la nueva potencia:
Bl 2

T Gy AR 2)

12
J(Sx =0y 3/2 3

Lamentablemente, la “respuesta” en (2) no concuerda, puesto que con la regla de la cadena, en
la forma de la regla de potencias para funciones, se obtiene

i 2 3/2 = 23 T/235ss o 1/2 1/2
dx[3(5x G TR C} 3 2(Sx Sy Si=15(8x SRRl SR e (3)

Para tomar en cuenta el factor 5 faltante en (2) usamos el teorema 1.3.2i) y un poco de pers-
picacia:

j(Sx + D12 d = MRSE

5-5dx<—7=1

[ (5x + 1)V25|dx < derivada de %(Sx 4 )P

. %(Sx b 1)3/2 + € < por(3)

| —
L [

= %(Sx e @

Ahora, usted debe comprobar por diferenciacién que la dltima funcién es, en efecto, una antide-
rivada de (5x + 1)V
La clave para evaluar integrales indefinidas como

S5x + 1) dx, J; dx J'senIOx dx 4)
J ( b (4x* + 3)° v (
reside en el reconecimiento de que los integrandos en (4),

Feega sen 10x

( ) e s

son resultado de diferenciar una funcién compuesta por medio de la regla de la cadena. Para
hacer este reconocimiento es ttil realizar una sustitucién en una integral indefinida.

1.4 Integracion por sustitucion v 29
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Teorema 141 Regla de la sustitucién u

Si u = g(x) es una funcién diferenciable cuyo rango es un intervalo /, f es una funcién con-
tinua sobre I y F es una antiderivada de f sobre I, entonces

fg(x)g'(x) dx = jf (u) du. ®)

DEMOSTRACION Por la regla de la cadena,

< F(g() = F(g)g®
y entonces por la definicién de antiderivada tenemos
JF "(g())g'(x) dx = F(g(x)) + C.
Puesto que F es un antiderivada de f, es decir, si F' =f, entonces la linea precedente se vuelve
Jf(g(x))g’(x) din= F(g)) = C = F) & C = JF'(M) du = Jf(u) du. (6) H

La interpretacion del resultado en (6) y su resumen en (5) es sutil. En la seccién 1.3, el sim-
bolo dx se usé simplemente como un indicador de que la integracién es con respecto a la varia-
ble x. En (6) observamos que es permisible interpretar dx y du como diferenciales.

1 Uso de la sustitucion 1 La idea bésica consiste en poder reconocer una integral indefinida en
una variable x (como la proporcionada en (4)) que sea la reversa de la regla de la cadena al con-
vertirla en una integral indefinida diferente en la variable u por medio de la sustitucién u = g(x).
Por conveniencia, a continuacién se enumeran algunas directrices para evaluar [f(g(x))g'(x) dx
al efectuar una sustitucién u.

Directrices para efectuar una sustitucion u

i) En laintegral [f(g(x))g'(x) dx identifique las funciones g(x) y g'(x) dx.

ii) Exprese la integral totalmente en términos del simbolo u al sustituir u y du por g(x)
y g'(x) dx respectivamente. En la sustitucién no debe haber variables x; déjelas en la
integral.

iii) Efectde la integracion con respecto a la variable u.

iv) Finalmente, vuelva a sustituir g(x) por el simbolo u.

I Integral indefinida de la potencia de una funcién La derivada de la potencia de una funcién
era un caso especial de la regla de la cadena. Recuerde que si F(x) = x#""1/(n + 1), donde n es
un nimero real, n # —1 y si u = g(x) es una funcién diferenciable, entonces

n+1
Fgon =B — y Lrew) = w1,

Entonces, por el teorema 1.4.1 de inmediato se deduce que

[g(x)]n+l

j[g(x)]”g’(x) &S S

10 3 ™

En términos de sustituciones
=gl oy = di = gl)dx,

(7) puede resumirse como sigue:

i = un+l
Judu—n_i_l-*—C, n# —1. ()

En el siguiente ejemplo se evalda la segunda de las tres integrales indefinidas en (4).
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EJEMPLO 1 JUHeJ[-XE]]

Evalie J;" b
(4x* + 3)

Solucién La integral vuelve a escribirse como
J (4x> + 3) " x dx

y se hace la identificacién
w— 42+ 3 y du = 8x dx.

Luego, para obtener la forma precisa [u ® du es necesario ajustar el integrando al multiplicar y
dividir entre 8:

e du

—_—

J(4x2 SO — J(4x2 + 3)7%(8x dx) < sustitucién

= _Ju_6 du < ahora use (8)

=5
u
= e

1
8
1
8
1

— _%(4)(2 + 3)7° + (C. « otra sustitucién

Comprobacién por diferenciacién: Por la regla de potencias para funciones,

d
dx

g - e e T
{_E @t S c} = ( 4())( 5)(4x> + 3)°@8x) = o E

EJEMPLO 2 IEENE)

Evalte j @2x — 5 dr.

Solucién Siu=2x-5, entonces du =2 dx. La integral se ajusta al multiplicar y dividir entre
2 para obtener la forma correcta de la diferencial du:

! du

——— ——
j(Zx = 5)“ dx = %f(Zx o 5)”(2 dx) <« sustitucién

= ;Juudu <— ahora use (8)
e
T
o 2_14(2x Fa 5)12 + (. < otrasustituciéon |

En los ejemplos 1 y 2, el integrando se “arreglé” o ajusté al multiplicar y dividir por una
constante a fin de obtener la du idénea. Este procedimiento funciona bien si de inmediato se
reconoce g(x) en [f(g(x))g'(x) dxy que a g'(x) dx simplemente le falta un multiplo constante id4-
neo. El siguiente ejemplo ilustra una técnica algo diferente.

Uso de (8)

Evalde j cos*x sen x dx.

Solucién Para recalcar, volvemos a escribir el integrando como [(cos x)* sen x dx. Una vez
que se hace la identificacién u = cos x, se obtiene du = —sen x dx. Al despejar el producto sen x
dx de la dltima diferencial obtenemos sen x dx = —du. Luego,
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4
7] —du

—_——
J (cos x)* sen x dx = J(cos x)* (sen x dx) « sustitucién

= Ju4 du <« ahora use(8)
5
i
=
1 5 et
= —gcosr © i€ < otra sustitucién
De nuevo, se solicita que el lector diferencie el dltimo resultado. [

En los ejemplos que restan en esta seccién se alternard entre los métodos empleados en los
ejemplos 1y 3.

En un nivel practico no siempre es evidente que se estd tratando con una integral de la forma
[ [g(x)]1"g(x) dx. Cuando trabaje cada vez més problemas, observard que las integrales no siem-
pre son lo que parecen a primera vista. Por ejemplo, usted debe convencerse de que al usar sus-
tituciones en u la integral [ cos® x dx no es de 1a forma [ [g(x)]"g'(x) dx. Enun sentido mas gene-
ral, en [f(g(x))g'(x) dx no siempre s evidente qué funciones deben escogerse como iy du.

I Integrales indefinidas de funciones trigonométricas  Si u = g(x) es una funcién diferencia-
ble, entonces las formulas de diferenciacién

—d-senu = C,()w-dﬂ -Li(—cos u) = senuibi
dx &y Y dx dx
conducen, a su vez, a las férmulas de integracién
A
Jcosudxdx—senu+C (9) ’
du
¥y senu E;dx = —cosu + C. (10)
Puesto que du = g'(x) dx = % dx, (9) y (10) son, respectivamente, equivalentes a
J'cos udu = senu + C, (11)
Jsenudu = —cosu + C. (12)

EZEIEERA Uso de (1)

Evalde Jcos 2y dx.

Solucién  Si u = 2x, entonces du =2 dx y dx = % di. En consecuencia, escribimos

1
u 2du

Jcos 2xdx = ’COSE)—C(E;) <+ sustituci6n

il
= ',;JCOS udu < ahorause (1)

4

=%senu+ @

1 3
= Esen 2x 4+ C. « otrasustitucion B
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Las férmulas de integracién (8), (11) y (12) son los andlogos de la regla de la cadena de las
férmulas de integracién 2, 4 y 5 en la tabla 1.3.1. En la tabla 1.4.1 que se muestra a continua-

cién se resumen los andlogos de la regla de la cadena de las 16 férmulas de integracién de la
tabla 1.3.1.

TABLA 1.4.1 '

Férmulas de integracién

n+1
U

du=un+C 2. Ju”du— +C (n#F-—1)

k 7+l

3. du=lnju| + C 4. |cosudu =senu + C

& =

5. |senuwdu=—cosu+ C 6. |sec’udu=tanu + C

7

csc’du = —cotu + C 8. |sec utanuduk: SECI a1

du=sen 'u+ C

\/—
1
1 + u?

du=tan'u+ C 12. du = sec”'|u| + C

ufl

b du =

+ C 14. |lefdur=e“+ C

lnb

15. |coshudu = senhu + C 16. |[senhudu =coshu + C

|
|
|
J
9. Jcscucotudug—cscuﬂ-c 10.
:
4
J

En otros libros de texto, férmulas como 3, 10, 11 y 12 en la tabla 1.4.1 suelen escribirse con
el diferencial du como numerador:

J du J du J du J du

w’ 1 — 1 R Vi — 1

Pero como a lo largo del tiempo hemos encontrado que estas Gltimas férmulas a menudo se
malinterpretan en un entorno de aula, aqui se prefieren las formas proporcionadas en la tabla.

Uso de la tabla 1.4.1

Evalie Jsecg(l — 4x) dx.

Solucion Reconocemos que la integral indefinida tiene la forma de la férmula de integracién
6 en la tabla 1.4.1. Si u = 1 — 4x, entonces du = —4 dx. Ajustar el integrando para obtener la
forma correcta de la diferencial requiere multiplicar y dividir entre —4:

u du

Jsecz(l —4x)dx = —iJ'SECZ(l — 4x)(—4 dx)
1 2 )
= —Z sec” u du < férmula 6 en la tabla 1.4.1
= —ltan Ut €
4

—itan(l = dx)y+iC: L

1.4 Integracion por sustitucion o

33
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R[S\ KoM Uso de la tabla 1.4.1
2

T dx.

Evalie J
X =)

> : 1
Solucién Siu=2x>+ 5, entonces du = 3x> dx y x> dx = = du. Por tanto,

3
x2 J I 2
dx = dx
J.r3+5x x3+5(x )
sadofl:
—3judu

1
= gll’l‘u‘ i + férmula 3 en la tabla 1.4.1

=%ln]x3+5|+C. -

Vuelta a escribir y uso de la tabla 1.4.1

Evalte J L
1+

e—lr

Solucién La integral dada no se ve como ninguna de las férmulas de integracién en la tabla
1.4.1. No obstante, si el numerador y el denominador se multiplican por ¢*, obtenemos

J 1 dx=J o= e
1+ e+ 1

Siu=e™+ 1, entonces du = 2¢* dx, de modo que por la férmula 3 de la tabla 1.4.1,
1 1 il
== = 2e™ dx
Jl-‘-e—lr 2J62‘+1(8 )

s donl
_ZJudM
1

= 21n[u\'+ &

= %m(el‘ + 1)+ C.

Observe que el simbolo de valor absoluto puede eliminarse porque ™ + 1 > 0 para todos los
valores de x. &

Uso de la tabla 1.4.1

Evalie Jeﬁx dx.

Selucién Sea u = 5x de modo que du = 5 dx. Entonces

Jef’x dx = %Jef‘*(s dx)

l u .
e" du < formula 14 en la tabla 1.4.1

3
Lol
= leﬁx JE e | |
5 :
]\ JHe N Uso de la tabla 1.4.1
84,’.\'
Evalie J 5 dx. i
X
Solucién Si hacemos u = 4/x, entonces du = (—4/x%) dx y (1/x%) dx=— L o

4
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De nuevo a partir de la férmula 14 de la tabla 1.4.1 observamos que

4/x
}e S dx = [e‘”"’"(% dx)
X 5%
= Je"(—% du)
o

L
= 4e-)—C

—%e“‘f—* 4 C. &

Uso de la tabla 1.4.1

(@A)
Evalie |———dx.

2
X

Solucién Como en el ejemplo 7, a primera vista la integral dada no se ve como ninguna de las

férmulas en la tabla 1.4.1. Pero si la sustitucién u se intenta con u =tan ' x y du = = dx,
entonces 1+x
du
(tan~'x)? =5
e S I tan ) 5 dx
1+ x2 + x*
= [u du < férmula 2 en la tabla 1.4.1
TR
5
1 S
— g(tan S ka ]

]S JHeMEN Uso de la tabla 1.4.1

' Evalie J' L

V100 — x?

Solucion Al factorizar 100 del radical e identificar u = Ex y du =
obtiene a partir de la férmula 10 de la tabla 1.4.1:

dx:

0 0 dx, el resultado se

o=z (e
100 — x? 5 i)z X0
. 10

=sen'u+ C

-1 4
sen 10-i—C |

Il

I Tres formulas alternas Por razones de conveniencia, las formulas de integracion 10, 11 Ly 12
en la tabla 1.4.1 se extienden como sigue. Para a >0,

Il

1 -1l
————du = sen”! + @ (13)
J \ (12 - llz

J I o (14)
L & a a

il I i
——————du = —sec”'|=| + C. (15)
J'u\/.uz—a‘2 4 !al
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Para adquirir préctica, compruebe estos resultados por diferenciacién. Observe que la integral
indefinida en el ejemplo 11 puede evaluarse rdpidamente al identificar u =x y a = 10 en (13).

I Integrales trigonométricas especiales Las férmulas de integracién que se proporcionan en
seguida, que relacionan algunas funciones trigonométricas con el logaritmo natural, a menudo
ocurren en la prictica, por lo que merecen atencidn especial: '

En tablas de férmulas de > LR
integrales a menudo observa- Jtan xdx = 1n|cos x\ el (16)
mos (16) escrita como
Stan x dx=1n|sec x| + C. : Jcotxdx —n[senx| + € (17)
Por las propiedades de los
logaritmos
—In |cos x| = In|cos x| ' = In|sec x]. sec xdx = Injsec x + tanx| + € (18)
AR
Jcsc xdx = Injesex— cot x| H=C (19)
Para encontrar (16) escribimos
sen x
Jtanxdx = J—dx (20
cos x
y se identifica u = cos x, du = —sen x dx, de modo que

J'tanxdx: dex——[ 1 (—sen x dx)
COS X CcOosS X

t J 55

u
= =lnlu|+ €
=njcos wji G

Il

Il

Para obtener (18) escribimos

sec x + tan x
Seetax— |Secx— . - dx
sec x + tan x

_ [sec’x + sec x tan x
secix . tan x

Si hacemos u = sec x + tan‘ x, entonces du = (sec x tan x + sec? x) dx y asi,
L 2
secxdx = |————— (sec” x + sec x tan x) dx

secx Htan-x
1

= J-—du
u

=Inju| + C

= Injsecx+ tan x| + C.

También, cada una de las férmulas (16)-(19) podemos escribirlas en una forma general:

Jtanudx: —In|cos u| + C 21)
Jcot udu = Injsenu| + C (22)
Jsec udre = In|secu + tan u| + C (23)
|

cscitdu = Injesciu — cot u| + C. (24)
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I |dentidades atiles Cuando se trabaja con funciones trigonométricas, a menudo es necesario
usar una identidad trigonométrica para resolver un problema. Las férmulas de la mitad de un
dngulo para el coseno y el seno en la forma

cos’x = %(1 + cos 2x) y ser’ x = %(1 — cos 2x) (25)

son particularmente ttiles en problemas que requieren antiderivadas de cos” x y sen” x.

] PR  Uso de la formula de la mitad de un dngulo

Evalie Jcos2 il

Solucién Es necesario comprobar que la integral no es de la forma [u” du. Luego, al usar la

férmula de la mitad de un dngulo Cos x— %(1 + cos 2x), obtenemos
i

Jcosgxdx — J%(l + cos 2x) dx

- %[de + %JCOS 2x(2 dﬁx)} + vea el ejemplo 4

l[x + lsen 24 +0

2 2

1 1
= 2x+ 4sen 2y C, ]

Por supuesto, el método ilustrado en el ejemplo 12 funciona igualmente bien para encon-
trar antiderivadas como [ cos® 5x dx y fsen® $x dx. Con x sustituida por 5x y luego con x
sustituida por 3x, las férmulas. en (25) permiten escribir, respectivamente,

2 =l el s
Jcos Sxdx = _[2(1 + cos 10x) dx = > + 205en10x +C

1 1 Ul 1
- == r= —y — — ¢
Jsen 2xdx J2(1 cos x) dx 2x Zsen;n B

En la-unidad 2 abordaremos antiderivadas de potencias mas complicadas de funciones
trigonométricas.

f NOTAS DESDE EL AULA
El siguiente ejemplo ilustra un procedimiento comin, pero totalmente incorrecto, para eva-
luar una integral indefinida. Ya que 2x/2x = 1,

J(4 + 2 g = J(4 + xz)]’@% dx

= %1(4 =)o

__L 1/2
—szu du

= %-%{4 e L O
Usted debe comprobar que la diferenciacién de la dltima funcién no produce (4 + x%)"2. El
error estd en la primera linea de la “solucion”. Las variables, en este caso 2x, no pueden
sacarse del simbolo de la integral. Si u = x* + 4, entonces al integrando le falta la funcién
di = 2x dx; de hecho, no hay ninguna forma de arreglar el problema para adecuarse a la forma
dada en (8). Con las “herramientas™ con que contamos en este momento, simplemente no es
posible evaluar la integral [(4 + x»)/? dx.

1.4 Integraci6n por sustitucién u

37
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38 UNIDAD 1 Teorema fundamental del célculo

“JESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-3.

En los problemas 1-50, evalte la integral indefinida dada

usando una sustitucion u idénea. )

= Fundamentos
1. VI — dxdx
3. —I—'a'x
J(5x + 1)
5. 1+ ddx
7. | sen® 3x cos 3x dx
9. |tan?2x sec® 2x dx
11. Jsen 4x dx
13. J — cos 6t)dt
15. Jx sen x” dx
17. J 2 gec? X% dx
19. J csecVxcot VX xcot\/_
1
21. |7x+3 dx
23, o dx/
X
25. |5
27 J : dx
xiln e
(sen(In >
29, sen(In x)
X
31. |e%dx
33, |x%e > dx
[
e
35, d
1Nz .
Fe.\' — i
37. e dx
39. J Lo g
5 —x?

41.

J——‘i_ﬁ'dx
I 5 Hokate

2. | (8x + )P ax

4. @ 9" dx

6. )—Iidr

8. |sen26 cos® 2640

J

10. J \/tan x sec” x dx

X
12. JS cos2 dx

14. |sen(2 — 3x)dx

[cos(1/x)
16. —/—a’x

2
X

18. | csc®(0.1x) dx

:
20. |tan 5v sec Svdv

-
99, | (a3 -L 6V dx

_’('2

1555+ 8
(x + 3)°
e 2

y 15 sen't
@J6+c056d9
[ il

P
@ } x(ln x)? &

32. |4 dx

juE

24.

dx

26.

dx

e 1/x°

34,
36. | Vet dx
38. | V1 + 26 dx

4008 se———=1d%

. dx
2 + 9x?

> 2 = ] 0
43. — dx AN | ———db
J1+e* W=7
o e o el

L S

- BEY r =
e 4B n
Jsdosriges J 1=

r

dx

49. |tan 5xdx 50. |e*coterdx
En los problemas 51-56, use las identidades en (23) para
evaluar la integral indefinida dada.

51. Jsen2 x dx 52. Jcos2 x dx

53. Jcos1 4dx dx 54. Jsenzi.x dx

2

35, J(B — 2 sen X dx 56. {(1 + cos 2x) dx
En los problemas 57 y 58, resuelva la ecuacién diferencial
dada.

Al dy (1 - tanx)’
57. T =Vv1—x 58. AR _—‘coszx
59. Encuentre una funcién y = f(x) cuya grifica pase por el
punto (m, —1) y también satisfaga dy/dx =1 — 6 sen 3x.
60. Encuentre una funcién f tal que f"(x) = (I + Iy,
f0)=0yf@=0

61. Demuestre que:

a) [senx cos xdx = %senzx + C

b) Jsenx cos x dx = f%coszx + C,

c) Jsen XGOS Lax — —%cos 2x + Cs.

62. En el problema 61:

a) Compruebe que la derivada de cada respuesta en los
incisos a), b) y ¢) es sen x cos X.

b) Use una identidad trigonométrica para demostrar que
el resultado en el inciso b) puede obtenerse a partir
de la respuesta en el inciso ).

¢) Sume los resultados de los incisos a) y b) para ob-
tener el resultado en el inciso ¢).

= Aplicaciones

63. Considere el péndulo plano mostrado en la FIGURA 1.4.1, :
que oscila entre los puntos Ay C. Si B es el punto medio
entre A y C, es posible demostrar que

T S D
ds ploe— s

donde g es la aceleracion debida a la gravedad.
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a) Si t(0) = 0, demuestre que el tiempo necesario para
que el péndulo vaya de B a P es

t(s) = gsen_](s”—z).

b) Use el resultado del inciso a) para determinar el
tiempo de recorrido de B a C.

¢) Use b) para determinar el periodo 7 del péndulo; es
decir, el tiempo para hacer una oscilacién de A a C
y de regreso a A.

ng /1
- T/
N}
.f\) <
/

~ <
- i
hjf‘) A‘“ ~

FIGURA 1.4.1 Péndulo en el problema 63

= Piense en ello
64. Encuentre una funcién y = f(x) para la cual f(7/2) = 0

54 3 ; 3
Y g = cos x. [Sugerencia: cos® x = cos® x cos x.]
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En los problemas 65 y 66, use las identidades en (25) para
evaluar la integral indefinida dada.

65. Jcos‘*x dx 66. Jscn“x dx

En los problemas 67 y 68, evalde la integral indefinida dada.

1 a
67. J— dx 68. dex
Vit — 16 Eirtiel
En los problemas 69 y 70, evalte la integral indefinida dada.

1 1
2 Jl—cosxdx A J1+36112xdx

En los problemas 71-74, evalde la integral indefinida dada.
Suponga que f es una funcién diferenciable.

74 |8 Jf'(Sx) dx

73. J VFQ2x)f'(2x) dx

70, J xf'(5x2) dx

Pige 1)
2t J fox + 1)

75. Evalie Jf "(4x) dx si f(x) = Vx' + L

76. Evalde [{Jsecz 3x dx} dx.

1.5 Teorema fundamental del calculo

I Introduccion Al final de la seccién 1.2 se indicé que hay una forma mds sencilla para eva-
luar una integral definida que calculando el limite de una suma. Esta “manera mds sencilla” se
logra por medio del teorema fundamental del calculo. En esta seccién verd que hay dos for-
mas de este importante teorema: la primera forma, que se presenta a continuacion, permite eva-
luar muchas integrales definidas.

I Teorema fundamental del calculo: primera forma En el siguiente teorema se ve que el con-
cepto de antiderivada de una funcién continua constituye el puente entre el cdlculo diferencial y
el calculo integral.

| Teorema 1.5.1 Teorema fundamental del cilculo: forma de antiderivada

Si fes una funcién continua sobre un intervalo [a, #] y I es una antiderivada de f sobre el
intervalo, entonces

b
Jf(x) dx = F(b) — F(a). (1)
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Se presentardn dos demostracio- DEMOSTRACION Si F es una antiderivada de /. entonces por definicién F'(x) = f(x). Puesto

nes del teorema 1.5.1. Enla
demostracion que se proporcio-
na se usa la premisa bésica de
que una integral definida es un
limite de una suma. Después
que se demuestre la segunda
forma del teorema fundamental
del calculo, se volvera al teore-
ma 1.5.1 y se presentard una
demostracién alterna.

que F es diferenciable sobre (a, b). el teorema del valor medio garantiza que existe un x; en cada
subintervalo (x;_, x;) de la particién P:

g =X < %= sy S, =
tal que
Flr) = Flg_1) = P 0 — x—) o Flg)— Flx,_y) =f(xf) Ax.
Luego, para k = 1,2, 3, ..., n con el dltimo resultado obtenemos
F(x)) — F(a) = f(x7) Ax,
F(xy) — F(x1) = f(x3) Ax,
F(x;) — F(xy) = f(x3) Ax;

Fb) — F(x,—1) = fGE) A%,
Si sumamos las columnas precedentes,
[F(x) — F(@)] + [FO) — Fx)] + -+ + [FB) = Fx,—))] = 2 f(f) Ax
k=1

vemos gue la suma de todos los términos, menos los dos sin color en el miembro izquierdo de
la igualdad, es igual a 0, con lo cual tenemos

F(b) — Fa) = 2, f(x}) Ax @)
k=1
Pero |\H§o [F(b) — F(a)] = F(b) — F(a), de modo que el limite de (2) cuando |P| — 0 es
F(b) — Fla) = lim > f(xF) Ax,. 3)
[Pl=0 7=
Por la definicidn 1.2.1, el miembro derecho de (3) es ff f(x) dx. |

La diferencia F(b) — F(a) en (1) suele representarse por el simbolo F(x)]i es decir,
b

b b
J f)dx = Jf(x) dx} = F(x)} .
a a

a

integral integral
definida indefinida

Puesto que el teorema 1.5.1 indica que F es cualquier antiderivada de f, siempre es posible esco-
ger la constante de integracién C como igual a cero. Observe que si C # 0, entonces

b b
(F(x) + C)} = (F(b) + C) = (F(a) + C) = Fb) — Fla) = F(x)} :

A\ [ZTe BN Uso de (1)

En el ejemplo 4 de la seccidn 1.2 se apeld a la definicién mds bien larga de integral definida para

demostrar que [!,x* dx = —%. Puesto que F(x) = jx* es una antiderivada de f(x) = x*, a partir
de (1) obtenemos inmediatamente
1 471
T e
=2 e -2 22 m
Lx‘ix 4}_ e i el Gt 4

Uso de (1)

3

Evalie Jhx dx.

1

Solucién Una antiderivada de f(x) = x es F(x) = %xz. En consecuencia, (1) del teorema 1.5.1

proporciona
3 273
x O
e = - — - = L
L xdx > ]1 e 4,
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Uso de 1)

2

Evalie Jd(3x2 — e Wl

=7

Solucion Aplicamos ii) del teorema 1.3.2 y la férmula de integracién 2 de la tabla 1.3.1 a cada
término del integrando, y luego usamos el teorema fundamental:

J22(3x2 —x+ Ddx = (x3 = %2 + x)r_z

SR 2 )= (S8 =0 )= 20. B

Uso de 1)

Evalde [ cos x dx.
/6

Soluciéon Una antiderivada de f(x) = cos x es F(x) = sen x. En consecuencia,

v

= T 1
cos xdx = senx =senw—sen—=0—§=—

|
/6 /6 6

1
>
I Teorema fundamental del calculo: sequnda forma Suponga que fes continua sobre un inter-

valo [a, b], por lo que se sabe que la integral [ : f(¢) dr existe. Para toda x en el intervalo [a, b],
la integral definida

41

«f Tenga en cuenta que una integral
definida no depende de la
variable de integracién r.

X

g(x) = J fo) dr )

representa un solo niimero. De esta forma, se ve que (4) es una funcién con dominio [a, b]. En
la FIGURA 15.1 se muestra que fes una funcidn positiva sobre [a, b], y asi cuando x varia a través
del intervalo es posible interpretar g(x) como un drea bajo la gréfica sobre el intervalo [a, x]. En

la segunda forma del teorema fundamental del cdlculo se demostrard que g(x) definida en (4) es
una funcién diferenciable.

Teorema 1.5.2 Teorema fundamental del célculo: forma de derivada

Sea f continua sobre [a, b] v sea x cualquier niimero en el intervalo. Entonces g(x) = [ ~f(@) dt
es continua sobre [a, b] y diferenciable sobre (a, &) y

g = fx). ()

DEMOSTRACION PARA fi>0 Sean x y &t fien (u, &), donde /i > 0. Por la definicion de derivada,
i ey =utr)

g'x) = lim b : (6)

Al usar las propiedades de la integral definida, la diferencia g(x + &) — g(x) puede escribirse como

x+h

glx+h) —gn) = J floydt — Jf(t) dt

a

x+h

= J [ dt + [ f{t) dt  «por (8) de la seccién 1.2

x+h
= J' flo) dr. < por (10) de la seccién 1.2
X

Por tanto, (6) se vuelve

x+h
gx) = lim ﬂ £0) . )

0

y YEIeL
1
1
|
1 1
: 1 |
L |
i o gW) !
B gy
l a x b
FIGURA 15.1 g(x) como area
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Puesto que f es continua sobre el intervalo cerrado [x, x + k], por el teorema del valor extremo
se sabe que f alcanza un valor minimo m y un valor maximo M sobre el intervalo. Puesto que m
y M son constantes con respecto a la integracién sobre la variable ¢, por el teorema 1.2.7ii) se
concluye que

x+h x+h x+h
J mdt = J’ f(Hydt = J M dt. (8)
X X X
Con ayuda del teorema 1.5.1,

x+h x+h
J’ mdr=mr} =m(x+ h—x)=mh

X

x+h x+h
y [ Mdt—Mz} =Mkx+ h—x)= Mh.
Por tanto, la desigualdad en (8) se vuelve
x+h il x+h
mh = J fdt=Mh o m= EJ flo)dt = M. (9)

Puesto que fes continua sobre [x, x + k] tiene sentido afirmar que }111'1%1 m= hlirgg M=f(x). Al
5 o e !
tomar el limite de la segunda expresién en (9) cuando & — 0" obtenemos
x+h

=< i l =
fe) = lim - J J0) dt = f(x).

Esto demuestra que g'(x) existe v por f(x) = g'(x) = f(x) concluimos que g'(x) = f(x). Puesto
que g es diferenciable, necesariamente es continua. Un razonamiento semejante se cumple para
h<0. |

Otra forma més tradicional de expresar el resultado en (5) es

dele A .
def(r) dt = f(x). (10
EEITE Uso de (10
Por (10),
X X
a)ij Ldi= b)ij VE+ 1dt= Vi + 1.
dx = dx : il
i
8] [JXe N Regla de la cadena
Encuentre de*L cos tdr.
Solucion  Siidentificamos g(x) = [ ;cos t dt, entonces la integral dada es la composicion g(x?).
Realizamos la diferenciacion al aplicar la regla de la cadena con u = x°:
e e du
de cos tdt = 53 (Lcos :dr) =
i =cosu-%:cosx3-3x2
— ylcont [ |

I Demostracion alterna del teorema 1.5.1 Vale la pena examinar otra demostraci6n del teo-
rema 1.5.1 usando el teorema 1.5.2. Para una funcién f continua sobre [a, b], la declaracién
g'(x) = f(x) para g(x) = [ *f(2) dr significa que g(x) es una antiderivada del integrando f. Si F es
cualquier antiderivada de f, por el teorema 1.3.1 sabemos que g(x) — F(x) = Cog(x) = F(x) + C.

d
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donde C es una constante arbitraria. Puesto que g(x) = f; f(#) dt, para cualquier x en [a, b] se
concluye que

J O di=Fo) +C. (an
Sien (11) sustituimos x = a, entonc;s

Jaf(r) dt = F(a) + C
implica C = —F(a), puesto que fa“;(r) dr = 0. Asi, (11) se vuelve

J HOdt = Fl) — F(a).
Puesto que la dltima ecuacién es véfida en x = b, encontramos

b
[ f0) dt = F(b) — Fa). =

I Funciones continuas por partes Se dice que una funcién f es continua por partes sobre un y

intervalo [a, b] si existe a lo m4s un nimero finito de puntostiop k=712 Lo (e <tie) f'\ !
en los que ftiene una discontinuidad finita, o salto, sobre cada subintervalo abierto (cp—1, €z). Vea RS : \.

la FIGURA 15.2. Si una funcién fes continua por partes sobre [a, b], estd acotada sobre el interva- ! =

I
I
| 1
I
1 ! -
[Ba & o 5op

lo, y entonces por el teorema 1.2.2, fes integrable sobre [a, b]. Una integral definida de una fun- M
cién continua por partes sobre [a, b] puede evaluarse con ayuda del teorema 1.2.5: discontinuidades finitas
- % 5 7 FIGURA 1.5.2 Funcién continua
Jf(x)dx = J Sx) dx + J f)dx + -+ + J'f(x)dx por partes
a a € Cn
y al tratar a los integrandos de las integrales definidas en el miembro derecho de la ecuacién
anterior simplemente como si fuesen continuos sobre los intervalos cerrados [a. eililemseslivst
[cn, D]
EZENEA Integracion de una funcién continua por partes
4
Evalie J f(x) dx donde
=
. s ] == >
i
fGx) = §x, g=x<2 | :
35 = X = 4 1 :
Solucién  La gréfica de una funcién f continua por partes se muestra en la FIGURA 153, Luego, E ;!
por el anélisis precedente y la definicidn de f: ol ; 2 ;‘1 x
4 0 2 4 FIGURA 153 Griéfica de la
Sx) dx = Jydx + | f)dx + | f(x)dx funcién en el ejemplo 7
-1 -1 0 2

0 2 4
J(x+1)dx+dex+J3dx
2

=] Q

1 4 ) 0 1 ; 2 4 17
= o = — B
—(2)(: A7 }_1 -+ 2JC it 3x 5 5

LSRN Integracion de una funcidn continua por partes

3
Evalie f le = 2| dx.

0

Solucion  Por la definicién de valor absoluto,

J _2|= x—2 sl —2=10) 5 !_2‘: x— 2 six=2
% e—2) sn=9 @ A St G
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FIGURA 154 Grafica de la
funcién en el ejemplo 8

En la FIGURA 15.4 se muestra la grafica de f(x) =
podemos escribir

|x — 2|. Luego, debido a (10) del teorema 1.2.5,

J:Jx— 2| dx = J:x 2| dx + J:|x—2[dx

3

= Jﬁ(—x+2)dx+ J{xE)a’x
0

2

(e ), ;
2" 0 2 Zx
. 9 -2
—(2+4)+<2 6) (2 4)—2. |
I Sustitucion en una integral definida Recuerde por la seccién 1.4 que algunas veces usamos
una sustitucién como ayuda para evaluar una integral indefinida de la forma [f(g(x))g'(x) dx. Es

necesario tener cuidado al usar una sustitucién en una integral definida [ ff(g(x))g’(x) dx, pues-
to que es posible proceder de dos formas.

Directrices para sustituir una integral definida

* Evaliie la integral indefinida [f(g(x))g'(x) dx por medio de la sustitucién u = g(x).
Vuelva a sustituir = g(x) en la antiderivada y luego aplique el teorema fundamen-
tal del calculo usando los limites de integracion originales x =ay x=b. .

* En forma alterna, la segunda sustitucion puede evitarse al cambiar los limites de
integracién de modo que correspondan al valordeuenx=ayuenx=»5. El ultuno -
método, que suele ser més rapido, se resume en el siguiente teorema.

Teorema 1.5.3 Sustitucién en una integral definida

Sea 1 = g(x) una funcién cuya derivada es continua sobre el intervalo [a, b], y sea f una fun-
cién continua sobre el rango de g. Si F'(u) = f(u) y ¢ = g(a), d = g(b), entonces
glb)

b
Jf(g(x))g’(x) dx = J f(u) du = F(d) — F(c). (12)

8(a)

DEMOSTRACION Siy= g(x), entonces du = g'(x) dx. En consecuencia,

b 2(®)
Lf(g(X))g’(x)a’x = J f(u) dx

gla)

d d
ff(u) du = F(u)] = F(d) — F(c). B

=SV ER  Sustitucion en una integral definida

2

Evaliie J V2xt + 1 xdx

0
Solucion  Primero se ilustraran los dos procedimientos presentados en las directrices que pre-
ceden al teorema 1.5.3.
a) Paraevaluar la integral indefinida J V2x% + 1 x dxusamos u = 2x* + 1y du=4xdx.

Asi,
[ V2x* 4+ 1xdx = %J V2x? + 1 (4x dx) < sustitucion
Bl
—4Ju’ du
1
43/2+C

<« oftra sustitucion

=5 Lov+ 192+ C
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En consecuencia, por el teorema 1.5.1,
J'\/zﬁ Flxde = %(le + 12|
0 0

= é {93/2 sy 13/’2]

s s

= 2T =T = 3

b) Siu=2x’+ 1, entonces x = 0 implica ¥ = 1, mientras que con x = 2 obtenemos
u=9. Asi, por el teorema 1.5.3,

u limites
2 9 ; i

J A /zx: + 1xdx = l[ ulf'z o emtegramén
4 con respecto-a u

0 1 P
1 u3!2 :|9
4 3/2 1
1 / 13
g {93;’2 i 13,‘2] o ? .

Cuando la gréfica de una funcién y = f(x) es simétrica con respecto al eje y (funcidn par) o
al origen (funcién impar), entonces la integral definida de fsobre un intervalo simétrico [ —a, a],
es decir, [ f(x) dx, puede evaluarse por medio de un “atajo”.

Teorema 1.54 Regla de la funcién par

Si f'es una funcion par integrable sobre [ —a, a], entonces

rf(x) dx = 2J°}'(x) dx. (13)

—a 0

Se demostrard el siguiente teorema, pero la demostracién del teorema 1.5.4 se deja como

gjercicio.

Teorema 1.5.5 Regla de la funcién impar

Si fes una funcién impar integrable sobre [ —a, a], entonces

Ff(x) dx = 0. (14)

—a

DEMOSTRACION Suponga que f es una funcién impar. Por la propiedad aditiva del intervalo,
teorema 1.2.5, tenemos

a 0 a
J f) dx = J Jlondy =t Jf(x) dx.
—a a 0

En la primera integral en el miembro izquierdo, sea x = —¢, de modo que dx = —dt, y cuando
x=—ayx=0,entoncest=ayt=0:

a

a 0
J J&x)dx= Jf(f)(df) + J fx) dx <« f(—=1 = —f(1), f una funci6n impar
—a a 0
0 a
= Jf(t)df+ Jf(x)alx
a 0

= J flode + J J(x) dx <« por (8) de la seccién 1.2
0 4]

45
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a

a
— j f(x) dx + Jf{x) dx <« terauna variable de integracién “ficticia”
. 0 0

=0 ]

La cuestién importante en el teorema 1.5.5 es ésta: cuando una funcién integrable impar f
se integra sobre un intervalo simétrico [ —a, a], no es necesario encontrar una antiderivada deit:
el valor de la integral siempre es cero.

En la FIGURA 155 se muestran motivaciones geométricas para los resultados en los teoremas
1.54y1.5.5.

y=feo 7 4

\f =
: ; i

I 4] I (I]
Vol L L Lo i I, fx) dv y
—‘(.: (‘z > X T 7 —> X
fo fix) dx
1
i
a) Funcidn par: el valor de la integral b) Funcién impar: el valor de la integral
definida sobre [—a, 0] es el mismo definida sobre [—a, 0] es el opuesto
que el valor sobre [0, a] que el valor sobre [0, a]

FIGURA 155 Regla de la funcién par en a); regla de la funcién impar en b)

SISV RO IR} Uso de la regla de la funcion par

1
Evalde J &t + x3) dx.

=i

Solucién El integrando f(x) = x* + x2 es una funcién polinomial cuyas potencias son todas
pares, de modo que f necesariamente es una funcién par. Puesto que el intervalo de integracién
es el intervalo simétrico [—1, 1], por el teorema 1.5.4 se concluye que es posible integrar sobre
[0, 1] y multiplicar el resultado por 2:

1 1
f o+ D dx = 2J ot + D) dx
-1 0
= l 5 l 3 !
= 2(5)5 e 3x )L
S E D R
= 2(5 s 3) S "
TR Uso de la regla de la funcion impar
/2
Evalie [ sen x dx.
—ar/2

Solucion En este caso f(x) = sen x es una funcién impar sobre el intervalo simétrico
[—/2, 7/2]. Asi, por el teorema 1.5.5 de inmediato tenemos

/2
[ senxdx = 0. B

=ar)2,

f: NOTAS DESDE EL AULA il

La forma de antiderivada del teorema fundamental del célculo constituye una herramienta
extremadamente importante y poderosa para evaluar integrales definidas, ¢ Por qué molestar-
se con un burdo limite de una suma cuando el valor de I ﬂb J(x) dx puede encontrarse al calcu-
lar [f(x) dx en los dos nimeros a y b? Esto es cierto hasta cierto punto; no obstante, ya es
hora de aprender otro hecho de las matemiticas. Hay funciones continuas para las cuales la
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antiderivada [f(x) dx no puede expresarse en términos de funciones elementales: sumas, pro-
ductos, cocientes y potencias de funciones polinomiales, trigonoméltricas, trigonométricas
inversas, logaritmicas y exponenciales. La simple funcién continua f(x) = Vx* + 1 no tiene
antiderivada que sea una funcién elemental. Sin embargo, aunque por el teorema 1.2.1 es
posible afirmar que la integral definida [ 0] \/x® + 1 dx existe, el teorema 1.5.1 no es de nin-

guna ayuda para encontrar su valor. La integral [ 01 V'x® + 1 dx se denomina no elemental.
Las integrales no elementales son importantes y aparecen en muchas aplicaciones como teo-
ria de probabilidad y dptica. A continuacion se presentan algunas integrales no elementales:

Jsenxdx, Jsenxza!x, Je“ldt y Jexdx.
X A X

Vea los problemas 71 y 72 en los ejercicios 1.5.

“ DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-3.

= Fundamentos il 3 4.3/
27. J <1+%)de 28. [Mm
I :

En los problemas 1-42, use el teorema fundamental del cdlcu- P x2 Vx
lo proporcionado en el teorema 1.5.1 para evaluar la integral 1 = u e
definida dada. 29. J ———————(/x 30. J
7 10 RS e ik o 71(14 20 + 17
1. J dx 2. J (—4) dx /8 Va2
3 2 31. J sec” 2x dx 32. J x 6sc.x> cot.x2 dx
‘[ 0 \/7/4
3. (26=F 3)iddx 4. [ * dt 312
! 5 33, f G5 o 34, J COS\E“
3 L 1/2
5. J (6x — 4x + 5) dx 6. J (12x” — 36) dx w/2
1 -2 35. " Vcos x sen x dx 36. J sen x cos x dx
/2 w4 0 /6
74 J sen x dx 8. J cos 6 df /2 /4
0 —/3 37. { it iy 38. J (sec x + tan x)* dx
=2 1 /6 (8 + sen 0)? S
9 cos 3t dt 10 J' sen 27x dx 3/4 /2
/4 172 39. J sen’ mx dx 40. J cos? x dx
3/4 4 =1, o —7/2
11. J — du 12. J i dx o 1
u” i ;
1/12 3 41. £ i, dx 42, L]tan il
13. G 14. D= Sel)id
Jle g J;( 3 g En los problemas 43-48, use el teorema fundamental del
2 2 cdlculo proporcionado en el teorema 1.5.2 para encontrar la
15. J %0 x)dx 16. J x(iar 2)(x - 2)dx derivada indicada.
0 3 X
g ' 13. iJ tel di 14, iJ In  dr
17. f (7x* — 2x% + 5x — 4) dx 18. (x* — 4x + 8) dx dx |, d
=] =5
e 4x2 o J {3x —2xF dx 46. ij Yu? + 2du
19. J dx 20. dt dx ],
1 Vi 6x—1 Vi
d d 2
V3 47. Vat + 9 dt 48. —- sen 1~ dt
1 dx dx
2l 5 dx 22, \/7 dx 3 &
1]7 L5t e 4 Lt En los problemas 49 y 50, use el teorema fundamental del
23, J _\/m o 24. J' 2x + 1) B dx cdlculo proporcifmado en e_l teorema 1.5.2 para encontrar
s o F'(x). [Sugerencia: Use dos integrales.]
3 3 X Sx
% .
3 f_ = 26. J 49. F(x) = [ e 50. F(x) = J VE+ 1di
4 "+ 16 [ e I) 3x st sen x
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En los problemas 51 y 52, compruebe el resultado dado al
evaluar primero la integral definida y luego diferenciando.

d

e o
51. de] (6r 8t + 5)dt = 6x 8x + 5

|y e !
52. = Lsen 3 dx = sen 3

(0

53. Considere la funcién f(x) = jf‘ In(2¢ + 1) dt. Encuentre
el valor funcional indicado.

a) f(1) b) f'(1)
o) f(1) d) f"(1)

54. Suponga que G(x) = [ f(t) dt y G'(x) = f(x). Encuentre
la expresion dada.

a) G(xH b) %G(ﬁ)

¢) GO + 2%) d) % GG + 2x)

En los problemas 55 y 56, evalte I :f(x) dx para la funcién
fdada.

“x, =10
SS.f(x)—{xzx fcz()
e = 3 =)

En los problemas 57-60, evalie la integral definida de la fun-
cién f continua por partes.

:
: : ==
57. [ £(x) dx, donde f(x) = {‘; 2:‘[ -
0 30 e
[~ F s e =t =D
58. | f(x) dx, donde f(x) = {cos e
r9 Sl sn e
59. f(x) dx, donde f(x) = {4, —1=x = |
i1 x2, =t =2

r4
60. | f(x)dx, donde f(x) = |x|esla funcién entero mayor
Jo

En los problemas 61-66, proceda como en el ejemplo & para
evaluar la integral definida dada.

r1 rd

61. |x| dx 62. |2l — 6 dx
=3 70
03 r2

63. | vl 6d. izt 1lde

- 2

65. |sen x| dx 66. |cos x| dx

e Jo

En los problemas 67-70, proceda como en el inciso b) del
ejemplo 9 y evalde la integral definida dada usando la sustitu-
- ¢i6n u indicada.

o J ¢ (In 2t)°
iz

de; uw=1In2t

|
1 =
T dx; ar='tan7 x
Jyap(tan syl ko)
(1 6—1\'
69. ey dx; u= |
Iemsaril
r1/vV2 =
70. = e
Jo T
= Aplicaciones

71. En matemdticas aplicadas, algunas funciones importan-
tes se definen en términos de integrales no elementales.
Una de estas funciones especiales se denomina funcién
error, que se define como

2rldon
erf(x) = —J e dt.
% O

a) Demuestre que erf(x) es una funcion creciente sobre

el intervalo (—00, 00).
b) Demuestre que la funcién y = e FlT Vrerf(x)]

satisface la ecuacidn diferencial
d 5
2 _ay=1,

y que y(0) =L
72. Otra funcién especial definida por una integral no ele-
mental es 1a funcién integral seno

Si(x) = J'

0

“sen t

dr.

La funcién Si(x) tiene una infinidad de puntos fronterizos
relativos.

a) Encuentre los cuatro primeros nimeros criticos para
x> 0. Use la prueba de la segunda derivada para de-
terminar si estos ndmeros criticos corresponden a un
mdximo o a un minimo relativo.

b) Use un SAC para obtener la grafica de Si(x). [Suge-
rencia: Bn Mathematica, la funcidn integral seno s
denota por SinIntegral[x].]

= Piense en ello

En los problemas 73 y 74, sean P una particion del intervalo
indicado y x7 un ndimero en el k-ésimo subintervalo. Deter-
mine el valor del limite dado.

P > Qo) A T 8]

1Pl—=0 k=1
n xj}i:
74. lim cos— = Axg 0,2
upﬁaokz:i St [0, 2m]

En los problemas 75 y 76, sean P una particién regular del
intervalo indicado y x§ un nimero en el k-€simo subinterva-
lo. Establezca el resultado dado.

n

75. lim Ezw,senxf: 2; [0,7]

n—0o0 J1 =1

76. 1im 23t =0; [—1,1]
Ig=n

n—r00



www.FreeLibros.me

En los problemas 77 y 78, evalie la integral definida dada.

2 x a2 t
77, J { J 1217 dr} dx 78. j { J sen x dx} dt
=l 1 0 0

79. Demuestre la prueba de la funcién par, teorema 1.5.4.
80. Suponga que f es una funcién impar definida sobre un
intervalo [ —4, 4]. Ademds, suponga que f es diferencia-
ble sobre el intervalo, f(—2) = 3.5, que f tiene ceros en
—3 y 3 y ndimeros criticos —2 y 2.
a) ;Cudl es f(0)?
b) Trace la grdfica aproximada de f.
¢) Suponga que F es una funcién definida sobre [ —4, 4]
por F(x) = [, f(t) dr. Encuentre F(—3) y F(3).
d) Trace una gréfica aproximada de F.
e) Encuentre los nimeros criticos y los puntos de infle-
xién de F.
81. Determine si el siguiente razonamiento es correcto:

/2 /2
J sen’ tdr = uJ sent(—sen ¢ df)

—7f2 —m/2

du = —sen tdt

= J V1 — cos’t (— senzdr}e—{““cosr
—/2

IJ

jqfl LRl = E{TﬁorﬁmalSS

Definicion 1.2.2i)

82. Calcule las derivadas.

4
a) *XJ Ve + 7drt b) H%XJ Vi + 7dre
1

= Problemas con calculadora/SAC

83. a) Use una calculadora o un SAC para obtener las grafi-
cas de f(x) = cos® x y g(x) = sen’ x.

b) Con base en su interpretacién de drea neta con signo,

use las gréficas del inciso a) para conjeturar los valo-

res de [ cos® x dx y [ZTsen® x dx.

= Proyectos

84. Integracién por dardos En este problema se ilustra un
método para aproximar el drea bajo una grafica al “lanzar
dardos”. Suponga que deseamos encontrar el drea A bajo
la gréfica de f(x) = cos’(wx/2) sobre el intervalo [0, 1];
es decir, se quiere aproximar A = [ 01 cos’(mx/2) dx.

Si se lanza, sin ningin intento particular de ser ex-
perto, un gran nimero de dardos, por ejemplo N, hacia el
blanco cuadrado de 1 X | mostrado en la FIGURA 156 v n
dardos se insertan en la regi6n bajo la gréfica de
f(x) = cos*(mx/2), entonces es posible demostrar que la
probabilidad de que un dardo se inserte en la regién estd
dada por la relacién de dos dreas:

drea de la regién A

drea del cuadrado = 1

Ademds, esta probabilidad teérica es aproximadamente
la misma que la probabilidad empirica n/N:

A

7
1 N

Q A%%.

1.5 Teorema fundamental del célculo 49

Para simular el lanzamiento de dardos hacia el blanco,

use un SAC como Mathematica y su funcién de niimeros

aleatorios para generar una tabla de N pares ordenados

(e isBn<ima= il Otsgipi < s

a) Sea N =50. Trace los puntos y la grafica de f sobre el
mismo conjunto de ejes coordenados. Use la figura
para contar el nimero de éxitos n. Construya por lo
menos 10 tablas diferentes de puntos aleatorios y gra-
ficas. Para cada grifica calcule la razén n/N.

b) Repita el inciso a) para N = 100.

¢) Use el SAC para encontrar el valor exacto del drea A
y compare este valor con las aproximaciones obteni-
das en los incisos a) y b).

n tiros fuera de N dardos lanzados
FIGURA 1.5.6 Blanco en el problema 84

Derrame de petréleo en expansion Un modelo mate-
mdtico que puede usarse para determinar el tiempo ¢
necesario para que un derrame de petrdleo se evapore
estd dado por la formula

RT _ ['KA(w)
Poo L W

u,

donde A(u) es el drea del derrame en el instante u, RT/Pv

es un término termodindmico adimensional, K es un coe-

ficiente de transferencia de masa y V; es el volumen ini-
cial del derrame.

@) Suponga que el derrame de petréleo se expande en
forma circular cuyo radio inicial es ry. Vea la FIGURA
157. Si el radio r del derrame crece a razon dr/dt = C
(en metros por segundo), resuelva para f en términos
de los oftros simbolos.

b) Valores tipicos para RT/Pvy K son 1.9 X 10° (para el
tridecano) y 0.01 mm/s, respectivamente. Si C =
0.01 m/s*, ry=100m y Vo= 10 000 m°>, determine en
cudnto tiempo se evapora el petréleo.

¢) Use el resultado en el inciso b) para determinar al drea
final del derrame de petréleo.

Petrdleo en el instante ¢

FIGURA 1.5.7 Derrame circular del petréleo en el problema 85
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86. Proyeccion de Mercator y la integral de secx En tér-

minos generales, un mapa de Mercator es una representa-
cion de un mapa global tridimensional sobre una superti-
cie tridimensional. Vea la FIGURA 15.8. Encuentre y estudie

el articulo “Mercator’s World Map and the Calculus”,

Phillip M. Tuchinsky, UMAP, Unit 206, Newton, MA,
1978. Escriba un informe breve que resuma el articulo y

por qué Gerhardus Mercator (c. 1569) necesitaba el
valor de la integral definida [ g° sec x dx para llevar a
cabo sus construcciones.

Competencia final de la unidad 1

Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-3.

A. Falso/verdadero

a) Globo b) Mapa de Mercator
FIGURA 1.5.8 Globo y proyeccién de Mercator en el problema 86

En los problemas 1-16, indique si la afirmacién dada es falsa (F) o verdadera (V).
1. Sif'(x) = 3x* + 2x, entonces f(x) = x° + x°.

6 4
2 eDAE D= DG+ - ©
k=2 i=0
40 20 -
A Nes — Y @
k=1 k=1
3 1
4, {‘\/rz+7dr=J V2 + 7dr
1 3

1 0
5. Sifes continua, entonces J flo) dr + J f)dx = 0:
0 1

6. Sifes integrable, entonces fes continua.

1
7 J (x — x°) dx es el 4rea bajo la grifica de y = x — x° sobre el intervalo [0, 1].
0

b b
8. Si J f(x) dx > 0, entonces J f(x) dx es el drea bajo la grafica de f'sobre [a, b].
a a

9. Si P es una partici6n de [a, b] en n subintervalos, entonces n — o implica | P — 0.

10. Si F'(x) = 0 para toda x, entonces F(x) = C para toda x.

am

11. Si fes una funcién impar integrable sobre [ —, 7], entonces J fxydx = 0.

12. £1| dx = 2J xdx

14. |xcosxdx=xsenx +cosx + C

13. Jsenxdx —cas L o+ G

b
1s. J ) S

2

16. La funcién F(x) = J (t + 4)e " dt es creciente sobre el intervalo [—2, c0).
-5
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En los problemas 1-16, llene los espacios en blanco.

1.

2,

3.

10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

C. Ejercicios

. Siu = ¢ + 1, entonces la integral definida J

Si G es una antiderivada de una funcién f, entonces G'(x) =
J—;;xz dx =

Si [f(X} dx = %(ln x)* + C, entonces f(x) =

.Elvalordedde Vi*+3dienx=1es ]

b
. Si g es diferenciable, entonces ki [ flt) dr =
g

Va
: EJ e " dt =
5

dx (%)

dx

X

3., 4

o 1l 3
- Al usar notacion sigma, la suma 5 + = + = + — + — puede expresarse como

BIRE SIS g ]

15
. El valor numérico de >, (3k* — 2k) es

k=1
4

1t + 1) dt se vuelve ;[ u'® du.
2 L=
El drea bajo la grafica de f(x) = 2x sobre el intervalo [0, 2] es , v el drea neta
con signo entre la grafica de f(x) = 2x y el eje x sobre [—1, 2] es

Si el intervalo [1, 6] se parte en cuatro subintervalos determinados por xp—= 1, % = 2,

= % X3 =35y x4 =6, la norma de la particion es

Una particién de un intervalo [a, b] donde todos los subintervalos tienen el mismo ancho
se denomina particién
Si P es una particién de [0, 4] y x}’ es un nimero en el k-ésimo subintervalo, entonces

u»lj\To o 1\/;2‘ Ax, es la definicién de la integral definida . Por el teorema fun-

damental del célculo, el valor de esta integral definida es
4

6 6
Si Jf(x)dx =1ly jf(x}dx = 15, entonces ff(x) dx =
0 0 4

fl{ Lxeﬂ‘ﬁ} =y Jllﬁ{ JO Sl

L
Para ¢ > 0, el 4rea neta con signo J (x> — x?) dx = 0 cuando ¢t =
0

En los problemas 1-20, evalde la integral dada.

1.

3

5

7

1 9
6
4 — 6x° + 2x — 1) dx 2.J;d

J'l( X X ) 1 B x
J(Sr + 1)'%° gr 4. sz 3w + 1 dw

/4 at
J (sen 2x — 5cos 4x) dx 6. J senV/z dz

0 .,-2/9 VZ

4 /4 /4
J (—2x2 + x/%) dx 8. J dx + J tan® x dx
4 —ar/4 —m/4

Competencia final de la unidad 1

51
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9. [Coté 8x csc? 8x dx . | csc 3x cot 3xdx

11. (452 — 16x + DYx — 2) dx . |2+ 20 — 102551 + 5) ax

2+ 1 x>+ 1

13. J dx 14. —3—7dx
V3 + 3x — 16 At 3y — 16

Jr 4

16. : dx
016+x 6 + x*

15.

19.

2
17. J 8=
V16 — x? V16 — x?
[tanl()xdx 20. |cot 10xdx

7 7
21. Suponga que J fde= -3y J f(x) dx = 2. Evaliie f f(x) dx.
0

0 5

4 9 9
22. Suponga que J Jx)dx=2y J f(x) dx = —8. Evalde f fx) dx.
1 4 1

En los problemas 23-28, evalde la integral dada.

3 1 4
23, f(z +|x = 1)) dx 24, Jﬁ[3—10f—5} dr
5 b dt L2 + 61 + 1)

™2 sen! ¢ :
25. J *T—dt 26. J' ISSE:H 1‘2 dt
- L el &

1 1 i x3, ==t
27. J 5 28. J f(x)dx, donde f(x) = ¢x%, 0<x=1
= 13y = X, s B
En los problemas 29 y 30, encuentre el limite dado.
RS 2 2 2 e 2
29, h,ml-i-2+3+ +n 30. 11,mleZ + 3= 4 +n

n—oo n> n—00 n

31. EnlaFIGURA 1R se muestra un cubo con las dimensiones dadas (en pies) que se llena a razén
constante de dV/dr = § pies’/min. Cuando ¢ = 0, en la balanza se lee 31.2 Ib, Si el agua pesa
62.4 Ib/pie?, ;cudl es la lectura de la balanza luego de 8 minutos? ;Y cuando el cubo estd
lleno? [Sugerencia: Vea la pagina FM-2 para la férmula para el volumen del tronco de un
cono. También ignore el peso del cubo. ]

FIGURA 1.R.1  Cubo y balanza
en el problema 31

- La torre de Hanoi es una pila de discos circulares, cada uno de los cuales es mds grande
que el de arriba, colocados en un méstil. Vea la FIGURA 1.R2. Una vez, un antiguo rey orde-
né que esta torre debia construirse con discos de oro con las siguientes especificaciones: el
ancho de cada disco debia ser un dedo més grande que el del disco de arriba. El hueco por
los centros de los discos debfa medir un dedo de ancho de didmetro, y el disco superior debia
medir dos dedos de didmetro. Suponga que el ancho de un dedo es 1.5 cm, que el oro pesa
19.3 g/em’ y que su valor es $14 por gramo.
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a) Encuentre una férmula para el valor del oro en la torre de Hanoi del rey si la torre tiene
n discos.

b) El nimero normal de discos de oro en la torre de Hanoi es 64. ;Cudl es el valor del oro
en la torre?

FIGURA 1.R.2 Torre de Hanoi
en el problema 32

33. Considere la funcién uno a uno f(x) = x* + x sobre el intervalo [1, 2]. Vea la FIGURA 1.R3.
Sin encontrar £, determine el valor de

f(2)
f f @dx
),

(1)

3
Y=t

FCly=ss
S

FIGURA 1.R.3 Grifica
para el problema 33
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Unidad 2

Métodos de integracion

En esta unidad A menudo uno se encuentra una integral que no puede clasificarse en

una forma conocida como [u" duo fe" du. Por ejemplo, no es posible evaluar [x*\/x + 1 dx
mediante la aplicacion inmediata de cualquiera de las formulas enumeradas en la tabla de inte-
grales 2.1.1. No obstante, al aplicar una técnica de integracion algunas veces es posible reducir
una integral como ésta a una o méas de estas formas conocidas.

Competencias especificas

* Determinar una funcion primitiva.

* Discernir que método puede ser mas adecuado para resolver una integral dada y
aplicarlo.
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2.1 Integracion: tres recursos

U Introduccion En esta unidad vamos a resumir el estudio de antiderivadas que empezd en la

unidad 1, en donde mostramos superficialmente cémo obtener antiderivadas de una funcién f.
Recuerde que una integral definida

f f)dx = Fx) + C

es una familia F(x) + C de antiderivadas de la funcién f; es decir, F estd relacionada con f por el
hecho de que F'(x) = f(x). De esta manera, a la derivada de una funcién especifica (sen x, cos x,
¢, In x, etc.) corresponde una integral indefinida anédloga. Por ejemplo,

d et :
2,508 X = —senx implica Jsenxdx = —cosat G

I Tablas La TABLA21.1 que se muestra a continuacion es una version ampliada de la tabla 1.4.1.
Puesto que resume en notacién integral indefinida todas las derivadas de la regla de la cadena de
las funciones estudiadas en un curso de célculo diferencial, referiremos las entradas de la tabla
2.1.1 a formas familiares o bdsicas. El objetivo de esta unidad consiste en evaluar integrales que,
en su mayor parte, no caen en ninguna de las formas proporcionadas en la tabla.

La tabla 2.1.1 es sélo la punta de un iceberg enorme; los manuales de referencia solian
incluir cientos de férmulas de integracién. Al final de este texto proporcionamos una tabla mds
amplia de férmulas de integracién. Como de costumbre, en ambas se usa notacién diferencial.

Si u = g(x) denota una funcién diferenciable, entonces la diferencial de u es el producto
du = g'(x) dx.

TABLA 2.1.1

Férmulas de integracién

Integrandos constantes
1. Jdu=u+€ 2. Jkdu=ku+C
Integrandos que son potencias
MH-H Ao 1
s L2 = — o — — — -+
3 Iu du n+l+c (n+ —1) 4, |u  du ud” Infu| + C
Integrandos exponenciales
5: Je“ du=e"+C 6. [a,” du = La“ (&
Ina
Integrandos trigonométricos
7. Jsenudu:—coqurC 8. Jcosudu=senu+C
9, Jsec2 udu=tanu+ C 10. Jcsc:2 udu = —cotu + C
11. Jsecutan udu=secu + C L2 [Cscucotudu=—cscu+c
13. [tan udu = —Infcosu| + C 14. Jcotudu =Inlsenu| + C
15. Jsec udu =1Infsecu +tanu| + C 16. Jcsc udu =Inlcscu — cotul + C

(continiia)
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Integrandos hiperbdlicos
17 Jsenhudu =coshu + C 18. Jco%h udu = senhu + C
19. J sech’ udu = tanh u + C 20. J csch®* udu = —cothu + C
21, Jsech utanh udu = —sechu + C 22, Jcsch ucothudu = —cschu + C
Integrandos algebraicos
23. J—I— du =sen 2 + ¢ ' 24, J en =t
a: = Lt2 a a’ —+ u a a
1 1 _qlu
25.J du—secil—‘—kc 26.[ =lnlu+ Vid+d| +C
uVu* — g 4 & Via® + u?
27.J e 28.J du—in““" +C
u2 = a a 261
29.Jzl zdu:iln”““" £ 30.J du=—11
2= 2a " |luta N a
2
31.J bRl ek Mol
uNVa + i’ a u

Aunque estas formulas de integracion se han designado como familiares o bdsicas, tal vez
usted observe que puede no estar familiarizado con algunas de ellas, especialmente las férmulas
17-22 'y 26-31. Debido a que los profesores a veces prestan poca atencion a las funciones hiper-
bolicas, se le sugiere revisar (o, en caso de ser necesario, estudiar por primera vez) este tipo de
funciones. Las férmulas 26-31, que semejan a las férmulas 23-25, son las formas de integral inde-
finida de las férmulas de diferenciacion para las funciones hiperbélicas inversas combinadas con
el hecho de que toda funcién hiperbélica inversa es un logaritmo natural.

I Técnicas de integracion En las siguientes secciones, las integrales que analizaremos no pue-
den clasificarse como una simple forma familiar como [u" du, [¢" du o [sen u du. A pesar de
ello, la tabla 2.1.1 es importante; a medida que avance en esta unidad, necesariamente se le haré
referencia a esa tabla. Una gran cantidad de integrales puede evaluarse al ejecutar operaciones
especificas sobre el integrando —denominada técnica de integracién— y reducir una integral
dada a una o mds de las formas familiares en la tabla. Por ejemplo, no es posible evaluar [In x dx
al identificarla con cualquiera de las formulas de integracién en la tabla 2.1.1. No obstante, en la
secci6n 2.3 veremos que al aplicar una técnica de integracién, [In x dx puede evaluarse en pocos
segundos al usar la derivada de In x junto con la férmula [ en la tabla.
Para efecto de repaso, se solicita al lector que trabaje los problemas en los ejercicios 2.1. Por
medio de una sustitucién u idénea, cada problema puede hacerse corresponder con una de las
férmulas en la tabla 2.1.1.
Pero ni una tabla, sin importar cuén grande sea, ni las técnicas de integracién, sin importar
lo poderosas que sean, consmtuye un remedio para todos los problemas de integracién. Mientras
algunas integrales, como [e¢* dx, desaffan por completo a las tablas y técnicas de integracién, #f En la seccién 1.5 se indicé que
otras s6lo parecen desafiar tales recursos. Por ejemplo, la integral [¢*** sen 2x dx no aparece ~ Una funcion continua f puede no
. , . P . - . tener una antiderivada que sea
en ninguna tabla pero es posible evaluarla por medio de una técnica de integracién. El problema e e
aqui es que no resulta evidente de forma inmediata cudl técnica puede aplicarse. Algunas veces
se espera que ¢l lector proporcione algunas ideas para replantear un integrando en una forma més
receptiva para una técnica de integracién.

I Tecnologia Unas palabras sobre tecnologfa: si usted no ha trabajado con un sistema algebrai-
co computarizado (SAC) como Mathematica, Maple, Derive o Axiom, debe corregir esta defi-
ciencia lo mds pronto posible. Un sistema algebraico computarizado es un programa extremada-



www.FreeLibros.me

58 UNIDAD 2 Métodos de integracion

mente sofisticado diseniado para realizar una amplia gama de operaciones matematicas simbéli-
cas como dlgebra normal, dlgebra matricial, aritmética con niimeros complejos, resolver ecua-
ciones polinomiales, aproximar raices de ecuaciones, diferenciacion, integracién, graficado de
ecuaciones en dos o tres dimensiones, resolver ecuaciones diferenciales, manipular funciones
especiales ya contempladas en el SAC, etcétera. Si usted piensa convertirse en un estudiante
serio de matemdticas, ciencias o ingenierfa, entonces una ayuda ideal para sus clases tedricas y
précticas (asi como para su carrera futura) serfa contar con una computadora portitil equipada
con un programa como Mathematica, Maple o MATLAB. También verifique en los laboratorios
de matemdticas de su departamento de matemdticas o fisica; las computadoras que ahi encuen-
tre indudablemente cuentan con uno o mds de estos programas.

A medida que conozca y se sienta cémodo al usar un SAC, tal vez se interese en investigar
sitios en la web como:

http://scienceworld. wolfram.com
http://mathworld.wolfram.com

Wolfram Research es el desarrollador del sistema computacional de dlgebra Mathematica.

“ DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-3.

= Fundamentos

En los problemas 1-32, use una sustitucién « y la tabla 2.1.1
para evaluar la integral dada.

1. JSS*'dx

oed

11.

13.

15. JLﬁ 16. sz\/(l — x% dx

3 — 50>

17. Jsec 3x dx 18. J’E csc 2x dx
1
2. J dx -1
VX 19, jM dx 20. J
Vae N 2 (1+ xz)tan Vs
4 J cose xe o o [ SEH ¥ o “ 0t J’ cos(In 9x)
" )1+ costx
6. s el dx 23 x—3 o 24. b o
\/m il x tanh x
3. J s=ndlenger e 25. Jtan 2x sec 2x dx 25; Jsen X sen(cos x) dx
25 + 4x°
10. j i o 2 Jsen xcsc(cos x) cot(cos x) dx 28. Jcos x csc?(sen x) dx
25 + 4x?
1 29. [(1 + tan x)*sec’® x dx 30. f
12 J—z\/i dx J( 2 x(In X)2
xVidx + 25 s J o 5 ik J
14. Jx csetxl dx Tl e 1+

2.2 Integracion por sustitucion

I [ntroduccion En esta seccidn se ampliard la idea de sustitucién u presentada en la seccidn
1.4, donde esta sustitucion se us6 bsicamente como ayuda para identificar que una integral era
una de las férmulas de integracién familiares como [u” du, [du/u, [e" du, etcétera. Por ejem-
plo, con la sustitucion « = In x y du = (1/x) dx reconocemos que

(In x)’ R >
J 3 dx es lo mismo que Ju du.
Usted debe comprobar que [x*V2x + 1 dx no se ajusta a ninguna de las 31 férmulas de inte-
gracion de la tabla 2.1.1. No obstante, con ayuda de una sustitucion es posible reducir la integral
a varios casos de una de las férmulas en la tabla 2.1.1.

El primer ejemplo ilustra la idea general.



www.Freelibros.me 5 o
2.2 \ntegracion por sustitucion 59

(AS\ KoM Uso de una susfitucion u
Evalie Jx’\/zx + 1 dx.

Solucién  Si se hace u =2x + 1, entonces la integral dada puede replantearse en términos de la
variable u. Para ello, observe que

: du,

1
XZE(M—D, dX—E

Xt = %(u - 1)’ = %(ul —2u+ 1)y Vax+1=u"

Al sustituir estas expresiones en la integral dada se obtiene:

I 1
Jf\/’_)_r + ldlr = H(.u2 — 2u+ 1)1,,1%2%@,
| e i

es decir,

J.x2v2x+ 1 dx

oo | —

J(uq — 2u + Du'? du

1, sp 3/ P tres aplicaciones de 1
e 2 = 2.’,{"2 4+ 4l/? <« lres aplicaciones de la
8 & ') du férmula 3 en la tabla 2.1.1

= ;J(?u'fﬂ = %HS/'E 4 Z’uhn) 4+ (C < ahora se vuelve a sustituir para u
3

B T L 5/2 1Y 3/2
28(2x + 1) 1O(Zx + 1) + 12(2)( il S
Usted debe comprobar que la derivada de la Gltima linea en realidad es x*V2x + 1. o

La eleccion de cudl sustitucién usar, en caso de haber alguna, no siempre es evidente. En
general, si el integrando contiene una potencia de una funcién, entonces una buena idea consis-
te en intentar que u sea esa funcion o potencia de la funcién en si. En el ejemplo 1, la sustitu-
cién alternau = V2x + 1 0 = 2x + 1 lleva a la integral diferente ; [(1 — u*)u’ du. La ulti-
ma puede evaluarse al desarrollar el integrando e integrar cada término.

=8]3\" /Mo 8 |so de una sustitucion u

1
Evalie: |G i)
J 1 bavx
Solucién Sea u = Vx de modo que x = u” y dx = 2u du. Entonces
1 1
i 2u du
,( 1+ Ve J L+ u 7
= 2 du < ahora se usa divisién larga
1o
= o 2 dis - formulas 2 y 4
1+ u en la tabla 2.1.1
=2u —2In|l + u| + C < sevuelve a sustitir para u
=2vx —2In(1 + Vx) + C. u

E Integrandos que contienen una expresion cuadratica Si un integrando contiene una expre-
sién cuadritica ax” + bx + ¢, completar el cuadrado puede producir una integral que sea posi-
ble expresar en términos de una funcidn trigonométrica inversa o una funcién hiperbélica
inversa. Por supuesto, también es posible que integrales mds complicadas produzcan otras fun-
ciones.
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(=S Me 8 Completar el cuadrado

S 3
x>+ 6x + 18

Evalie J

Selucién  Después de completar el cuadrado, la integral dada puede escribirse como

ﬁTiii_ﬂzjﬁiiﬁ_ﬂ
x°+ 6x + 18 s =3 +9

Ahora, si ¥ = x + 3, entonces x = u — 3 y dx = du. En consecuencia,

x+4 el 5, e S, ik )
= dx = = du « divisién término a término
- F6xF I8 u + 9

=J7u dqule du
u +9 =t

Lkl s S L 5, o formulasdy24
2>+ 9 w4+ 9 enlatabla2.1.1

—ﬁmf+%+lmﬁﬁ+c

3 3

1 2 ISR E e
=i [ 3 S0+ an w
:%ma1+m+1&+%mﬂ£§§+c. =

El siguiente ejemplo ilustra una sustitucién algebraica en una integral definida.

S IZHe RN Una integral definida

e
X

2
T ex+ 1
EvdﬁeJ‘———————dL
b V3x + 2

Solucion  Siu = 3x + 2, entonces

x:%(u—Z), dx:ldu,

3
6x+1=2w—2)+1=2u—-3yV3x +2=uh
Puesto que se cambiard la variable de integracién, es necesario convertir los limites de integra-
=7

cién x en limites de integracién u. Observe que cuando x =0, u =2 y cuando x =2, u = 8. En
consecuencia, la integral original se vuelve

2 8
65 1 =31 :
J —— dx = = du <+ de nuevo diyisién término a término
0

V3x + 2 Tl

8
J (guw — 1[”3) du
s 3

= 2 53 i 2/3) -
(5” ok i

_2_s_§_q_@.m_§_u) ;
_Q - 22 52 22 S
=%~%Qm+%ﬁm21mm. "

Se pide que el lector vuelva a trabajar el ejemplo 4. La segunda vez use u = ¥3x + 2.
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J' Notas pEsDE ELAULA

i) Cuando trabaje los ejercicios presentados en esta umdad 1O Se preocupe dema31ad0 si
no siempre obtiene la misma respuesta que se proporciona en el texto. Al aplicar técni- O
cas diferentes al mismo problema es posible obtener respuestas que parecen diferentes.

- Recuerde que dos antiderivadas de la misma funcién pueden diferir cuando mucho por
una constante. Intente conciliar los conflictos que se presenten.
if) Tambi€n podria ser de utilidad en este punto recordar que la integracién del cociente de
dos funciones polinomiales, p(x)/g(x), suele empezar con divisién larga si el grado
de p(x) es mayor que o igual al grado de g(x). Vea el ejemplo 2.
iiz) Busque problemas que sea posible resolver con métodos previos.

mnESARROLLE SU COMPETENCIA

2.2 Integracion por sustitucion 61

Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-4.

=Fundamentos

En los problemas 1-26, use una sustitucién para evaluar la-

integral dada.

4 Jx(x + 1) dx

=

W

(Zx =t L)tV =55y

]

aar )
3x—4)3
\/}

—_

(x— 1)4

2 =7 i

23. =
B D 2 )

|
- [o&
N
3
Jv&
= J\/T \
ol =
Ve
|
Y
e

2x 45

257 J;dx
16 — 6x — x°

En los problemas 27 y 28, use la sustitucion u =

lvar la integral.

1
20— Y
JW—\%E

Z.szgidx :
=t 1)

4. [P — DV2x + 1dx

;_—‘

Vx2 + 4
16.*2{+ 12dx
(x=2T)

18. 1 dx
-1

22 f\fr\/l + tVidt

6x — |
Wy B dx
C‘_gj\ﬁl,ﬁ%-ﬁbc—!- 10

dx — 3

26. [
V11 + 10x — 2

dx

18 para eva-

6
28. j3—\/_de
|

En los problemas 29-40, use una sustitucion para evaluar la
integral definida dada.

1 0
29, fxv5x+4dx 30. Jxv3x+]dx
0 -1
16 9
1 Xi—
. L e B
Jl 10 + Vx L\&H >
9 =, 0 3
33, J She 34, J e
| C |
1 4
1
35. J 1 — Vi)l dx 36. de
Hise 2 L+ VA)
8 64 1/3
il 5%
. | =T
1 6
39. sz(l—x)sdx 40, J s
i VX + 4

En los problemas 41 y 42, use una sustitucién para establecer
el resultado dado. Suponga x > 0.

¥ X Vi x
41. J'ldr—#ldr 42. J ldz ljldr
1 1t s 2 !

= Repaso de aplicaciones

43. Encuentre el drea bajo la grificade y = sobre el
intervalo [0, 1].
44. Encuentre el drea acotada por la graficade y = x*Vx + 1

y el eje x sobre el intervalo [ —1, 1].

X+ 1

45. Encuentre el volumen del sélido de revolucién que se
forma al girar la regidn acotada por las grificas de y =
1

\f+1

46. Encuentre el volumen del sélido de revolucién que se forma
al girar alrededor del eje x la regidn en el problema 43.

=0, x=4y y=0 alrededor del gje y. ‘

en el

47. Encuentre la longitud de la grifica de y = 3
intervalo [0, 9].

48. La ecuacién diferencial de Bertalanffy es un modelo
matematico para el crecimiento de un organismo donde
se supone que el metabolismo constructivo (anabolismo)
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del organismo procede en razén proporcional al drea
superficial, mientras el metabolismo destructivo (catabo-
lismo) procede en razén proporcional al volumen. Si
también se supone que el drea superficial es proporcional

donde A y B son pardmetros positivos. A partir de esta
ecuacion puede concluirse que el tiempo necesario para
que tal organismo aumente de peso desde w; hasta w,
estd dado por la integral definida

a la potencia dos tercios del volumen y que el peso w del
organismo es proporcional al volumen, entonces es posi-

W 1
T= T dw.
ble escribir la ecuacién de Bertalanffy como hw AWY" — Bw
dw

B Evaltie esta integral. Encuentre un limite superior sobre
— = Aw"° — Bw . ;
dt 3 cudnto puede crecer el organismo.

2.3 Integracion por partes

I Introduccion En esta seccion desarrollaremos una férmula importante que puede usarse a
menudo para integrar el producto de dos funciones. Para aplicar la férmula es necesario identi-
ficar una de las funciones en el producto como una diferencial. Recuerde que si v = g(x), enton-
ces su diferencial es la funcién dv = g'(x) dx.

¥ Integracion de productos Puesto que deseamos integrar un producto, parece razonable
empezar con la regla de diferenciacidn del producto. Si u = f(x) y v = g(x) son funciones dife-
renciables, entonces la derivada de f(x)g(x) es

LUWE] = R0 + 5 . M)

A su vez, la integracién de ambos miembros de (1),
d
ng-{f(x)g(x)] dx = J Jx)g'(x) dx + fg(X)f’(x) dx

0 fglx) = ff(x)g'(x) dx + Jg(x)f '(x) dx,

produce la férmula

J f0g'(x) dx = f(x)g(x) — J 2 f'(x) dx. ()
La férmula (2) suele escribirse en términos de las diferenciales du = ) deydv = g'x)dx:

J udv = uv — Jv du. 3)

El procedimiento definido por la férmula (3) se denomina integracién por partes. La idea esen-
cial detrés de (3) es evaluar la integral [u dv mediante la evaluacién de otra, que se espera sea
mds simple, integral [v du.

Directrices para la integracién por partes

* El primer paso en este proceso de mta:gracmn por partes consta en la elec:cmn e
integracion de dv en la integral dada. Como cuestion practica, la funcién dv suele
ser el factor mas complicado en el producto que puede integrarse usando una de las
férmulas basicas en la tabla 2.1.1.

« Elsegundo paso es la diferenciacion del factor reatante u en la integral dada. Luego_

se forma
se diferencia
udv = uv — |vdu.
se integra

» El tercer paso, por supuesto, es la evaluacion de [v du.
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Algunas veces los problemas de integracién pueden efectuarse aplicando varios métodos.

En el primer ejemplo. la integral puede evaluarse por medio de una sustitucién algebraica (sec-
cién 2.2) asi como por integracién por partes.

Uso de (3)

Evalie J

X
———— %
Vie il

Selucion Primero, la integral se escribe como

fx(x = DE

A partir de esta dltima forma vemos que para la funcién dv hay varias opciones. De las posibles
opciones para dv,

dv=(x+1)"2dy, dv=xdr o dv= dx

€scogemos

dv=fr+t¥de v u=x

Luego, por integracién de la férmula 3 en la tabla 2.1.1 encontramos

v = J(x + 1) V2dx = 2(x + D2 o Cuando se integra dv no se
oy , requiere minguna constante de
Al sustituir v = 2(x + 1)"? y du = dx en (3) se obtiene integracin.

u dv u v v du

—»ﬂ/ﬁ‘T“\ e T
x(r+ D dx=%-20 + D2 — |2x + D2 ax

: 2 2 5 la formula 3
=2 + 2 _ = 4+ 1)32 &+ se uso la formula 3
Sl 2 3(x D £ " enla tabla 2.1.1

= 2x(x + D2 — %(x F AP,

Comprobacién por diferenciacion. Para verificar el resultado precedente se usa la regla del
producto:

i 12 ﬁ 3/2 = l —1/2 192415 ﬂ £ é 1 1h1/2
dx<2x(x+l) ae PO = 2 S 1) Sl 3 3T 1)

= x(x + )72 + 2(x + DY — 2x + 1)
X

=—x 1- |

La clave para que la integracién por partes funcione consiste en hacer la eleccién “correc-
ta” de la funcidn dv. En las directrices antes del ejemplo 1 se afirmé que dv suele ser el factor
més complicado en el producto que puede integrarse de inmediato por medio de una férmula
conocida de antemano. Sin embargo, esto no puede tomarse como una regla estricta. Conside-
rando que la opcidn “correcta” para dv que se ha hecho a menudo se basa en retrospectiva prag-
matica, ;la segunda integral [v du es menos complicada que la primera integral [u dv? ; Es posi-
ble evaluar esta segunda integral? Para ver qué ocurre cuando se hace una eleccién “mala”, de
nuevo se considerard el ejemplo 1, aunque esta vez se escoge

dv = xdx y u=(x+ 1)~
de modo que v = %xz y du = —%(x + 1) dx.

En este caso, al aplicar (3) se obtiene

JJC(x e %xz(x el e isz(x ke )RAP dx.
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Aquf la dificultad es evidente: la segunda integral [v du es més complicada que la original -
Ju dv. La selecci6n alterna dv = dx también conduce a un callején sin salida.

EJEMPLO 2 BRVELNG[NE)

Evaliie ij In x dx.

Solucion De nuevo, hay varias opciones posibles para la funcién dv:
dv=Inxdx, dv=xdx o dv= dx (4)

Aungue la eleccién dv = In x dx es indudablemente el factor més complicado en el producto
x” In x dx, esta opcién se rechaza porque no coincide con ninguna férmula en la tabla 2.1.1. De
las dos funciones restantes en (4), la segunda es la més “complicada”, de modo que se escoge

dvi=xde y u=Inx,
entonces v =X y du = ;dx.
Asf, por (3),
3 & Loy Livigr gl R
xInxdr=Inx-—x"— |=x"-=dx <« sesimplifica el integrando
4 47 x
=lx4h'1x—l x> dx « seintegrax’
4 4 S
s e AL Sle g
=" In x 16~ = ]

Uso de (3)

Evalde [x tan ™~ x dx.

Solucién La eleccién dv = tan”'x dx no es prudente, puesto que no es posible integrar de
inmediato esta funcidn con base en un resultado previo conocido. Asi, escogemos

dv=xdx y u=fan 'x
y se encuentra v y = —1
2 1 + %
En consecuencia, con (3) se obtiene
U dv u v v du
T T R Wy e Ny
. = Ishs 1
(tan ' x) (x dx) = (tan”'x) =x%> — [ =x%- dx. « se simplifica el integrando
J 2 2 1 +x?

Para evaluar la integral indefinida [x* dx/(1 + x?), usamos la divisién larga (vea el ejemplo 7
de la seccién 1.3). Por tanto,

e i e |
than xdx—axtanlx—a 1—1_{“12 dx

el MR s Ry
~2xtan X 2x+2tan x+ C. B

I Integraciones sucesivas Un problema puede requerir integracidén por partes varias veces
consecutivas. Como regla, integrales del tipo

fp(x) sen kx dx, Jp(x) coskxdx y Jp(x)e"-‘ dx, (5)
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donde p(x) es un polinomio de grado n = 1y k es una constante, requieren integracién por par-
tes n veces. Ademds, una integral como

Jx*(ln X)" dx, (6)

donde de nuevo n es un entero positivo, también requiere n aplicaciones de (3). La integral en el
ejemplo 2 es de la forma (6) con k=3 yn=1.

SEVIHNe S Uso de (3) dos veces consecutivas

Evalie J'xz CoSs x dx.

Solucién La integral [x* cos x dxes la segunda de tres formas en (5) con p(x) =x" y n=2. En
consecuencia, (3) se aplica dos veces consecutivas. En la primera integracién se usa

dv=cosxdx 'y u =t

de modo que v = senx y du = 2x dx.

Por tanto, (3) se vuelve

se requiere integracién por partes

&
sz cos xdx = x*senx — ZJx sen x dx. @)

La segunda integral en (7) es la primera forma en (5) y sélo requiere una integracién por par-
tes, puesto que el grado del polinomio p(x) = x es n = 1. En esta segunda integral se escoge
dv=senxdxyu=x:

sz cosxdx = x% senx — Z[X(*cos x) — [(—cos x) dx]

férmula 8 en

) =
=x“senx + 2x cos x QJCOSde‘_latablaz.l.i

=x*senx + 2xcosx — 2senx + C. (8) ™

El resultado en (8) puede obtenerse con un atajo sistemético. Si consideramos la integral en
el ejemplo 4 como [f(x)g'(x) dx donde f(x) = x* y g'(x) = cos x, entonces podemos mostrar las
derivadas y la integral en un arreglo:

f(x) y sus g'(x) y sus
derivadas integrales
e it cos x

2x\

\ sen x
2 \ —Cos x
0 —sen x

Luego formamos los productos de las funciones unidas por las flechas y sumamos o restamos un
producto segiin el signo algebraico:

sz cos x dx = +x*(sen x) — 2x(—cos x) + 2(—sen x) + C.

El dltimo cero en la columna de las derivadas indica que ya no es necesario integrar mas g'(x);
los productos de ese punto son cero.

Esta técnica de integracion sucesiva por partes funciona para todas las integrales del tipo mos-
trado en (5) y se denomina integracién tabular. Para una integral como [x*e > dx podriamos
escoger f(x) =x'y g'(x) = ¢ ~. Usted debe comprobar que con integracién tabular se obtiene

S [kt LS T fle e
4 _—2x :H e S bRtk o o vl S 7% e 2x
Jxe dx +x( 28 > 4x (46 )+ 12x< 88 ) 24x(-—16e )+24( 3¢ )+C

oo RS o s D e
= 2xe xe zxze er 4e S 2

65
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I Despeje de integrales Para ciertas integrales, una o més aplicaciones de la integracién por
partes puede resultar en una situacién en que la integral original aparece en el miembro derecho.
En este caso el problema de evaluar la integral se completa al despejar 1a integral original. El
siguiente ejemplo ilustra la técnica.

SN S\IJKe BN Despeje de la integral original

Evalie J sec’ x dx.

Solucion Al examinar la integral no se observa ninguna eleccién evidente para dv. No obstan-
ey e . 2 . -
te, al escribir el integrando como el producto sec® x = sec x - sec” x, identificamos

dv = sec’ x dx y 1 = sec x

de modo que v

tan x y du = sec x tan x dx.

Por (3) se concluye que
Jsecsx dx = sec x tan x — Jtanz X sec x dx

identidad trigonométrica
para tan® x

sec x tan x — J(secz x — 1)sec xdrx «

= sec x tan x + Jsecxdx = Jsec%cdx

Vea (18) en la seccién 1.4 para P
la evaluacion de la integral
[ sec x dx. También, vea la
f6rmula 15 en la tabla 2.1.1. En la dltima ecuacién despejamos [sec’ x dx y sumamos una constante de integracion:

= sec x tan x + In|sec x + tan x| — [secq x dx.

ZJ sec’ x dx = sec x tan x + In|sec x + tan x|

y asi Jsec3 Ty = %sec x tan x + %ln |sec x + tan x| + C. &
Integrales del tipo
J e sen bx dx y Je‘“ cos bx dx 9

son importantes en ciertos aspectos de matemdticas aplicadas. Estas integrales requieren dos

aplicaciones de la integracién por partes antes de recuperar la integral original en el miembro
derecho.

I Je R Despeje de la integral original

Evalde Jel‘ cos 3x dx.

Solucién  Si se escoge

dv = e dx y u = cos 3x,
entonces v = %ez‘( y du = —3 sen 3x dx.

Luego, la férmula (3) de integracion por partes proporciona

Jezx cos 3x dx = %ezx cos 3x + %Jeh sen 3x dx.
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A la integral destacada en color le aplicamos de nuevo integracién por partes con dv = ¢* dx y
it =8en 3x:

2x 2 e l 2x | i l 2x _— l 2x
Je cos 3x dx — e cos Fct 2[28 sen 3x Jze (3 cos 3x) dx
e a8 SR
= Ee“ cos 3x + Zez‘ sen 3x — ZJ@"‘ cos 3x dx.

Al despejar [e™ cos 3x dx de la tiltima ecuacién se obtiene

]‘_3 2x 71 2 ; 9
4Je cos3xdx—2e c093x+4e sen 3x.

Después de dividir entre 2 y fijar una constante de integracién obtenemos

Jezx cos 3xdx = %ez"' cos 3x + %el" sen3x + C. |

Al evaluar las integrales (e™ sen bx dx y [e™ cos bx dx no importa cudles funciones se
escojan como dv y u. En el ejemplo 6 escogimos dv = e™ dx y u = cos 3x; se le solicita volver
a trabajar este ejemplo usando dv = cos 3xdxy u = .

B Integrales definidas Una integral definida puede evaluarse usando integracién por partes
como sigue:

(el

b b b
Jf(x)g’(x) dx = f(x)g(X)} = J &) f'(x) dx.

Por conveniencia, la ecuacién anterior suele escribirse como

b B b
J udv = uv} — J v du, : (10)

a a

donde se entiende que los limites de integracidn son valores de x y las integraciones en las inte-
grales se llevan a cabo con respecto a la variable x.

AEVIGEA Area bajo la grafica

Encuentre el drea bajo la gréfica de f(x) = In x sobre el intervalo [1, e].

Solacion  Por la FIGURA 2.3.1 vemos que f(x) = 0 para toda x en el intervalo. Por tanto, el drea A
estd dada por la integral definida

A= J In x dx.
1
Al escoger dv = dx y u = Inux,
1
entonces v=x y du = ; dx.
Por (10) tenemos
€ e _‘
Av—ipiniy V= | w-—dx
1 1 X

=x1nx] de
1 1
xlnx] —x]

1 1

elne—Inl —e+1=1.

AquiusamosIne=1yIn 1 =0. B

23 Integracion por partes 67

FIGURA 2.3.1 Area bajo la
grifica en el ejemplo 7
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“JESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-4.

= Fundamentos

En los problemas 1-40, use integracién por partes para evaluar

la integral dada.

1. me dx 2 Jj‘\/_:j dx
3. Jln dx dx 4. Jln{x+ 1) dx
5. Jx In 2x dx 6. J'xl"'z In x dx
e A
9. J(ln 17° dt {10. J(r In 1) dt
11. [sen 12. sz tan'x dx
13. )6.433)L dx 14. J_rzei' dx
15. que“” dx 16. ‘[xse‘ dx
17, | 2ot ax 18. J P dx
19. Jr cos 8t dt 20. J;\ senh x dx
21, ‘xz sen x dx 22. Jx cosf " dx
23. rx3 cos 3x dx 24. Jx“ sen 2x dx
JP /
25, . e* sen 4x dx 26. J' cos 5x dx
27. ’6_26 cos 6 df 28. J sen Bx dx
29; rf9 sec @ tan 6 db 30. Je cos &' dt
31. Jsenx cos 2x dx 32. Jcosh x cosh 2x dx

33, |OVE +4dx 34.

(£ + 1)2

il

3 x sec xdx

cse® x dx 38.

x tan’® x dx

35. Jsen (Inx) dx 36. ‘[cos x In(sen x) dx

39. J'l sec? x dx 40.

En los problemas 41-46, evaltie la integral definida dada.

41.

43.

45.

2 1
Jx In(x + 1) dx 42. J In(® + 1) dx
(] 0

4
f xe % dx
K

1
J tan” ! x dx
o

44. J e cos x dx

V2/2
46. J cos”! xdx

0

= Repaso de aplicaciones

47.

48.

49.

51.

52.

53,

33,

56.

517,

Encuentre el drea bajo la grafica de y = 1 + 1n x sobre el
intervalo [e71, 3].

Encuentre el drea acotada por la grifica de y = tan ' xy
el eje x sobre el intervalo [—1, 1].

La regién en el primer cuadrante acotada por las graficas
dey=Inx, x=5y y=0 gira alrededor del eje x. Encuen-
tre el volumen del sé6lido de revolucién.

. Laregién en el primer cuadrante acotada por las graficas

dey=¢", x=0y y=3 gira alrededor del eje y. Encuentre
el volumen del sélido de revolucion.

La regién en el primer cuadrante acotada por las grificas
dey=senxyy=0,0=x= m, gira alrededor del eje
y. Encuentre el volumen del sélido de revolucidn.
Encuentre la longitud de la grafica de y =
el intervalo [0, w/4].

Encuentre el valor promedio de f(x)
el 'intervalo 1021

In(cos x)' sobre

= tan”'(x/2) sobre

. Un cuerpo se mueve en linea recta con velocidad v(f) =

¢’ sen t, donde v se mide en cm/s. Encuentre la funcién
posicién s(r) si se sabe que s =0 cuando 1 = 0.

Un cuerpo se mueve en linea recta con aceleracién
a(t) = te” ', donde a se mide en cm/s>. Encuentre la fun-
cidén veloc1dad v(f) y la funcién posicion s(7) si v(0) = 1
y s(0) =

Un tanque de agua se forma al gn‘ar la region acotada por
las grificas de y=sen wxy y = 0,0 = x = 1, alrededor
del eje x, que se toma en la direccion hac1a abajo. El tanque
contiene agua hasta una profundidad de § pie. Determine el
trabajo realizado para bombear toda el agua hasta la parte
superior del tanque.

Encuentre la fuerza provocada por la presion de un liqui-
do sobre un lado de la placa vertical que se muestra en la
FIGURA 2.3.2. Suponga que la placa estd sumergida en agua
y que las dimensiones estdn en pies.

superficie

(0; 1

FIGURA 2.3.2 Placa sumergida en el problema 57
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58. Encuentre el centroide de la regién acotada por las grafi-
casdey=senx,y=0yx = 7/2.

En los problemas 59-62, evaliie la integral usando primero
una sustitucion seguida de integracion por partes.

59, r—m_iw_‘
1

N dx 60. Jxev“' dx

_ 61. Jsen Vix 2 dx 62. J cos V7 dt
0

En los problemas 63-66, use integracién por partes para esta-
blecer la formula de reduccién dada.

63. J(ln x)"dx = x(In x)" — n f(ln 2% Ldx

sen" !xcosx  n— 2
64. Jsen”xdx =e S0l S ChS N e L jsen” 2 xdx
n n
1 _cos" 'xsenx , n—1 i
65. [cos"xdx = 4 cos" “xdx
2 n n
sec” Zxtanx n—2 5
66. Jsec”xdx= g W= | e Pk

En los problemas 67-70, use una férmula de reduccién para
los problemas 63-66 para evaluar la integral dada.

67. jsﬁm3 x dx 68. Jsec4 xdx

69. [ cos® 10x dx 70. Jcos“ % ey

71. Use el problema 64 para demostrar que para n = 2,

el
n

7f2 /2

j Sefln s — J sen’ % xdi

0 0

72. Demuestre c6mo el uso repetido de la férmula en el pro-
blema 71 sirve para obtener los siguientes resultados:

/2 7 1:3:5--.(n—1)
a) JO sen de_fl——_—z-ci-é---n :
nparyn =2

funciones trigonométricas 69

/2
b) J sen™xidx =
0

nimparyn =3

2:4:6---(n—1)
8557 ooom

/2
73. Use el inciso a) del problema 72 para evaluar J sen® x dx.

0
/2

74. Use el inciso b) del problema 72 para evaluar [ sen’ x dx.

0

= Piense en ello

En los problemas 75-82, la integracién por partes es algo mds
desafiante. Evaliie la integral dada.

75. Jei" tan” ' e dx 76. J(sen‘1 x)% dx

x 2,
7 jdex 78, J*“—de
(x + 1) (x + 22

79. Jxe"" sen x dx

81. JIn(x + Va2 + 1)dx .

80. Jxex cos 2x dx
82. Je * dx

= Problemas con calculadora/SAC

83. a) Use una calculadora o un SAC para obtener la grafica
de f(x) =3+ 2 sen® x — 5 sen” x.
b) Encuentre el drea bajo la grafica de la funcién dada en
el inciso @) sobre el intervalo [0, 27].

84. a) Use una calculadora o un SAC para obtener las grafi-
casde y=xsenxyvy=xcosx

b) Encuentre el drea de la regién acotada por las grificas
sobre el intervalo [x;, x,], donde x; y x, son las coor-
denadas x positivas correspondientes a los puntos pri-
mero y segundo de interseccion de las gréficas para
x>0,

2.4 Integracion de potencias de funciones

trigonométricas

I Introduccion En la seccién 1.4 vimos cémo integrar sen” x y cos” x. En esta seccién vere-
mos cOmio integrar potencias superiores de sen x ¥y cos x, determinados productos de potencias
de sen x y cos x, y productos de potencias de sec x y tan x. Las técnicas ilustradas en esta sec-

cién dependen de identidades trigonométricas.

I Integrales de la forma [sen” x cos” x dx Para evaluar integrales del tipo

Jsen’” X cos? xdx,

distinguimos dos casos.

(1)
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CASO I: m o n es un entero positivo impar

Primero suponemos que m = 2k + 1 en (1) es un entero positivo impar. Entonces:

» Empezamos por separar el factor sen x de sen®"™ x, es decir, se escribe sen™ ! x = sen** x
sen x, donde ahora 2k es par.

« Usamos la identidad pitagdrica bésica sen’x =1 — cos”x, para volver a escribir
sen®x = (sen?x)* = (1 — cos? x)*.
« Desarrollamos el binomio (1 — cos”x)".
De esta manera es posible expresar el integrando en (1) como una suma de potencias de cos x

multiplicadas por sen x. Asi, la integral original puede expresarse como una suma de integrales,
cada una de la cuales tiene la forma identificable

du

u
Jcosrx senxdx = MJ (cos x)" (—senx dx) = QJ‘MT du.

Si n =2k + 1 es un entero positivo impar en (1), entonces el proced1m1ento es el mismo, excep-
to que escribimos cos*! x = cos® x cos x, usamos cos® x=1— sen’ x, y escrlblmos la integral
como una suma de integrales de la forma

u du
e -
sen’ xcos xdx = | (senx) (cos xdx) = Ju’ du.

Observamos que el exponente » no necesita ser un entero.

EEYEEEE Caso |l de la integral (1)

Evalde Jsen5 x cos” x dx.

Selucién Empezamos por escribir la potencia de sen x como sen’x = sen’* x sen x:

JsenS xcos® xdx = {cos2 x sen® x sen x dx
= J'COS2 x(sen® x)? sen x dx « reemplace sen® x por 1 — cos® x

cos?x(1 — cos® x)*sen x dx

JCOS il — coslx + cos x) sen x dx < seescribe como tres integrales
u ut du u® du
/'—’F\ e e f—"—\ e /—’W ey
—| (cos x)? (—sen x dx) + 2 | (cos x)*(—sen x dx) — | (cos x)"(—sen x dx)

H

= e = +.C. #
3 Cos x 5 Cos™ X 7 COs" X @

20 Caso | de laintegral (1)

Evalte J sen’ x dx.

. i g e . 2
Solucién  Como en el ejemplo 1, volvemos a escribir la potencia de sen x como sen” x sen x:

Jselﬁ xdx J sen’ x sen x dx

J(I — cos” X) sen x dx

Jsenxdx + J(cos XP(—sen x dx)

1
—cos x + gcos3x + C. o

Il
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=SSR Caso | de laintegral (1)

Evaltie Jserﬁ x cos® x dx.

Solucién  En esta ocasién volvemos a escribir la potencia de cos x como cos?x cos x:

Jsen4 xcos’ xdx = [sen4 x cos® x cos x dx

Jsen BilE= sen” X) cos x dx < se escribe como dos integrales
u® du
/—-’“—-\ e e ey
J (sen x)* (cos x dx) — f (sen x)® (cos x dx)
*lsen x—lsenx+C E
5 7

CASQ Il: my n son ambos enteros no negativos pares

Cuando m y n son enteros no negativos pares, la evaluacién de (1) depende de las identidades
trigonométricas

Sen X cos x = %sen 2x, sen’x = %(1 —.¢052%),, LCOS2H = %(1 + cos 2x). (2)

En la seccién 1.4 vimos las dos tltimas identidades como las formas dtiles para las férmu-
las de la mitad de un dngulo para el seno y el coseno.

Uso de las identidades (2) en la integral (1)

Evalie Jsen2 x cos® x dx.

Solucién  La integral se evaluard en dos formas. Empezamos por usar las férmulas segunda y
tercera en (2):

Jsen2 xcos® x dx = J (1 — cos 2x) - %(1 + cos 2x) dx

(1 — cos? 2x) dx

tercera identidad en (2)

2
1
Z 1 e _(1 +cosdx) |dx < con x sustituida por 2x

(—;— = %cos 4x) dx

1
X 32sen4;rc-i— (4

Solucidn alterna  Ahora usamos la primera férmula en (2):

Jsen2 xcos® xdx = J(sen x cos x)? dx

1 2
= J(ESf:n 2x> dx

il
4
El resto de la solucion es igual gue antes. |

J% (1 — cos 4x) dx.
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Uso de las identidades (2) en la integral (1)
Evaliie Jcosi'x dx.

Solucién Empezamos por volver a escribir cos”* x como (cos® x)* y luego usamos la tercera iden-
tidad en (2):

Jcosi' X dx— J'(cos2 x)? dx

— J[%(l + cos 2x)}-dx

=5 lJ'(l ol e 2t c052 2x) I . seusa la tercera 1‘°.é’rmula en (2)
4 por segunda ocasion

=§{[1 + 2c052x+%(1 +cos4x)}dx

Sl (2 gk ) '
4J 2+20052.x+2cos4x dx

el ol
= 8“ + 4sen2x+ 3,25E:n4)c+ e [ ]

I Integrales de la forma [tan™ x sec” x dx Para evaluar una integral que implique potencias
de la secante y la tangente,

Jtan’” x sec” x dx, (3)

consideramos tres casos. El procedimiento en los dos primeros casos es semejante al caso [ para
la integral (1) en el sentido de que a partir del producto tan™ x sec” x descomponemos un factor
para que funcione como parte de la diferencial du.

CASO I: m es un entero positivo impar

Cuando m = 2k + 1 es un entero positivo impar en (3), 2k es par. Entonces:

2k+1

« Empezamos por separar el factor sec x tan x a partir de tan™" x sec” x, es decir, escri-
2t

bimos tan xsec’ x =tan>* x =sec” ! x sec x tan x, donde 2k ahora es par.
+ Usamos la identidad tan” x = sec” x — 1 para volver a escribir
tan®* x = (tan® x)* = (sec” x — 1),
. . 2
« Desarrollamos el binomio (sec® x — 1),

De esta manera es posible expresar el integrando en (3) como una suma de potencias de sec x
multiplicada por sec x tan x. Ahora, la integral original puede expresarse como una suma de inte-
grales, cada una de las cuales tiene la forma identificable

u di
/——’_\/‘—"l——_‘\ s
(sec x)'(sec x tan x dx) = | u” du.

EEIEENE Caso | de la integral (3)

Evalie Jtarﬁx sec’ x dx.

Solucién Al escribir tan® x sec’ x = tan® x sec® x sec x tan x, la integral puede escribirse como
dos integrales que pueden evaluarse:

Jtan3 xsec’ xdx = Jtam2 x sec’ x sec x tan x dx

= J(sec'2 Tee=i)) sec® x sec x tan x dx
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u® du u® du
J(sec x)® (sec x tan x dx) — J(sec x)®(sec x tan x dx)

s, I
_ — o = .
gsec X ,’,sec v ol O

CASO II: n es un entero positivo par

Sea n = 2k un entero positivo par en (3). Entonces:

Empezamos por separar el factor sec® x de sec? x tan” x, es decir, escribimos sec? x tan™ x =
2
sec”® ™ x tan™ x sec? x.
: 5 2 2 T
* Usamos la identidad sec” x = 1 + tan” x para volver a escribir

sec P r—(sec’ ! = (1 ttan® 0" L.

* Desarrollamos el binomio (1 + tan® x)* ',

De esta manera es pOSIble expresar el integrando en (3) como una suma de potencias de tan x

multiplicadas por sec’x. Asf, la integral original puede expresarse como una suma de integrales,
cada una de la cuales tiene la forma identificable

u

e /——’L
J (tan x)'(sec® x dx) = Ja du

RSV NeRy S Caso Il de laintegral (3)
Evalie J‘V tan x sec” x dx.

Solucién  Volvemos a escribir el integrando usando sec® x = sec? x sec? x:

j Vtan x sec* x dx

f(tan x) 2 sec? x sec? x dx

J(tan 0'2(1 + tan? x) sec? x dx

2
u'/? du wl? du

e ey ey
J' (tan x)'/? (sec? x dx) + J (tan x)*? (sec® x dx)

= %(tan x)¥? + %(tan 072+ C B
CASOlll: mes par y n es impar

Finalmente, si m es un entero positivo par y # es un entero positivo impar, escribimos el inte-
grando de (3) en términos de sec x y usamos integracién por partes.

Caso |1l de la integral (3)

Evalde Jtan2 X sec x dx.

Soluciéon Al escribir

Al
2
Jtan2 xsec xdx = f(seczx — 1) sec x dx
= Jse&x dx — Jsec x dx
encontramos dos integrales que ya fueron evaluadas:
1 1 S
Jsec3x dx = 5 sec x tan x + 5 In|sec x + tan x| + C,, (4) o Para el resultado en (4). vea ¢

ejemplo 5 en la seccién 2.3

Para (5), vea (18) en la seccién

Jsec xdx = Injsec x + tan x| + C,. B A
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Al restar los resultados en (4) y (5) se llega al resultado deseado:

2 ].
Jtan“x sec xdx = —sec xtan x —

Integrales del tipo

1
b C -
> zln\se.t)~+tanx{+c . B
Jco{”' xcsc"xdx (6)

se manejan de manera andloga a (3). En este caso usamos la identidad csc® x = 1 + cot” x.

“ DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-4.

= Fundamentos

En los problemas 1-40, evaliie la integral indefinida. Observe
que algunas integrales no caen, hablando estrictamente, en
ninguno de los casos considerados en esta seccién. Usted
debe evaluar estas integrales aplicando métodos previos.

1/ J(sen 0% cos x dx 2 Jcos4 5x sen Sx dx

3. Jcos3 xdx 4, Jse;ﬁ 4x dx
r :
5. |sen’tdt 6. Jcosf tdt
7. | sen®x cos®x dx 8. Jsen5 2x cos’ 2x dx
N
% sen* 1 dr 10. J'cosf’ 8 do
[ i cos® x
11. |sen”x cos”xdx 12. S A
J sen” x
13. Jsen4 x cos* x dx 14. |sen? 3x cos® 3x dx
(15./ Jtan3 2t sec* 2t dt 16. |(2 — Vianx)* sec’x dx
oA J
17, Jtanzx sec’ x dx 18. | tan® 3x sec® 3x dx
3 -1/2 3 X 3 X
19. Jtan x(sec x) /< dx 20. Jtan 5 sec’s dx
21. [mn3 x sec’ x dx 22, Jta\n5 x sec x dx
23 J'Secﬁxdx 24. J 14 dx
cos* x
25. qus2 X cot x dx 26. Jsen x sec’ x dx

..z-y{cotmx csct x dx 28. {(1 + cse? 1) dr
sec'(li & 3Vt cos®

55, Jsecs( )dr 30. /ym/\/} cos* V1 i
a1t =-12) t

N

31. J(l + tan x)* sec x dx 32. [tan x + cot x)* dx

o

33 Jtarﬁ x dx 34. Jtan5 x dx

357 )ébé ¢ dr 36. Jcscs ¢ dr

37. J(tanéx — tan®x) dx 38. Jcot 2x csc™? 2x dx
39. J'x sen’ x% dx 40. Jx tan® (x?) sec?(x?) dx

En los problemas 41-46, evalde la integral definida dada.

/2
41. J sen® 8\ cos @ df

a2
42, J sen” x cos’ x dx
/3 0

44. J sen® x cos® x dx

g/

43. J' sen’ 2t dt
0

/4 /3
45. J tan y sec* y dy 46. J tan x sec”’? x dx
0 0

En los problemas 47-52, use las identidades trigonométricas

Sen mx cos nx = %[sen(m + n)x + sen(m — n)x]

sen mx sen ax = %[cos(m — n)x — cos(m + n)x]

COS MX COS nx = %[cos(m — n)x + cos(m + n)x]
para evaluar la integral trigonométrica dada.

o
47. Jsen x cos 2x dx 48. Jcos 3x cos 5x dx
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49, Jsen 2x sen 4x dx 50. J'S—_SJIE dx

sec 6x

7/6“ a2 3 1
i by J cos 2x cos x dx 52. J sen—x sen—x dx
0 0

2 2

53. Demuestre que

i :
0, m#*n

f senmxsennxdx—{ g =

—ar *

54. Evalue J Sen mx cos nx dx.

ST

= Repaso de aplicaciones

En los problemas 55 y 56 se proporcionan las graficas de
flx) = secz(x/ 2) (problema 55) y f(x) = sen’x (problema 56).
Encuentre el volumen del sélido de revolucién que se obtiene
al girar la regidén R acotada por la funcién de f sobre el inter-
valo [ —m/2, 7/2] alrededor del eje indicado.

Shi#Hl ejety:

y=sec” (x/2)

v aw

2 2
FIGURA 2.4.1

56. Larectay=1;

- - X
1 o

2 2
FIGURA 2.4.2 Regidn en el problema 56

57. Encuentre el drea de la regién R acotada por las grificas de
y=sen’xy y = cos’x sobre el intervalo [ —3/4, m/4].
Vea la FIGURA 2.4.3,

2.5 Integracion por sustituciones trioomamEiiiEe 75

FIGURA 2.4.3 Grdficas para el problema 57

58. La gréfica de la ecuacion r =|sen 46 sen 5 & [l == 25
encierra una regién que es un modelo matemuim s a
forma de una hoja de castafio. Vea la FIGURA 244, &
mostrar que el drea acotada por esta grifica
A= %J‘Oz "r? d. Encuentre esta drea. [Sugesamui Wse
una de las identidades dadas en las instrucciomes i s

problemas 47-52.]
| ! *

Hojas de castafio

¥

FIGURA 244 Regi6n en el
problema 58

= Problemas con calculadora/SAC

59. Use una calculadora o un SAC para obtener las gra
de y =cos’x, y = cos’x y y = cos’ x sobre el interwalin
[0, 7r]. Use las graficas para conjeturar los valores de L
integrales definidas

w m m
J cos® x dx, J cos’xdx 'y J cos’ xdx
0 0 0

60. En el problema 59, ;cudl cree que es el walior i
I cos™ x dx, donde n es un entero positivo g s
muestre su conjetura.

-

2.5 Integracion por sustituciones trigonométricas

I Introduccion Cuando un integrando contiene potencias enteras de x y potencias enteras de
{ Ve NV R oGBS Raen ) 48]

podemos evaluar la integral por medio de sustituciones trigonométricas. Los tres casos que con-
sideramos en esta seccion dependen, a su vez, de las identidades pitagoricas fundamentales escri-
tas en la forma:

1 —sen’d = cog i@l tan’ 8 = sec”f . .y sec’d — 1 = tan® 6.
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Vea los formularios bdsicos |3
para un repaso de las funciones
trigonométricas inversas.

www.FreeLibros.me

El procedimiento para una integral indefinida es semejante al andlisis en las secciones 1.4 y 2.2:

» Hacer una sustitucién en una integral.
« Después de simplificar, efectuar la integracién con respecto a la nueva variable.
» Volver a la variable original por resustitucion.

Antes de proceder, se hardn corresponder la sustitucién trigonométrica y los radicales en (1).

Directrices para las sustituciones trigonométricas

Para integrandos que contienen

» Va’>—u?a> 0,seau = asend,donde —7/2 =6 = 7/2.

» Va*+u'a> 0,seau=qtan 0,donde —7/2 < 6 < /2.

0=60<w/2, siu=a
= s = = -
Vi a,a > 0,seau asecﬂ,donde{ﬂ_/2<egm -

|

En cada caso, la restriccién impuesta sobre la variable 6 es precisamente la que acompaifia a la
funcién trigonométrica inversa correspondiente. En otras palabras, si queremos escribir 6 =
senﬁl(u/a), etcétera. Ademds, con ayuda de las identidades anteriores, cada una de estas sustitu-
ciones produce un cuadrado perfecto. Con la restriccién sobre # para las sustituciones u = a sen ¢
y u = a tan @, la raiz cuadrada puede tomarse sin recurrir a valores absolutos. Como verd, debe
tener mas cuidado al usar la sustitucion u = a sec 6.

* Siu = a senf, donde —7/2 = 6 =< 7/2, entonces

Va? — w2 =Va — a?sen 8 = Va1 — sen?8) = Va? cos? § = a cos 6.
e Siu = a tan 6, donde —7/2 < 6 < 7/2, entonces

Va® + u? = Va* + a* tan 6 = V(1 + tan?6) = Va? sec’ 6 = a sec 6.
* Siu=asec donde0 =6 < /20 7/2 < 6 < m, entonces

Vi — a2 = Va? sec? 0 — a® = Via¥(sec? 8 — 1) = Va? tan® 0 = altan ).

Cuando una expresién como V a® — u* aparece en el denominador de un integrando, hay
una restriccién adicional sobre la variable ; en este caso, —7/2 < 6 < /2.

Después de llevar a cabo la integracién en 6 es necesario volver a la variable original x. Si
se construye un tridngulo rectdngulo de referencia, uno donde sen 6 = u/a, tan 8 = u/a, o sec 6 =
u/a como se muestra en la FIGURA 251, entonces las otras funciones trigonométricas pueden

expresarse facilmente en términos de u.
Forma: Ve’ + u” Forma:
u = t?
Sustitucién: u =a sen # Sustitucion: u =a tan 6 Sustitucién: u =a bEL 9

Forma: Va? — i 4
FIGURA 2.5.1 Tridngulos rectdngulos de referencia usados para expresar funmcmes
trigonométricas en términos de una expresién algebraica en u ¥ a

En los dos primeros ejemplos, el integrando contiene la forma radical Va® — u’.

=]\ [e MM Uso de una sustitucion seno

2
Evaltie J)‘i dx.

Vo — 2

Solucién Al identificar u = x v a = 3 se llega a las sustituciones

x =3 sen#f y dx = 3 cos 6 d6,
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donde —m/2 < 8 < /2. La integral se vuelve

x> J 9 sen” 0
———— dyx = | ——————(3 cos B dl) < sesimplifica
[\/9x2 V9 — 9 sen? 6
= 9'(s,en2 0deo.

Recuerde que para evaluar esta tltima integral trigonométrica usamos la identidad de la mitad
del 4ngulo sen” 6 = 1(1 — cos 26):

x QJ
=——————dx— = |(lFscos 28] dd
J\/9—Jc2 2

=gi9fgsen28+c

2 4 3
X
9 9
= 56 — 5sen # cos @ + C. <« férmula del dngulo doble
_ -2
Para expresar este resultado de nuevo en términos de la variable x, usamos sen §# =x/3 y 6 = FIGURA 252 Tridngulo

Sen_l(x/ 3). Luego, por el tridangulo rectingulo de referencia en la FIGURA 252 vemos que rectdngulo en el ejemplo 1

cos 8 =1/9 — 42/3, de modo que

2
J%dngsenl(g)—%x\/9—x2+a ]
— x

=3V [JHe B8 Uso de una sustitucion seno

S
Evalie J—lx—4£- dx.

Solucién Al identificar u = 2x,a = 1 se hace 2x =sen 6, y asi x =} sen 6 y dx =1 cos 6 df.
Entonces

1 — 4x? 1 —sen?6/(1
J dx = J —cos B df ) « se simplifica
5 sen @ 2
cos’ B
sen (9
1 — sen’ 1 —sen” @
e~ d@ <«— Se usa dl\rlﬂlﬂn tf:rmmo a termmo
sen 6
! 2x
= J(csc 0 — sen f) df « formulas 16y 7 en la tabla 2.1.1 i
= In|csc § — cot ] + cos 6 + C. =
FIGURA 253 Tridngulo
En la FIGURA 253 se ha construido un tridngulo rectdngulo para el cual sen 6 = 2x y cos § =  rectingulo en el gjemplo 2

V1 — 4x2. En consecuencia, csc § = 1/sen 8 = 1/(2x) y cot § = cos 6/sen 6 = /1 — 4x2/(2x).
Por tanto, el resultado obtenido al integrar con respecto a 6 puede escribirse en términos de x como

— 42 = L
e s R i .

= dx = In o

Como recordatorio para las habilidades de integracién, se solicita que el lector compruebe
periédicamente que la derivada de la antiderivada que obtuvo es el integrando de la integral ori-
ginal. La derivada de la respuesta final en el ejemplo 2,

U — 2
d[mui +V1-42+C

dx P

A RN
x(—1+V1-43) '

estd antes, no en el integrando en el ejemplo 2. Use dlgebra para resolver la diferencia entre este

resultado y el integrando \/1 — 4x%/x.

2.5 Integracion por sustituciones trigomomEmimE

T
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En los dos ejemplos siguientes, el integrando contiene una potencia entera de la forma radi-
cal Va* + u’

ZEVEEIEN Uso de una sustitucién tangente

; 1
Evalue Jm dx

Soluciéon Observe que el integrando es una potencia entera de V4 i, puesto que
4 + xH? = (\/4 +x ) Luego, cuando u = x, x = 2 tan 0 y dx = 2 sec” 0 df se tiene
\/4 + 5 \/4 sec’f=2secfy(4d+x )3/2 8 sec’ 6. Por tanto,

1 1
— dx = 2 sec’ 6 df
J @ + 2P J T e

= %{cos 6 de

1
3 = gsen (il
FIGURA 254 Tridngulo
rectdngulo en el ejemplo 3 A partir del tridngulo en la FIGURA 254, vemos que s2n 8 = x/\/4 + x2 Por tanto,

J% dx =
4 + x»*?

]S\ Ko l:8 |ongitud de arco

Encuentre la longitud de la graficade y = %xl + 3 sobre el intervalo [0, 1].

L. s = "
4 + x?

P

b
Solucién Recuerde que la férmula para la longitud de arco es L = J V1 + [fi(x)]*dx.
Puesto que dy/dx = x, tenemos a

1
=J /1 + x* dx.
0

Luego, si u = x, entonces se sustituye x tan # y dx = sec” 6 df. Los limites de integracién 6 en la
integral trigonométrica definida se obtienen a partir de los limites x en la integral original:

x=0 O#=tan'0=0
y x=1: 6=tan'1 = /4.

/4
En consecuencia, T— J V1 + tan @ sec’ 8 df
0

/4
f sec’ 6 d6.
0

La integral definida de sec’ @ se encontré en el ejemplo 5 de la secci6n 2.3 usando integracién
por partes:

a4
= (lsec # tan 6 + lln\sec f + tan 9\)
2 D, 0

o T’
— + tan—
sec 21114\

1 T T 1
= —gec—tan— + 2ln 4

3oy Ay
= TVI+3In(V3 + 1) ~ L1478, &

En los dos ejemplos siguientes, los integrandos contienen una potencia entera de la forma
radical Vu® — a*

EEEEEES  Uso de una sustitucion secante
Vxl— 16

x4

Evaltie J dx suponiendo que x > 4,
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Solucién Siu=xyx=4sech, 0=<60=m/2, ydx=4sectan 0 db, la integral se vuelve

Jm JV165e02916

4 dx = 4
256 sec™ 0

(4sec 6 tan A db)
X

&l tan@
16

= =
= 6 do

|2
j sen’

CO

= %J'(sen #)*(cos 6 df)
t= Lsen OrisG:
48
El tridangulo rectdngulo en la FIGURA 255 se construyd de modo que sec 6 =x/4 0 cos 8 = 4/x, por

lo que vemos que sen # =\/x> — 16/x. Debido a que sen’x = \/m /x°, se concluye que
[\/x?‘ — 16 - 0h= 16y

x4 dX:E—x}—'l‘C |

S IJMe R Una integral definida
V-1
Evalie T

=2

dx.

Solucion  Se identifica u=xy a =1y usamos las sustituciones x = sec 6 y'dx = sec 6 tan 6 db.

En este caso suponemos que 7/2 < 6 = 7 puesto que el intervalo de integracién indica que

X = —a, donde —a =—1. Vea la FIGURA 25.6 para una grifica del integrando f(x) = Vx* — 1 /x.
Asi como en el ejemplo 4, obtenemos los limites # de integracion a partir de los limites de

integracién originales:

‘ 27

=

x= =1 6 =sec l(—1) = 7.

_l\/xg—ldx J Vsec? 9 — 1
P ral

= ep T (sec @ tan 6 d6)

= —2: 8 =sec }(—2) =

En consecuencia,J

=5 /3

= J Vtan® @ (tan 6 d8).
27/3
Porque 7/2 < 6 <, tan 6 = 0, Vtan® @ = |tan | = —tan 6, la Gltima integral se vuelve

8 ST o
J Nl J Vtan §(tan 6 d6)
— 27/3

2 X

w
— J tan® @ df <« se usa una identidad trigonométrica
2w /3

— J (sec 9 — 1) dB
: 2m/3

= —(fand— 6)]
2%/3
2
~fo-m-(-vs-2)
- ;
R o =~ —().6849.

La respuesta negativa tiene sentido, puesto que en la figura 2.5.6 vemos que f(x) = 0 sobre el
intervalo [—2, —1]. [ |

2.5 Integracion por sustituciones trigonométricas 79

VEZ=T6

4

FIGURA 255 Tridngulo
rectdngulo en el ejemplo 3

FIGURA 256 Grifica del
integrando en el ejemplo 6
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I Integrandos que contienen una cuadratica Una sustitucién trigonométrica también puede
usarse cuando un integrando contiene una potencia entera de la raiz cuadrada de una expresion
cuadrética ax* + bx + c. Al completar el cuadrado, el radical puede expresarse como una de las
formas:

at =k NVa@+ut o Ve -
Si, por ejemplo, el integrando contiene una potencia entera de
Va2 +4x+7=V3+@x+ 22 /

es necesario identificaru = x + 2,a = \/§, y usar la sustitucién x + 2 = /3 tan 6.

FETEEA Completar el cuadrado

Evalde f—l—— dx.
(R 05V

Solucién Al completar el cuadrado en x, reconocemos que el integrando contiene una poten-
cia entera de a® + u?,

1 1
— dx = dx,
fw+&+ﬁw Jm+@ﬁ#w
donde u=x+4 y a=3. Al usar las sustituciones x + 4 = 3 tan 8 y dx = 3 sec’ 6 df encontramos
f dx = f 3 sec’ § df
G2+ Bx 2572 [9 + 9 tan® §]%?

1 [sec?@
= — df
& J' sec’ ¢

L
= 9Jcos 6 de

VTN, 5 B
GFaFY e

= ésen@ R

3 3
FIGURA 25.7 Tridngulo El examen del trigngulo en la FIGURA 257 indica cémo expresar sen 6 en términos de x. Se con-

tectangulo en el ejemplo 7 cluye que

s +C= +C. "

G+ 8x + 252 IN/(x+ 42 +9 9V/x? + 8x + 25

J dx 1 x+4 x+4

Integrales de la forma

J;*%du, [Q—du y J ! du

Vil + o e e

pueden evaluarse rapidamente por medio de sustituciones trigonométricas. Al analizar la tabla
2.1.1 de formulas integrales vemos que cada una de estas formulas es un logaritmo. Pero
quienes tienen una buena memoria deben reconocer que €stas son las formas integrales
indefinidas de las férmulas de diferenciacién para tres de las funciones hige_rb\élicas inversas:

o enh [ £} = = 0 —dﬂ;osilﬂ(ﬂ) 1.
dx’ aj iR T da L ady al /[, g

Toda funcién hiperbélica inversa puede expresarse como un logaritmo nataral.
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“ DESARROLLE SU COMPETENCIA

2.5 Integracidn por sustituciones trigonométricas 81

Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-5.

= Fundamentos

En los problemas 1-38, evalie la integral indefinida dada por
medio de una sustitucién trigonométrica cuando asi conven-
ga. Usted debe evaluar algunas de las integrales sin una susti-
tucidn.

3 4. J\/mdx
s, dx 6 f (1 — x?)2
7. | V1 - K dx 8. fﬁ L
/o, (x2_4)3 10. f(9gx2)3f2
1. | V2 + 4dx 12. [ X
25 + x2
: 1
‘/13 Sy 14. Jﬁdx
2 xm 5 16, |5
17, —— 18. L—;\/Jr:x’m
|
5
|

>,
(9 =2 XQ)J/A
23. 24,
(1 -+ 22
Vis. 26.
(o )“2
27, dx 28.
Va2 + 2x + 10
V29, dx 30.
o2 + 6x + 137
ol s e - St . v
2
2
33, i 34,
2+ 4x+ 13
35. | = i o & 36.
X
\[37 \V 6x — x°dx 38.

¢
Jvr=
G
|+
Jee
|
fe=—
=
e
J{\/ﬁ
"o -y
e
[
=
[ sy
|
e
|
|

En los problemas 39-44, evaliie la integral definida dada.

1 V3 2
39. J V4 — x?dx 40. J = A
—1

—1 4—)(2
= 1

42. '{ /)5
(Vs s VG |

12 ;
44, J (1 + ¥ V2 gx
0

S
1
41. | ————a
JG (x> + 25)2 .

6/5
43. J —m—dx
1 x4 — 22

En los problemas 45 y 46, use integracién por partes seguida
de una sustitucién trigonométrica.

45, sz sen”' x dx 46. Jx cos™ x dx

= Repaso de aplicaciones

47. Use una calculadora o un SAC para obtener la grifica de

;. Encuentre el drea bajo la grafica sobre el
V3 + x?

intervalo [1, \@]
48. Use una calculadora o un SAC para obtener la grafica de

vy = x*V1 — x% Encuentre el drea bajo la grifica sobre
el intervalo [0, 1]. '

49. Demuestre que el drea de un circulo dado por x> + y? = a?

es ma’.

50. Demuestre que el drea de una elipse dada por a’c> +b%?
= a’b’ es wab.
51. La regi6n descrita en el problema 47 gira alrededor del
R % Bt 2ovwhuren i sido de tevotadion.
52. Laregion en el primer cuadrante acotada por las gréficas
- ) :
dey— —"— x=2vy y =0 gira alicdedor del 'eje x.
4itix
Encuentre el volumen del sélido de revolucion.

53. Laregion en el primer cuadrante acotada por las graficas
de y= x\/4 + x* x=2y y=0 gira alrededor del eje y.
Encuentre el volumen del sélido de revolucién.

54. La regi6n en el primer cuadrante acotada por las graficas

el

Encuentre el volumen del sélido de revolucidn.

dey= x =1y y=0 gira alrededor del eje y.

55. Encuentre la lon 1& de la grafica de y = In x sobre el
intervalo {1, \ff

56. Encuentre la Iongltud de la grifica de y = —ix® + 2x
sobre el intervalo [1, 2].

57. Una mujer, M, empezando en el origen, se mueve en la
direccion del eje y positivo jalando una masa a lo largo de
la curva C, denominada tractriz, indicada en la FIGURA
258. La masa, que inicialmente estd sobre el eje x en
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(a, 0), es jalada por una cuerda de longitud constante a
que mantiene durante todo el movimiento.

superficie -
@) Demuestre que la ecuacion diferencial de la tractriz es ’
dy .. a’ — x°
dx X x : (1,0

b) Resuelva la ecuacion en el inciso a). Suponga que el
punto inicial sobre el eje x es (10, 0) y que la longitud
de la cuerda es a = 10 pies. 2.0

¥

FIGURA 2.5.10 Placa sumergida en el problema 59

60. Encuentre el centroide de la regién acotada por las gréfi-

—l—,yZO,xZny= V3.

1+ x2

casde y=

= Piense en ello

(a, 0)
FIGURA 258 Tractriz en el problema 57

61. Evalde las siguientes integrales por medio de una sustitu-
cidn trigonométrica idénea.

58. La regién acotada por la gréﬁca de (x — a)P + y* = r, a) J; T b) J\ TR L
r < a, gira alrededor del eje y. Encuentre el volumen del Ao —]
solido de revoluci6n o toroide. Vea la FIGURA 253. 62. Encuentre el 4rea de la regién en forma creciente som-

breada en la FIGURA 25.11. La regién comprendida fuera del
circulo de radio a pero dentro del circulo de radio b,
a # b, se denomina luna.

Vv

z = % 2
| x—al~Fy =r

FIGURA 259 Toroide en el problema 58

59. Encuentre la fuerza del fluido sobre un lado de la placa
vertical mostrada en la FIGURA 25.10. Suponga que la
placa estd sumergida en agua y que las dimensiones estin
en pies. FIGURA 25.11 Luna en el problema 62

2.6 Fracciones parciales

I Introduccién Cuando se suman dos funciones racionales, por ejemplo g(x) = 2/(x + 5) y
h(x) = 1/(x + 1), los términos se combinan por medio de un denominador comun:

S L ) el 1 (x+5
g(xHh(x)x+5+x+1_x+5(x+1)+x+l<x+5)' i

Al sumar los denominadores en el miembro derecho de (1) obtenemos la funcién racional simple

I dx
s S )

Ahora suponga que es necesario integrar la funcién f. Por supuesto, la solucién es evidente: usa-
mos la igualdad de (1) y (2) para escribir

3x £ i A 1 1o "
J(x+5)(x+1)dx—‘HXJrS—{—x_’_1}dx—21nix+5|+lnx B C
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Este ejemplo ilustra un procedimiento para integrar ciertas funciones racionales f(x) = p(x)/
g(x). Este método consiste en invertir el proceso ilustrado en (1); en otras palabras, empezamos
con una funcién racional —como (2)— y la separamos en fracciones componentes mds simples
gx) =2/(x+5) y h(x) = 1/(x + 1), denominadas fracciones parciales. Luego evaluamos la
integral término a término.

I Fracciones parciales El proceso algebraico para separar una expresién racional, como (2),
en fracciones parciales se denomina descomposicion en fracciones parciales. Por conveniencia
supondremos que la funcidn racional f(x) = p(x)/q(x). g(x) # 0, es una fraccién propia o una
expresion racional propia; es decir, que el grado de p(x) es menor que el grado de g(x).
También supondremos que p(x) y ¢(x) no tienen factores comunes.

En esta seccion estudiaremos cuatro casos de descomposicién en fracciones parciales.

I Factores lineales distintos  El siguiente hecho del dlgebra se plantea sin demostracién. Si el
denominador g(x) contiene un producto de n factores lineales distintos,

(C‘!l"C T bl)(a2x =l bE) - (alvx =+ bn)a

donde las a; y by, i=1, 2, . . ., n, son nimeros reales, entonces es posible encontrar constantes
reales unicas C;, C,, ..., C, tales que la descomposicién en fracciones parciales de
fx) = p(x)/g(x) contienen la suma

CI CZ Cn

+ o —
apy by apx b a4 b,

En otras palabras, la descomposicion en fracciones parciales que se ha supuesto para f contiene
una fraccién parcial para cada uno de los factores lineales a;x + b;.

AN Factores lineales distintos

g 2x+ 1
Evalie J—(x = dx.

Solucién  Se establece la hipétesis de que el integrando puede escribirse como

Pop 1=l - i -
(e = Dix-E 3 w0l - yof 3

Al combinar los términos del miembro derecho de la ecuacion sobre un comun denominador
obtenemos

D -0 D At 3) Bl
G- D&x+3 (x— D+ 3)

Puesto que los denominadores son iguales, los numeradores de las dos expresiones deben ser
idénticamente iguales:

2o = Ak o B)skaBls = 1) 3)
Puesto que la dltima linea es una identidad, los coeficientes de las potencias de x son los mismos

‘L—igualesﬁ
2x+ 12 = (A + B)x + (34 — BXX°

iguales
y en consecuencia,
2=A+B
1=3A—-B. (4)
Al sumar las dos ecuaciones obtenemos 3 =44, de modo que encontramos A = 2 Luego, al sus-

tituir este valor en cualquier ecuacién de (4) obtenemos B-= 2. Por tanto, la descomposicién en
fracciones parciales deseada es

Eo(o8)

2x il b .
= DEE) a1 %

T

+ [in

2.6 Fracciones parciales

83
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En consecuencia,

2o : 3 5
A -
J(x DE L3 dx = J[r 1 =+ }d.x = Inlee—rlle b =lnle =34 € B

I Un atajo que vale la pena conocer Si el denominador contiene, por ejemplo, tres facto-

: 4 —x+ 1 Do - .
res lineales, como en . entonces la descomposicién en fracciones parcia-
BlCoams (o E 30 56)
les aparece como sigue:

L]

it o x ekl W BS0E B o3 skEhe
e i ) (6] x—-l‘x+3 e (o)

Al seguir los mismos pasos que en el ejemplo 1, seria deseable encontrar que el andlogo de (4)
ahora son tres ecuaciones en las tres incgnitas A, B y C. La cuestidn es ésta: mientras mds frac-
ciones lineales haya en el denominador, més grande es el sistema de ecuaciones que habra que
resolver. Hay un procedimiento algebraico que vale la pena conocer porque permite abreviar
algo del dlgebra. Para ilustrarlo, se volverd a la identidad (3). Puesto que la igualdad es cierta
para todo valor de x, se cumple para x = 1 y x = =3, los ceros del denominador. Al hacer x =1
en (3) obtenemos 3 =4A, a partir de lo cual se concluye de inmediato que A = Z. En forma seme-
jante, al hacer x =—3 en (3) obtenemos —5 =(—4)Bo B = 3.

Vea las Notas desde el aula al final de esta seccidn para consultar otro método rdpido para
determinar las constantes.

Va0 Area bajo una grafica

Encuentre el drea A bajo la grifica de f(x) =

1 . 1
e 5, 2|.
=D sobre el intervalo [2, 2]

Solucion El drea en cuestién se muestra en la FIGURA 26.1. Puesto que f(x) es positiva para toda
x en el intervalo, el drea es la integral definida

i 1
mx(}; =)

Al usar fracciones parciales

1
1
I
I
1
1
1
I
I
]
1
|
1
I
I
1
1
1
|
1
1
1
1

1 7A+ B. A+ 1)+ By
S0 | G e O Sl
/\ se concluye que 1 =A(x+ 1)+ Bx. : (5)

FIGURA 26.1 Area bajo la

Al seguir el atajo previo a este ejemplo, vemos, a la vez, que x =0y x=—1 en (5) y obtenemos
grifica en el ejemplo 2

A =1y B=-—1. En consecuencia,

2
Sl = =
A= J] [x G 1} dx = (ln|x| — Injx + 1)}

/2

5l

1/2

x
Xt

= In

2
} =1In2 = 0.6931. =
1/2

I Factores lineales repetidos  Si el denominador de la funcién racional f(x) = p(x)/qg(x) con-
tiene un factor lineal repetido (ax + b)",n > 1, donde a y b son nimeros reales, entonces es

posible encontrar constantes reales dnicas C;, C,, . . ., C, tales que la descomposicién en frac-
ciones parciales de fcontiene la suma
CYl CZ Cn

ax b & (ax + b)* R (s

En otras palabras, la descomposicion en fracciones parciales de f contiene una fraccién parcial
para cada potencia de ax + b.

==\ Ke M= Factor lineal repetido

-2
Bvaliie JM
(Eihiye
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2.6 Fracciones

Selucién La descomposicién del integrando contiene una fraccién parcial para cada una de las
tres potencias de x + 1:

P+2x+4 A B G
= -1,- ’+ A
(x + 1) x+1l  x+1P2 (x+ 1)

Al igualar los numeradores obtenemos
x2+2x+4=A(x+ 1 +Bx+ 1)+ C=A>+QA+Bx+@A+B+C). (6

Observe que al hacer x==1 (el tinico cero del denominador) en (6) obtenemos sélo C = 3. Pero
los coeficientes de x* y x en (6) producen el sistema de ecuaciones

1=A
2= AR

A partir de estas ecuaciones vemos que A = [ y B = (. En consecuencia,

X+ 2+ 4 1 3
== T o= + d
J (x + 1)° 3 HHI (x+1)3}x

i 1 5
_J'LJrl_}_S(erl) E}dx

=In|x+1|-%(x+l)'2+D_ B

Cuando el denominador g(x) contiene factores lineales y también repetidos, se combinan los
dos casos que acaban de considerarse.

SVANIRe RN Factor repetido y factor distinto

Gy
Evalie | ———
i [x}@x -1

Solucién Puesto que x es un factor lineal repetido en el denominador del integrando, la des-
composicion en fracciones parciales que se ha supuesto contiene una fraccién parcial para cada
una de las tres potencias de x vy una fraccién parcial para el factor lineal distinto 2x — 1:

e 18 A n O D

ot v
2 =l ) St Zrads

Después de escribir el miembro derecho sobre un comin denominador, se igualan los numera-
dores:

6x — 1 =Ax"2x — 1) + Bx(2x — 1) + C2x — 1) + Dx° (7)
= (2A + D)x* + (—A + 2B)x> + (=B + 20)x — € (8)

Six=0yx =3en (7), encontramos C = 1 y D = 16, respectivamente. Entonces, al igualar los
coeficientes de x° y x* en (8) obtenemos

0'=24+D

0=—-A+ 2B.
Puesto que conocemos el valor de D, la primera ecuaci6n produce A = —3D = —8. Luego, con
la segunda obtenemos B = 1A = —4. En consecuencia,

Jﬂidx=ﬂ_§_i+l+ 16 }dx
*2x -1 x4 2 2x—1

—8 In|x| + 4x7! —%x_z 8n|2x — 1| -+ B

8 In

Il

——2)(_1’ +4x_1—lx_2+E. &
2 2

O e S
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La palabra irreducible significa » I Factores cuadraticos distintos Si el denominador de la funcién racional f(x) = p(x)/g(x)

que la expresion cuadritica no
se factoriza sobre el conjunto de
los niimeros reales.

contiene un producto de n factores cuadrdticos irreductibles
(alxz == et cl)(azxz + byx + cz) > -(a,,x2 b x b C,,),

donde los coeficientes a;, b; y ¢, i = 1, 2, . . ., n son nimeros reales, entonces es posible encon-
trar constantes reales Unicas A, A, . . ., A, By, B,, . . ., B, tales que la descomposicion en frac-
ciones parciales para f contiene la suma
Ax + B Asx + B, Ax + B
1 1 i 2 2 o 7 n

ax*+bx+c axrtbx+oe ax° + bx + ¢,

En forma andloga al caso en que g(x) contiene un producto de factores lineales distintos, la des-

composicién en fracciones parciales que se ha supuesto para f contiene una fraccion parcial para
cada uno de los factores cuadriticos ax® + bx + c;.

8]3)" [Re A Factor lineal repetido y uno cuadratico distinto
Evalde fiidr.

X+ ox?
Selucién A partirde x* + 9x* = x*(x* + 9), vemos que el problema combina el factor cuadra-
tico irreductible x> + 9 con el factor lineal repetido x. En consecuencia, la descomposicién en
fracciones parciales es

ji e _é+B Cr D

22+9) x ¥ 249

Al proceder como de costumbre, encontramos

X+ 3 = Ax(x* + 9) + B(x* + 9) + (Cx + D)x> ©)
= (A + O)x*+ (B + D)x* + 9Ax + 9B. (10)
Al hacer x = 0 en (9) obtenemos B = 3. Luego, con (10) obtenemos :
0=A+C
0=B+D
1 = 94.
A partir de este sistema obtenemos A =5, C=—1y D = —1. Asise llegaa

+

il 1 1 1
+ TRl S 6 T
ij_jtdxzﬂua J——B}dx
T R Eoox a0
5

1
L e T - S
g J'[er 2 " 1842 1 g 3x2+9}dx

Ev s St BIEanE 6l FIRDS o
91n|x[ X 181n(x +9) gtan 3 +E

el e LT e :
181nx2 Te 3,1 9tan 3 -+ F [ ]

A3V |Ee B Factores cuadraticos distintos
4
1) ’Jx dx
@+ Dx®+ 2x + 3)

Evalie [

Selucién  Puesto que cada factor cuadratico en el denominador del integrando es irreductible,
escribimos

dx =Ax+B+ Cx+ D
W+ D2 +2x+3) ¥+1 P+2c+3
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a partir de lo cual encontramos
4x = (Ax + B)&* + 2x + 3) + (Cx + D) + 1)
=A+Ox’+ @24+ B+ Dw?+ (3A + 2B + C)x + (3B + D).

Puesto que el denominador del integrando no tiene ceros reales, se comparan los coeficientes de
las potencias de x: :

0=A+C
0=2A+B+D
4=3A+28B+ €
0=3B + D.

Al resolver las ecuaciones obtenemos A = 1, B=1, C =—1 y D =—3. En consecuencia,

J 4x ‘HX+1_ x+3

@+ DEE+ 20+ 3) *+1 x*+2x+3

Ahora, la integral de cada término sigue representando un ligero desafio. Para el primer término
en el integrando usamos divisién término a término para escribir

x| 2x b 1

]
= ) 11
2 b S @atn ] P a4
y luego en el segundo término se completa el cuadrado:
o R T L TR 2x + 1) 1 2 X a2)
X*+2x+3 @E+1D*+2 Z2+1)P+2 G+H1P2+2

En los miembros derechos de (11) y (12) identiticamos que las integrales de los términos prime-
ro y segundo son, respectivamente, de las formas [du/uy [du/(u®> + a®). Por iltimo, obtenemos

j 4x o
o2+ D2+ 2x + 3)

_Hl 2x [0 IRl o 2 }dx
21 1l Z2ErElRte Gt (VEP

= lln()c2 + 1)+ tan'x — %ln[(x + 1)+ 21 — \/Etan"l(x i l) + F

D 2
1 2+ 1 x+ 1

=—In| —————— ] + tan 'x — \/itan'() + E. i
2 (xz + 2 3) 2

I Factores cuadraticos repetidos Si el denominador de la funcién racional f(x) = p(x)/q(x)
contiene un factor cuadrético irreductible repetido (ax* + bx + ¢)", n > 1, donde @, b y ¢ son
nimeros reales, entonces es posible encontrar constantes reales tnicas A, A,, ..., A, By, By, ..., B,
tales que la descomposicién en fracciones parciales de f contiene la suma
Ax + B it Ayx + B, Az .8,
ax> + bx + ¢ (ax* + bx + ¢)° (ax* + bx + ¢\

Es decir, la descomposicién en fracciones parciales que se ha supuesto para f contiene una frac-
cién parcial para cada potencia de ax® + bx + c.

EEVETEA Factor cuadratico repetido

xZ
Evallics = = =—dx
(x-+4)
Solucion La descomposicién en fracciones parciales del integrando

% owwdr B G+ D
G- talad g4y

2.6 Fracciones parciales 87
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lleva a X=Ax+BE+4H)+Cx+D
=Ax* + Bx* + (4A + O)x + (4B + D)

y 0=A4 :
1 =B :
0=4A+C
0=4B + D.

A partir de este sistema encontramos A =0, B=1, C=0y D =—4. En consecuencia,

: 1 4
fiz'x zdx:J[ 5 = =\ dx.
=+ 4 x 4. (x+ 4
La integral del primer término es una tangente inversa. No obstante, para evaluar la integral del
segundo término, empleamos la sustitucion trigonométrica x = 2 tan 6:

{ 1 dx:[ 2 sec’0df
(2 + 47 (4 tan® @ + 4
= { sec” 0
8

1J o
df = = | cos“ 0 db
sect 8

1 1 1 > -
= S S e JL 26 | « aqui se usa la férmula
16 J d s 16 (6 2 e ) del 4ngulo doble

1
16(9 + sen 6 cos )

=L[tan'£+ K- gf ol }
167 2 VE+4 Vi2+4a
Sl el 2x

= 16[tan 5 == s 4}.

Por tanto, la integral original es

% 1 [
J(x2+4)2dx—2tan T T()—tan R, +E

B
4n22x2+4E |

Revise la seccién 1.3. - I Fracciones impropias  En cada uno de los ejemplos precedentes el integrando f(x) = p(x)/q(x)

era una fraccién propia. Recordemos que cuando f{x) = p(x)/g(x) es una fraccién impropia, es

decir cuando el grado de p(x) es mayor que o igual al grado de g(x), procedemos con una divi-
sién larga.

S VINeR:] El integrando es una fraccion impropia

3 =
Evalie jzxizxdx
X & Ankta?

Solucién  El integrando se identifica como una fraccién impropia v el numerador se divide
entre el denominador:

B
X 2x 34 5%+ 6

x2+3x+2_ x2+3x+2'

Luego, como el denominador se factoriza como x* + 3x + 2 = (x + 1)(x + 2), el residuo se
descompone en fracciones parciales:

| 4

= AL 7
®2F 3y +9 w1l w2
Con esta informacidn, la evaluacion de la integral es inmediata:

S8
Jx—zx—dx=”x~3+ R

x> +3x+2 Tl sl

:%x2—3x+ln|x+l|+4ln[x+2\+C. |
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| NOTAS DESDE EL AULA

Hay otra forma, denominada método de encubrumento para determinar los coeficientes

en una descomposicion en fracciones parciales en el caso especial cuando el denominador
del integrando es el producto de factores lineales distintos:

px) '
Lisrie=r)—(c—r)

Este método se ilustrard por medio de un ejemplo especifico. A partir del anlisis anterior
sabemos que existen constantes tnicas A, B y C tales que

flo) =

2
X hdy =1 A B @
s e (3
Suponga que multiplicamos por x — 1, que se simplifica y luego se hace x = 1, a ambos miem-
bros de esta dltima expresion. Puesto que los coeficientes de B y C son cero, obtenemos

x4+ dx—1 .
IR e el
Escrito de otra forma,
X+ dx— 1

=A

x=1

Eob

donde sombreamos o cubrimos el factor que se cancela cuando el miembro izquierdo de
(13) se multiplica por x — 1. Este factor cubierto no se evaliia en x = 1. Luego, para obtener

B y C simplemente evaluamos el miembro izquierdo de (13) mientras se cubren, a la vez,
X Dy xing:

e . S B= 1y
=D&t 5
X+ 4x—1 i !
Groo o LS
Por tanto, obtenemos la descomposicién
i e i g bl e
==+ 31 e = | v 9 5 | 3

m DESARROLLE SU COMPETENCIA  |as respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-5.

89

= Fundamentos
la integral dada.

En los problemas -8, escriba la forma idénea de la descom-

En los problemas 9-42, use fracciones parciales para evaluar

posicién en fracciones parciales de la expresion dada. No eva- ] L
: : 9. f=———dx 10. |—————dx
lie los coeficientes. xx —2) x(2x + 3)
x—1 ; 0% =8 x+ 2 J3x+10
1. D = 11. 12.
x> x " (x — 3)2x — 5) fo—x X2+ 2x
3 X 4 22 — 3 1. J' el 14. J
L T x4 ex? x2 — 16 4x? — 25
) =l
S s e el 15J 16J o W
Aty (x+ 2% +x+1) 2%+ 5x + 2 @+ HE*=.1)
2R = L Lot
5 8. 3 —x+ 4 17, Jx + 2x 18, JSx x 1
/(xz+9)2 X2+« - x
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| - 1
19. dx 20.
et Lt B 1 3) & i J(4x2 - Dx+7D
3 iy o2
o [T o > flx 11’
B X+ 2x2
23. Jflz—dx 24. J%—l—— dt
X2 t* + 615 + 972
ZS.szﬁldx. 26.J R
(x + 1) x*(x? — 4)?

27.

28.

29 AT el e

1
(x* — x — 6)(x* —2x—8}
4 i
x4+ 247 x+9dx e s
x>+ 25 FiET — 3) (,1’—!—2)2

3. | ——dx 32.

(x = 1)(x A 2

(x — 1)3(x L 4)

35, 36.

&+ 13x + 36
37.

dx 38.

—oEe S J
Jx +27x
3x2 —x+ 1
(x+1)(x +2)c+2)
+ 12
(x—2)(x2+4x+8) 4

41. th;—x-i_i dx
| (&% + 4Y

39.

40.

J
|
|
|
33. Jm x 34.
J
|
|
|

42. ( -

B 2
Salbe =0 F

En los problemas 43 y 44, proceda como en el ejemplo 7 para
evaluar la integral dada.

T 2 P 2
43. Jx - e St PR inzdx
X+ 8x + 16 (x> + 3)

En los problemas 45 y 46, proceda como en el ejemplo 8 para
evaluar la integral dada. ‘

4 2
= Jx +3x2 + 4
1

a5 L 3
46. Jf 1?’“ dx
i 0

En los problemas 47-54, evalde la integral definida dada.

4 1 [1 1
47.J2—;dx 48. 5 dx
5 A= 6x k5 Jhx=—4
5
sz 1 0 2x+62
Gy Jxe+ 1)
[1 x2
SIJ dx 52. 4—261)6
b X + x? +2x+2 hxt T 8x 16
53, J e AN AR S|
*+ 522+ 6 ‘_1x5+4x4+5x3

www.FreeLibros.me

En los problemas 55-38, evalte la integral definida dada usando
primero la sustitucién indicada seguida por fracciones parciales.

Tad i)
5. Jl—sxka{x; =15
X =

— X*l 3 2=x—1
36'J x+1dx’ 5 x+1

3 1
57, J%dx W=x+1

1
58. | —————dx; b=
J\/;(z e e

= Repaso de aplicaciones

En los problemas 59 y 60, encuentre el drea bajo la gréfica de la
funcién dada sobre el intervalo indicado. De ser necesario, use
una calculadora o un SAC para obtener la gréfica de la funcién.

Sy = —————a
T X 20— ]
60. y = #; [0, 4]

e = D= 7)
En los problemas 61 y 62, encuentre el drea acotada por la
grifica de la funcién dada y el eje x sobre el intervalo indica-
do. De ser necesario, use una calculadora o un SAC para obte-
ner la grafica de la funcidn.
61. y =

x . S
Groa+ay LI

3

62, y=
et 8

sl

En los problemas 63-66, encuentre el volumen del sélido de
revolucion que se forma al girar la regién acotada en el primer
cuadrante por las gréficas de las ecuaciones dadas alrededor
del eje indicado. De ser necesario, use una calculadora o un
SAC para obtener la grifica de la funcién dada.

63.}‘233-_‘3,)6:1,)(:'3,)1:0; eje
64. y = - L x=0,x=2,y=0; ejex
Vix + 1)(x + 4)
65. y = x=0,x=1,y=10; ejey
S e y je )
] )
66 v — - ———r =0, 0= 1. v.=10: ejey

@+ D+ 4

= Piense en ello

En los problemas 67-70, evalde la integral dada haciendo pri-
mero la sustitucién seguida de una descomposicién en frac-
ciones parciales.

COoSs X sen x

67. J 68, Judx
sen’x + 3senx + 2 cos’x — cos®x

t 2t
69. Je; di 70. Jeiadx
(e F1)ier 42) (et F 1
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71. Encuentre la longitud de la grifica de y = ¢" sobre el 73. Aunque para evaluar
intervalo [0, In 2]. [Sugerencia: Evalde la integral empe- b j
zando con una sustitucion.] (= 1)1%x + 1)1 2

puede usarse descomposicién en fracciones parciales,
serfa necesario resolver 20 ecuaciones en 20 incognitas.
Evaltie la integral usando una técnica de integracion mds

72. Explique por qué una descomposicién en fracciones par-
ciales podria ser innecesaria o inadecuada para la integral
dada. Analice cémo es posible evaluar estas integrales.

% 3x + 4 sencilla.
Gy ) > dx , " :
(EE=alhGee 151 x*+ 4 74. ;Por qué larespuesta al problema 53 podria obtenerse sin
3 ningin trabajo?
)J 2)c _dx d)J42x +25x
) SR e e ]

2.7 Integracion aproximada

“§ Introduccién La vida en mateméticas podria ser bastante placentera si la antiderivada de
cualquier funcién pudiera expresarse en términos de funciones elementales como funciones poli-
nomiales, racionales, exponenciales o trigonométricas. Como se analizé en las Notas desde el
aula en la seccidn 1.5, éste no es el caso. Por tanto, el teorema 1.5.1 no puede usarse para eva-
luar cualquier integral definida. Algunas veces lo mejor que podemos esperar €s una aproxi-
macién del valor de una integral definida f: f(x) dx. En esta dltima seccién de la unidad consi-
deraremos tres de estos procedimientos numéricos o de integracion aproximada.

En el siguiente andlisis, de nuevo serd de utilidad interpretar la integral definida [ j f(x) dx
como el drea bajo la grifica de f sobre [a, b]. Aunque la continuidad de f es esencial, realmen-
te no hay ningin requerimiento de que f(x) = 0 sobre el intervalo.

I Regla del punto medic Una forma de aproximar una integral definida es proceder de la
misma manera que en el analisis inicial sobre cémo encontrar el drea bajo una grifica; a saber:
construir elementos rectangulares bajo la grdfica y sumar sus dreas. En particular; se supondrd
que y = f(x) es continua sobre [a, b] y que este intervalo se divide en n subintervalos de la
misma longitud Ax = (b — a)/n. (Recuerde que esta particién se denomina particion regular.)
Una regla de aproximacién sencilla, aunque razonablemente precisa, consiste en sumar las dreas
de » elementos rectangulares cuyas longitudes se calculan en el punto medio de cada subinter-

valo. Vea la FIGURA 2.7.1a).
: D
T

yho¥=rf) g

el TR
I : : : 1 /
£ : i
; o
L /] a7
: ! : T f o
e e i s B
1 ¥ 1 [} (B i X % X \ ]
| a=x x,=h [ x  mp x \L‘\
e Ax |
o a) b)

FIGURA 27.1 Uso de n rectingulos para aproximar la integral definida

Ahora, si m; = (x,; + x)/2 es el punto medio de un subintervalo [x;—;, x;], entonces el drea
del elemento rectangular mostrado en la figura 2.7.1b) es

2. e b
A, = fimy) Ax = f("'Tx") Ax.
Al identificar a = xy y b = x,, y sumar las n dreas, obtenemos

J.}(x) dx %f(xL;_i) Ax +f(le2er) Agias s +f(%_ﬁ) N

Si Ax se sustituye por (b — a)/n, esta regla de aproximacién del punto medio puede resumirse
como sigue:
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FIGURA 2.7.2 Rectdngulos
en el ejemplo 1

Definicion 2.7.1 Regla del punto medio

b
La regla del punto medio es la aproximacién J fx) dx = M,, donde

W ph=ig Xt x ntxn Gt
e L e K ey L

k e Sflmy)
ZEEEE
2 It i

Puesto que la funcidén f(x) = 1/x es continua sobre cualquier intervalo [a, b] que no incluya el

origen, se sabe que f:(l /x) dx existe. Para efectos del siguiente ejemplo, olvide que sabe que
In[x| es una antiderivada de 1/x.

A3V JLe N Uso de (1)

Aproxime J-(l/x) dx por la regla del punto medio paran=1,n=2yn=>5.
1

Solucion Como se muestra en la FIGURA 2.7.2a), el caso n = 1 es un rectdngulo donde Ax = 1.
El punto medio del intervalo es m; = 3 y f(3) = 3. En consecuencia, por (1),

Wy % ~ 0.6666.

Cuando n=2, la figura 2.7.2b) muestra Ax =3, xo =1, x; = | + Ax=3y x, = 1 + 2Ax=2.
Los puntos medios de los intervalos [1, %] y [%, 2] son, respectivamente, m; = 3 y m, = 3, de
modo que f(%) =iyf G) = 2. Por tanto, con (1) obtenemos

114 4
=1+ 4] -0

Fina]mente,paran; 5, i, =4 =il B2 e =) 2 Ax = e =1 SAR=0
Los puntos medios de los cinco subintervalos [1,%], ¢, 2], [Z, 4], £, 2], [2, 2| y los valores funciona-
les correspondientes se proporcionan en la tabla de la derecha. Asi, con la informacién en la tabla
obtenemos

11 13 155 L7 19
En otras palabras, [[(1/x) dx = Mso [}(1/x) dx =~ 0.6919. |

MS:%{E+&+Q+E+Q]==0.6919.

I Error en la regla del punto medio Supongaque !l = fjf(x) dx y que M, es una aproximacién
a [ usando »n rectangulos. El error en el método se define como

E,= | — M,

Por medio del siguiente resultado es posible encontrar una cota superior para el error. Se omite
la demostracion.

Teorema 2.7.1 Cota para el error de la regla del punto medio

Si hay un nimero M > 0 tal que |f"(x)| = M para toda x en [a, b], entonces
S
)3 MG — a)

E,
24 n?

n

()

Observe que esta cota superior para el error £, es inversamente proporcional a n”. Por tanto,
la precision en el método mejora a medida que tomamos cada vez mas rectdngulos. Por ejemplo,
si se duplica el nimero de rectangulos, el error E,, es menor que un cuarto de la cota para el
error para E,,. Asi, vemos que ,}LHC}C.M" =1
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El siguiente ejemplo ilustra cémo Ia cota para el error (2) puede usarse para determinar el
nimero de rectdngulos con los que obtenemos una precisién prescrita.

Uso de (2)

3
Determine un valor de » de modo que (1) proporcione una aproximacion a J (1/x) dx precisa
hasta dos cifras decimales. 1

Solucién La regla del punto medio es precisa hasta dos cifras decimales para los valores de n

2.7 Integracion aproximada 93

para los cuales la cota superior M(b — a)*/24n* para el error es estrictamente menor que 0.005. «f Si se desea una precisién hasta

Para f(x) = 1/x, se tiene f"(x) = 2/x°. Puesto que 7" decrece sobre [1,2], se concluye que
f'(x) = f"(1) = 2 para toda x en el intervalo. Asi, con M =2, b—a = 1, se tiene

A1y
L s o > D e
24 n? 3

Al tomar n = 5 obtenemos la precision deseada. ]

El ejemplo 2 indica que la tercera aproximacion [7(1/x) dx =~ 0.6919 obtenida en el ejem-
plo 1 es precisa hasta dos cifras decimales. Para efectos de comparacién, el valor exacto de la
integral, usando el teorema 1.5.1,

2 2
[idx—]nx] =In2-—1In1=1In2= 06931
1 1

es correcto hasta cuatro cifras decimales. Asi, para n =5 el error en el método E, es aproxima-
damente 0.0012.

I Regla trapezoidal Un método mds conocido para aproximar una integral se basa en la vali-
dez de que es posible obtener una mejor estimacién de I :’ f(x) dx al sumar las dreas de trapezoi-
des en lugar de rectingulos. Vea la FIGURA 2.7.34). Bl 4rea del trapezoide mostrado en la figura
2.7.3b) es h(l, + 1,)/2. Asi, el 4rea A, del elemento trapezoidal mostrado en la figura 2.7.3¢) es

anhin T+ f(xk).

Ay 5

¥ ¥y = fx)

i

< \
== T e e
a) b) c)

FIGURA 2.7.3 Uso de n trapezoides para aproximar la integral definida

Asi, para una particion regular en el intervalo [a, b] sobre el que fes continua, obtenemos

J f’f(x) i, ;f(xl) L TG ;‘f(xz) . ﬁx_ﬂit&

Esta nueva regla de aproximacion se resume en la siguiente definicién después de combinar tér-
minos semejantes y sustituir Ax = (b — a)/n.

Definicion 2.7.2 Regla trapezoidal

b
La regla trapezoidal es la aproximacion J f(x) dx = T,, donde
a

T, = 2 ) + 2) + () + -+ 2fxamr) + Fx)]. @

tres cifras decimales, se usa
0.0005, etcétera.
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k i fG)

0 1 |
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BT i

- 3 3

4 3 3

3 g i

6 2 L

k T o)
0 5 0.7602
1 2 0.6848
2 z 0.6115
3 1 0.5403
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I Error en la regla frapezoidal El error en el método para la regla trapezoidal estd dado por
BN  sdondeilie f: f(x) dx. Como lo demuestra el siguiente teorema, la cota del error
para la regla trapezoidal es casi la misma que para la regla del punto medio.

Teorema 2.7.2 Cota para el error para la regla trapezoidal

Si existe un nimero M > 0 tal que |f"(x)| = M para toda x en [a, b], entonces
M — a)’
= —= = 2

122 @

n

Uso de (4) y (3)

Determine un valor de n de modo que la regla trapezoidal proporcione una aproximacién a

2
J (1/x) dx precisa hasta dos cifras decimales. Aproxime la integral.
1

Selucién Al usar la informacién en el ejemplo 2, de inmediato tenemos:

2(1)°

4D - itios | Yo, ©oes 09 gnay

12n° 3
En este caso se toma n = 6 para obtener la precisién deseada. Entonces, Ax = 1, x, = 1,
=1+ Ax= % coosXg = 1 + 6Ax = 2. Con la informacién en la tabla acompafiante, (3)
proporciona

oo ) ) ) A o

Uso de (4) y (3)

1

Aproxime J cos Vx dx por la regla trapezoidal de modo que el error sea menor que 0.001.
1/2

Solucién La segunda derivada de f(x) = cos Vx es

! (Sei/.\/;c — cos \/)_()
0

4x

f'x)y =

Para x en el intervalo [%, 1] se tiene 0 < (sen \/:?)/\/E =1y0 < cos Vx = 1, y en consecuen-
cia |f"(x)| = 4. Por tanto, sobre el intervalo, [f"(x)| < 3. Asi,con M =y b — a = 1, por (4)
se concluye que deseamos

2=

l)3
(z it
- R RIS SO

Asi, para obtener la precisién deseada es suficiente escoger n =3 y Ax = ¢ Con ayuda de una
calculadora para obtener la informacion en la tabla acompafiante, a partir de (3) encontramos la
siguiente aproximacién para [ I'/zcos Vx dx:

T; = %[cos\/g 2 cos\/g = cos\/é + cos 1] = (.3244. |

Aunque no es evidente a partir de una figura, un método mejorado de aproximacion a una
integral definida [ a” 'f(x) dx puede obtenerse al considerar una serie de arcos parabdlicos en lugar
de una serie de cuerdas usadas en la regla trapezoidal. Es posible demostrar, en ciertas condicio-
nes, que un arco parabdlico que pasa por tres puntos especificos “ajusta” la grafica de f mejor
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que una sola linea recta. Vea la FIGURA 27.4. Al sumar las dreas bajo arcos parabélicos obtenemos
una aproximacion a la integral.

YA y=f(x) Yi y=Ff(x)
arco
parabdlico

arcos parabolicos

a) Un arco b) Tres arcos
FIGURA 274 Ajuste de un arco parabélico a través de tres puntos consecutivos sobre la grifica de una funcién

Para empezar, encontramos el drea bajo un arco de una pardbola que pasa por tres puntos
Po(xo, o), P1(x1, ¥1) ¥ Pa(%5, ), donde x, < x, < X2 ¥y X — Xp = x3 — x; = h. Como se mues-
tra en la FIGURA 2.7.5, esto puede hacerse al encontrar el drea bajo la grificadey = Ax> + Bx + C
sobre el intervalo [ —A, /] de modo que Py, P, y P, tienen coordenadas (=, yg), (0, y;) v (h, y,),
respectivamente. El intervalo [ —h, h] se escoge por simplicidad; el drea en cuestién no depen-
de de la ubicacién del eje y. Al usar el teorema 1.5.1, el drea es

h
[ (Ax* + Bx + C)dx = %{214/12 + 60), (5)
—h
Pero, puesto que la gréfica pasa por (=h, y), (0, y,) y (h, y;), debe tenerse
Yo=AR* —Bh + C (6)
n=C (N
y» = Ah? + Bh + C. (8)

Al sumar (6) y (8) y usar (7), encontramos 2442 = Yo + y2 — 2y,. Por tanto, (5) puede expre-
sarse como

» h
aréa = g()’u + 4y, + w). 9)

I Regla de Simpson Ahora suponga que el intervalo [a, b] se parte en n subintervalos del
mismo ancho Ax = (b — a)/n, donde n es un entero par. Como se muestra en la FIGURA 2.76,
sobre cada subintervalo [x,_,, x,] de ancho 2Ax la gréfica de f se aproxima por un arco de para-
bola que pasa por los puntos P_», P;_; y P, sobre la grifica que corresponde a los puntos fron-
tera y al punto medio del subintervalo. Si A; denota el drea bajo la pardbola sobre [x;,_», x;], por
(9) se concluye que

Ay = A_;L]F(xwz) T 4f0u-y) + flx]l.

Py pardbola de

. N aproximacion
y=f& 5 '/r/* \{ -+

et

a > Ax | b
> PAx e
Yo X X e Mo Ko XXy Xy Xy

FIGURA 2.7.6  Aproximaci6n de la funcién por un arco parabélico

2.7 Integracion aproximada 95

Py(h, ys)

X

- e
FIGURA 2.7.5  Area bajo un arco
parabolico
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Por tanto, al sumar todas las A, obtenemos
b ; .
[ s ~ 00 + 47t + ] + S + 470 + F) -8 5 15, ) + 4 + ).

Esta regla de aproximacién, denominada asi en honor del matematico inglés Thomas Simpson
(1710-1761), se resume en la siguiente definici6n.

Definicion 2.7.3 Regla de Simpson

b
La regla de Simpson es la aproximacién J f(x) dx = §,, donde

a

Sn = b ;la[f(x()) & 4f(xl) & 2f(x2) 1 4f(x3) R Qf(xn—Q) + 4f(xn*i) +f(xn)]' (]0)

De nuevo observamos que el entero 7 en (10) debe ser par, ya que cada A representa el 4rea
bajo un arco parabélico sobre un subintervalo de ancho 2 Ax.

1 Erroren lareglade Simpson Si/= [ j f(x) dx, el siguiente teorema establece una cota supe-
rior para el error en el método E, = |I — S,| usando una cota superior para la cuarta derivada.

Teorema 2.7.3  Cota para el error para la regla de Simpson

Si hay un nimero M > 0 tal que |f™(x)| = M para toda x en [a, b], entonces
M(b — a)’
-

Pt 11
180n* (4

Uso de (11)

2
Determine nn valor de # tal gue (10) pronorcione una gproximacion a [ (1/x) dx precisa hasta
dos cifras decimales. I

Solucién Para f(x) = 1/x, f®(x) = 24/x° y sobre [1,2].f®(x) = f®(1) = 24. Asi, con
M = 24 se concluye de (11) que

24(1)°
W 0005 o nt>3a667
180n 3
y asi n > 2.27. Puesto que n debe ser un entero, es suficiente tomar n = 4. ]

k me | Fom) EJEMPLO 7 Uso de (10)
0 1 ] Aproxime [ (1/x) dx por la regla de Simpson para n =4,
1

1 5 4 :
5 : 5 Solucién Cuando n =4, se tiene Ax = 5. Por (10) y la tabla acompaiiante obtenemos

2 3
3 i 7 = 4 2 4 1
i 2 ! Ss=p|l+alg)+2l5)+4l7) 7|~ 06933 %

En el ejemplo 6, tenga en cuenta que aun cuando se use n =4, la integral definida ff(l /x) dx
se estd aproximando por el drea de s6lo dos arcos parabélicos. Recuerde que con la regla del
punto medio se obtuvo fl""(l /x) dx = 0.6919 con n = 5, la regla trapezoidal proporciond
if 12(1 /x) dx =~ 0.6949 con n =6, y 0.6931 es una aproximacion de la integral correcta hasta cua-
tro cifras decimales.
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En algunas aplicaciones sélo puede ser posible obtener valores numéricos de una cantidad
Q(x); por ejemplo, por medicién o experimentacién, en puntos especificos en algiin intervalo
[a. b] y aun asi ser necesario tener alguna idea del valor de la integral definida fo(x) dx. Aun
cuando Q no esté definida por medio de alguna férmula explicita, sigue siendo posible aplicar la
regla trapezoidal o la regla de Simpson para aproximar la integral.

(A ZTMEA Area de un terreno

Suponga que desea encontrar el drea de un terreno de forma irregular acotado por un camino
recto y la orilla de un lago. Los limites del terreno se indican mediante las lineas trazadas en la
FIGURA 2.7.72). Suponga que la frontera de 1 milla a lo largo del camino se divide, por ejemplo, en
n = 8 subintervalos y que luego, como se muestra en la figura 2.7.7b), se miden las distancias
perpendiculares desde el camino hasta la orilla del lago. Ahora es posible aproximar el drea del
terreno A = fif(x) dx por medio de la regla de Simpson. Con b —a = 1 mi = 5 280 pies, Ax =
(b —a)/n=75280/8 =660y las identificaciones f(x,) = 83, . . . , flxg) = 28, de (10) obtenemos
la siguiente aproximacién para A:

e 6240[83 + 4(82) + 2(96) + 4(100) + 2(82) + 4(55) + 2(63) + 4(54) + 28]

= 386 540 pies>.
Sabiendo que 1 acre = 43 560 pies®, vemos que el terreno mide aproximadamente 8.9 acres.

Considere que
estacurvaesla
grifica de alguna
funcidn y = fix).

Mediciones
en pies

FIGURA 27.7  Orilla del lago en el ejemplo 7

J2 noras pespE ELAULA

i) A pesar de la popularidad de la regla trapezoidal, una comparacién de las cotas de error
(2) y (4) muestra que la regla del punto medio es mis precisa que la trapezoidal.
Especificamente, (2) sugiere que en algunos casos el error en la regla del punto medio

puede ser la mitad que en la regla trapezoidal. Vea el problema 33 en los ejercicios 2.7.

i) En algunas circunstancias, las reglas consideradas en el anilisis previo proporcionan el
valor exacto de una integral fj f(x) dx. Las cotas de error (2) y (4) indican que M. v T

producirén el valor preciso siempre que f sea una funcién lineal. Vea los problemas 31,

32 y 35 en los ejercicios 2.7. La regla de Simpson proporciona el valor exacto de
i ;’ f(x) dx siempre que fsea una funcién lineal, cuadrética o polinomial. Vea los proble-
mas 34 y 36 en los ejercicios 2.7.

iii) En general, la regla de Simpson proporciona mejor precisién que la regla del punto
medio y que la trapezoidal. Asf, ;por qué molestarse con estas dos reglas? En algunos
casos, las reglas del punto medio y trapezoidal producen una precisién que es suficiente
para los efectos del caso en cuestion. Ademds, el requerimiento de que 7 debe ser un
entero par en la regla de Simpson puede evitar su aplicacién a un problema dado.
También, para encontrar una cota de error para la regla de Siinpson es necesario calcu-
lar y luego encontrar una cota superior para Ia cuarta derivada. La expresion para £ (x)

puede, por supuesto, ser muy complicada. Las cotas de error para las otras dos reglas
dependen de la segunda derivada.

2.7 Integracion aproximada

97
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DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-6.

= Fundamentos

En los problemas 1 y 2. compare el valor exacto de la integral
con la aproximacién obtenida a partir de la regla del punto
medio para el valor indicado de n.

4 a6
1. [ (3x* + 2x)dr; n=3 2. J oS dxTr —
1 0

En los problemas 3 y 4, compare el valor exacto de la integral
con la aproximacion obtenida a partir de la regla trapezoidal
para el valor indicado de n.

3.J(x3+1)dx: n=4 4.J-\/x+1dx; n==6
1 o

En los problemas 5-12, use la regla del punto medio y la regla
trapezoidal para obtener una aproximacién a la integral dada
para el valor indicado de n.

o
S.Ja’x; n=>5 n=4
X

£y
6'LBx+1‘b"

il 2
1
7.J'\/Jc2+1dx; n=10 8.[4—dx; n=2>5
0 1 Vi + 1
™ /4
9. J Si&dx; n==6 lO.J tanxdy; n=23
o T AT o

11. J-cos A —06
0

1
12. [ Se;x dx; n = 5 [Sugerencia: Defina f(0) = 1.]
0 y

En los problemas 13 y 14, compare el valor exacto de la inte-
gral con la aproximacién obtenida a partir de la regla de
Simpson para el valor indicado de n.

4 2
13. [ V2 + 1de; n=4 14. J senxdy; n=2
0 0

En los problemas 15-22, use la regla de Simpson para obtener
una aproximacién a la integral dada para el valor indicado de n.

/2 5
15.J L nou 16.J i e
g X 0x+2

cosVxde, n=4
0

1

17.J ] de, n=4 J\/x—l— 1de: n=2
X :

19.J XM o n=6 20J

4
21. J Vi Fxdeln =4 22 J
/4
23. Determine el nimero de rectdngulos necesarios de modo
que una aproximacion a ff‘] dx/(x + 3) sea precisa hasta
dos cifras decimales.

24. Determine el nimero de trapezoides necesarios de modo
que el error en una aproximacién a [ é'ssenz x dx sea
menor que 0.0001.

25, Use la regla trapezoidal de modo que una aproximacién
al drea bajo la grafica de f(x) = 1/(1 + x*) sobre [0, 2]
sea precisa hasta dos cifras decimales. [Sugerencia:
Analice f"(x).]

26. El dominio de f(x) = 10" es el conjunto de nimeros reales
y fix) > 0 para toda x. Use la regla trapezoidal para aproxi-
mar el area bajo la gréafica de fsobre [ —2,2] con n=4.

27. Use la regla de Simpson para determinar n de modo que
el error al aproximar | 13 dx/x sea menor que 10 °. Com-

pare con la n necesaria en la regla trapezoidal para obte-
ner la misma precision.

28. Encuentre una cota superior para el error al aproximar
f; dx/(2x + 1) por la regla de Simpson con n= 6.

En los problemas 29 y 30, use los datos proporcionados en la
tabla y una norma para aproximar la integral definida indicada.

230 2.05 [200 205200 | 225 |2
2. J‘ o by 0 2.30
.05 f(x) |4.91[4.80 | 4.66 |4.413.93|3.58
1.20
30. J f(x) dx;
0
x 00| 01| 02 |04 |06 |08 |09 |1.00[1.20

&) |—0.72|-0.55! —0.16|0.62|0.78 | 1.34 [ 1.47| 1.61| 1.51

31. Compare el valor exacto de la integral [(2x + 5) dx con
la aproximacién obtenida con la regla del punto medio
conn=2yn=4.

32. Repita el problema 31 usando la regla trapezoidal.

33. a) Encuentre el valor exacto de la integral I = fll
& +x7) dx.
b) Use laregla del punto medio con n = & para encontrar
una aproximacion a I.
¢) Use la regla trapezoidal con n = 8 para encontrar una
aproximacioén a I.
d) Compare los errores g = [ — Mg| y Eg = |[I — T|.

34. Compare el valor exacto de la integral [? (x* — x°) dx
con las aproximaciones obtenidas con la regla de Simp-
sonconn=2yn=4.

35. Demuestre que la regla trapezoidal proporciona el valor
exacto de ["f(x) dx cuando f(x) = ¢;x + ¢p, con cp y €
constantes. Geométricamente, ¢ por qué esto tiene sentido?

36. Demuestre que la regla de Simpson proporciona el valor
exacto de [”f(x) dx donde f(x) = e + ex” + cyx + ¢,
con ¢y, ¢, C2 ¥ €3 constantes.
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37. Use los datos mostrados en la FIGURA 278 y la regla de
Simpson para encontrar una aproximacion al drea bajo la
grafica de la funcién continua f sobre el intervalo [1, 4].

YA

St MERh e n S G
i e i e

[}
L
i
t
t
§
l P
1 L5p ANk
FIGURA 2.7.8 Gréfica para el problema 37
38. Use la regla trapezoidal con n = 9 para encontrar una

aproximacion al drea bajo la grifica en la FIGURA 2.7.9.
¢ Proporciona esta regla el valor exacto del drea?

y

X

1
FIGURA 27.9 Grafica para el problema 38

39. El gran estanque para peces en forma irregular que se
muestra en la FIGURA 27.10 contiene agua hasta una profun-
didad uniforme de 4 pies. Use la regla de Simpson para
encontrar una aproximacion al nimero de galones de
agua que hay en el estanque. Las medidas estdn en pies;
la separacién vertical entre las mediciones horizontales
es 1.86 pies. En 1 pie® de agua hay 7.48 galones de agua.

FIGURA 2.7.10 Estanque en el problema 39

40. EI momento de inercia / de la hélice con tres aspas de un
barco cuyas dimensiones se proporcionan en la FIGURA
2.7.11a) estd dado por

3pm

I 2%

2 4.5
+pf A dr,
g

2.7 Integracion aproximada 99

donde p es la densidad del metal, g es la aceleracién de la
gravedad y A es el drea de una seccién transversal de la héli-
ce a una distancia de r pies del centro del cubo. Si p =570
Ib/pie’ para el bronce, use los datos en la figura 2.7.11b) y
la regla trapezoidal para encontrar una aproximacion a /.

r(pies) | 1 i) 2 D 3 355 4 4.5

A (pies)| 0.3 | 0.50 | 062 | 0.70 | 0.60 [ 0.50 | 027 | O

b)
FIGURA 2.7.11 Hélice en el problema 40

= Problemas con calculadora/SAC

En los problemas 41 y 42, use una calculadora o un SAC para
obtener la grafica de 1a funcién dada. Use la regla de Simpson
para aproximar el drea acotada por la gréfica de [y el eje x
sobre el intervalo indicado. Use n = 10.

41. f(x) = V(> = |55 [-5, 5]

42, f(x) = 1 + [sen x[%; [0, 27] [Sugerencia: Use la grifica
para discernir £(0).]

20 A1 fx

43. a) Demuestre que la integral convergente J g 5‘,2 dx

puede escribirse como [\1'%¢" dt. e

b) Use el resultado en el inciso a) y la regla de Simpson
con n = 4 para encontrar una aproximacion a la inte-
gral impropia original.

44. Use la regla de Simpson con i =4 para encontrar una apro-
ximacién a la longitud I de la grifica de y = 3x° + 1
desde el punto (0, 1) hasta (2, '—a,')

45. Use la regla trapezoidal con n = 10 para encontrar una
aproximacién a la longitud L de la grafica de y = x* desde
el origen (0, 0) hasta el punto (1, 1).

46. Use la regla de Simpson con n = 6 para encontrar una
aproximacion a la longitud L de la grdfica de y = In x
sobre el intervalo [1, 2].

47. Use laregla del punto medio con n =5 para encontrar una
aproximacién al drea S de la superficie que se forma al
girar la grifica de y = 5x” sobre el intervalo [0, 2] alre-
dedor del eje x.

48. Use la regla de Simpson con n = 6 para encontrar una
aproximacion al drea S de la superficie que se forma al
girar la grifica de x = y* + 1 para —1 = y < 1 alrede-
dor del eje y.
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= Piense en ello

49. a) Calcule la longitud L de la gréfica que se muestra en
la FIGURA 2.7.12 sobre el intervalo [1, 8].
b) Explique por qué usar la regla trapezoidal con n =7
no es una buena idea.

Yk

X !
{

FIGURA 27.12  Grafica para el problema 49

X

50. Un poco de historia La funcion integral logaritmica,
Li(x), se define por la integral

e il (e

Li(x) = J; n Idr

para x> 2. En 1896, el matemdtico francés Jacques Hada-
mard (1865-1963) y el matemdtico belga Charles-Jean de
la Vallée Poussin (1886-1962) demostraron —de manera
independiente— el teorema de los nimeros primos, que
establece que el nimero de mimeros primos (2, 3, 5, 7, 11,
etc.) menores que o iguales a x, denotado por 7(x), puede
aproximarse por la integral logaritmica, lo cual significa que

Tl
L) - -
a) Demuestre que 7r(x) también puede aproximarse por

la funcién x/In x al usar la regla de L"Hépital y el teo-
rema fundamental del cdlculo para demostrar que

LiG) _

m
x=eex/In x

-

Puesto que hay una infinidad de nimeros primos,
Li(x) — oo cuando x — CoO.

b) Use la regla de Simpson para aproximar Li(100).
Calcule x/In x para x = 100. Compare estas cifras con
el nimero real de ndmeros primos menores que 100.

Competencia final de la unidad 2

Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-6.

A. Falsofverdadero

En los problemas 1-20, indique si la afirmacién dada es falsa (F) o verdadera (V).

5
1. Bajo el cambio de variable u = 2x + 3, la integral J a2
f513(uI/2 — 3u"'?) du. 1

dx se convierte en

Vizx =3

2. La sustitucién trigonométrica u = a sec # es idénea para aquellas integrales que contienen

Va? + u’.

3. El método de integracién por partes se obtiene a partir de la regla del producto para diferen-

ciacion.

4. [2xInxde=e*+1.

5. Las fracciones parciales no son aplicables a J'

—F ~ 1y dx.

6. Una descomposicién en fracciones parciales de x?/(x + 1)* puede encontrarse al tener la
forma A/(x + 1) + B/(x + 1), donde A y B son constantes.

7. Paraevaluar J ‘—Z*L
Gtz 1)
1 L AuEsr I

~ dx, se supone que es posible encontrar constantes A, B, Cy D tales

Cx+ D

ue
= xr— 1P 22 —1

o = 1)

8. Para evaluar [x"e* dx, n un entero positivo, la integracién por partes se usa n — 1 veces.

9. Para evaluar J t

\/9 — x?

dx, es necesario usar x = 3 sen6.

10. Cuando se evalia, la integral [sen’x cos®x dx puede expresarse como una suma de poten-

cias de cos x.



B. Ejercicios

En los problemas 1-80, use los métodos de esta unidad para evaluar la integral dada.

[e

1

11.

13;

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27,

29.

31.

33,

35.

37.

39

41.
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'J\/_1+9dx

et LM =20) dc

Jln(x + 4) dx

Jx +I()x + 25x2

Jx3+3x = 9007
=

Jtan x sec’ x dx
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Unidad 3

=

Aplicaciones de la integral

En esta unidad Aunque en la seccion 3.2 se volvera al problema de encontrar areas por inte-
gracion definida, en las secciones posteriores de esta unidad veremos que la integral definida
tiene muchas otras interpretaciones, ademas del area.

La unidad empieza con una aplicacién de la integral indefinida.

Competencias especificas

* Interpretar enunciados de problemas para construir la funcién que al ser integra-
da da la solucidn.

* Resolver problemas de célculo de areas, centroides. longitud de curvas y voli-
menes de solidos de revolucion.

* Reconocer el potencial del calculo integral en la ingenieria.

103
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FIGURA 3.1.1 Condiciones
iniciales
b
B
5 i
e —
(\-/_'\_ >N ¥3
()
b
L ) Ll
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+ = T
(e A -
2
= s SN
{ | 5 )
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Cuando se ignora la resistencia
del aire, la magnitud de la velo-
cidad de impacto (rapidez) es la
misma que la velocidad inicial
hacia arriba desde el nivel del
suelo. Vea el problema 32 en
los ejercicios 3.1. Esto no es
cierto cuando tomamos en
consideracién la resistencia del
aire.

3.1 Otro repaso al movimiento rectilineo

I Introduccién Una de las aplicaciones clésicas de la derivada es el estudio del movimiento

rectilineo. Si s = f(#) es la funcién de posicién de un objeto que se mueve en linea recta, enton-
ces sabemos que

dv

velocidad = v(r) = s y aceleracion = a(t) = i

dt
Como una consecuencia inmediata de la definicién de la antiderivada; las cantidades s y v pue-
den escribirse como integrales indefinidas

s(t) = Jv(r) dt y v() = Ia(r} dr. (1)

Si se conocen la posicion inicial s(0) y la velocidad inicial v(0), es posible encontrar valores
especificos de las constantes de integracion usadas en (1).

Recuerde que cuando el cuerpo se mueve horizontalmente sobre una recta, la direccién posi-
tiva es hacia la derecha. Para movimiento en una recta vertical, tomamos la direccin positiva
hacia arriba. Como se muestra en la FIGURA3.1.1, si una flecha se dispara hacia arriba desde el nivel
del suelo, entonces las condiciones iniciales son s(0) = 0, v(0) > 0, mientras que si la flecha
se dispara hacia abajo desde una altura inicial, por ejemplo / metros del suelo, entonces las con-
diciones iniciales son s(0) = A, v(0) < 0. Sobre un cuerpo que se mueve en una recta vertical
cerca de la superficie terrestre, como la flecha disparada hacia arriba, actia la fuerza de grave-
dad. Esta fuerza provoca la aceleracién de los cuerpos. Cerca de la superficie de la Tierra se
supone que la aceleracién debida a la gravedad, a(f) = —g, es una constante. La magnitud g de
esta aceleracion es aproximadamente

32 pies/s, 9.8m/s> obien, 980cm/s”.

SN Movimiento de un proyectil

Un proyectil se dispara verticalmente hacia arriba desde el nivel del suelo con una velocidad ini-
cial de 49 m/s. ;Cudl es la velocidad en t = 2 s? ;Cudl es ]a altura méxima que alcanza el pro-
yectil? ; Cuénto tiempo permanece en el aire el proyectil? ;Cudl es la velocidad de impacto?

Solucién Si se empieza con a(f) = —9.8, por integracién indefinida obtenemos
u(t) = [[9.8) dt = —9.8t + C;. (2)

A partir de la condici6n inicial dada v(0) = 49, vemos que (2) implica C; = 49. Por tanto,
v(r) = —9.8¢ + 49,

y asi v(2) = —9.8(2) + 49 = 29.4 m/s. Observe que v(2) > 0 implica que el proyectil se des-
plaza hacia arriba.

Luego, la altitud del proyectil, medida a partir del nivel del suelo, es la integral indefinida
de la funcién velocidad,

s(@) = J'v(t) dt = [(—9.8: + 49)dt = —4.982 + 49t + C,. (3)

Puesto que el proyectil inicia su movimiento a partir del nivel del suelo, s(0) =0 y (3) propor-
cionan C, = 0. Por tanto,

s(f) = —4.912 + 49¢. 4)

Cuando el proyectil alcanza su altura méxima, v(f) = 0. Luego, al resolver —9.8¢ + 49 = 0 obte-
nemos 7= 5. Por (4) encontramos que la altura correspondiente es s(5) = 12255 m?

Finalmente, para encontrar el instante en que el proyectil choca contra el suelo, resolvemos
sH=00 —4.972 + 49¢ = 0. Cuando la tltima ecuacién se escribe como —4.9¢(t — 10) = 0,

B vemos que el proyectil permanece en el aire 10's. La velocidad de impacto es v(10)=—49m/s. ®
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N\ [He -8 Movimiento de un proyectil

Una pelota de tenis se lanza verticalmente hacia abajo desde una altura de 54 pies con una velo-
cidad inicial de 8 pies/s. ;Cudl es la velocidad de impacto si la pelota golpea en la cabeza a una
persona de 6 pies de estatura? Vea la FIGURA 3.1.2.

Solucién En este caso a(r) = =32, s(0) = 54 y, puesto que la pelota se lanza hacia abajo,
v(0) =—8. Luego,

u(t) = J(—32) dt=—32t + C;.

Al usar la velocidad inicial v(0) = —8 encontramos C; = —8. En consecuencia,
v() = —32r — 8.

Al continuar encontramos
s() = J(32r — 8)dt = —16 — 8t + C..

Cuando 7= 0, sabemos que s = 54 y asf la dltima ecuacién implica C; = 54. Entonces
s(t) = —16t* — 8t + 54.
Para determinar el instante que corresponde a s = 6, resolvemos
— 16t — 8t + 54 = 6.

Al simplificar obtenemos —8(2r — 3)(z +2) =0yt = § Entonces, la velocidad de la pelota
cuando golpea a la persona es v(2)=—56 pies/s. B

I Distancia La distancia total que un objeto recorre rectilineamente en un intervalo de tiem-
po [#;, 1;] estd dada por la integral definida

)
distancia total = I lu(r)| dt. ‘ &)

En (5) se requiere el valor absoluto porque el objeto puede moverse a la izquierda, de modo que
durante algin tiempo tiene velocidad negativa.

]\ [/He® W Distancia recorrida

La funcién de posicién de un objeto que se mueve sobre una recta de coordenadas es s(f) = > — 6t,
donde s se mide en centimetros y ¢ en segundos. Encuentre la distancia recorrida en el intervalo
de tiempo [0, 9].

Solucién La funcién velocidad v(r) = ds/dtr = 2t — 6 = 2(t — 3) muestra que el movimiento
es como se indica en la FIGURA 3.1.3; a saber: v < () para 0 = r < 3 (movimiento a la izquierda) y
v = (0 para 3 =t = 9 (movimiento a la derecha). Entonces, por (5) la distancia recorrida es

i) 5 9
,JQ:—6|dr=J’i2!—6|dr+J |2t — 6| dt
0 0 3

3 9
= J —(2r6)dt+f(2r—6)dz
0 3

3 9

= 45 cm.
3

= (- + 61)} + (2 — 61)}

0

Por supuesto, el tltimo resultado debe ser consistente con la cifra obtenida al simplemente con-
tar las unidades en la figura 3.1.3 entre s(0) y s(3), y entre s(3) y 5(9). |

o - e

. Suele

FIGURA 3.1.2 Lanzamiente de la
pelota en el ejemplo 2

T T T T T 3

10, 00 10,5200 30

FIGURA 3.1.3 Representacién
del movimiento del objeto en
el ejemplo 3

m DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-7.

= Fundamentos

En los problemas 1-6, un cuerpo se mueve en linea recta con
velocidad v(z). Encuentre la funcién posicion s(z).
1. v(f) = 6;5s = Scuandot = 2

2. v(t) =2t + 1;5s = 0Ocuandot = 1
3. v() =1* — 41,5 = 6 cuando t = 3
4. v(t) = V4t + 5;5 = 2 cuando t = 1
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5. v() = —10 cos(4t + m/6): s = 3 cuando t = 0
6. v(t)=2sen 3t; s —0cuandotr = 7

En los problemas 7-12, un cuerpo se mueve en linea recta con
aceleracion a(r). Encuentre v(z) y s(1).

7. a(f) = —5;v=4ys=2cuandot =1

8. a) =6t;v =0ys= —Scuandot = 2

9, a() =3 —4t+ 5;v=—3ys=10cuandor =0
10. a) =t — D)3 v=4ys=6cuandor = 1

1. a() =t - ;v =50ys = O cuando ¢ = 8

12. a(t) = 100 cos 5;;v = —20y s = 15 cuando 7 = 7/2

En los problemas 13-18, un objeto se mueve en linea recta
segun la funcién posicién dada. Si s se mide en centimetros,
encuentre la distancia total recorrida por el objeto en el ins-
tante de tiempo indicado.

13. s(h = — 2t [0, 5]

14. s(n) = -+ 4t + 7; [0, 6]
15. s(f) = £ — 32 — 91, [0, 4]
16. s() = r* — 32¢% [1,5]

17. s(t) =6 sen 7rt;
18. s() = (t — 3)%

(1, 3]
(2, 7]

= Aplicaciones

19. El conductor de un automdvil que se desplaza en linea
recta a velocidad constante de 60 mi/h aparta por 2 s la
vista de la carretera. ;Cudntos pies recorre el antomévil
en este instante?

* 20. Una pelota se deja caer (a partir del reposo) desde una
altura de 144 pies. ;En cudnto tiempo la pelota llega al
suelo? ;A qué velocidad choca contra el suelo?

21. Un huevo se suelta desde la parte superior de un edificio
y choca contra el suelo después de 4 s desde que fue sol-
tado. ;Cudl es la altura del edificio?

22. Una piedra se deia caer en un pozo v el choque de ésta
con el agua se escucha 2 s después. Si la velocidad del
sonido en el aire es 1 080 pies/s, encuentre la profundi-
dad del pozo. g

23. Una flecha se proyecta verticalmente hacia arriba desde
el nivel del suelo con una velocidad inicial de 24.5 m/s.
A qué altura llega?

24. ;Cudn alto llegaria la flecha en el problema 23 en el pla-
neta Marte, donde g = 3.6 m/s?

25. Una pelota de golf se lanza verticalmente hacia arriba
desde el borde del techo de un edificio de 384 pies de
altura con una velocidad inicial de 32 pies/s. (En qué ins-
tante golpea la pelota el suelo?

26. En el problema 25, ;cudl es la velocidad de la pelota de
golf cuando pasa frente a un observador situado en una
ventana situada a 256 pies del suelo?

27. Una persona arroja un malvavisco hacia abajo con una
velocidad inicial de 16 pies/s desde una ventana que estd

www.FreeLibros.me

a 102 pies del nivel del suelo. Si el malvavisco golpea la
cabeza de una persona de 6 pies de estatura, jcudl es
la velocidad de impacto?

28. La persona cuya cabeza fue golpeada en el problema 27
sube hasta la parte superior de una escalera de 22 pies de
altura y arroja una roca verticalmente con una velocidad
inicial de 96 pies/s. Si la roca choca contra el culpable en
el piso a 102 pies, ;cudl es la velocidad de impacto?

= Piense en ello

29. En marzo de 1979, la sonda espacial Voyager I fotogra-
1i6 la erupcidn de un voledn activo en o, una de las lunas
de Jupiter. Encuentre la velocidad de lanzamiento de una
roca desde el volcdn Loki si la roca alcanza una altitud de
200 km por arriba de la cima del volcan. En o, la acele-
racién debida a la gravedad es g = 1.8 m/s”.

30. Como se muestra en la FIGURA 3.1.4, desde un punto a
30 pies de un poste de 25 pies de altura se arroja vertical-
mente hacia abajo una pelota desde una altura de 25 pies
con una velocidad inicial de 2 pies/s.

a) Encuentre la razon en que la sombra de la pelota se
mueve hacia la base del poste.
b) Encuentre la razoén en que la sombra de la pelota se

mueve hacia la base del poste en 1 = 3.

= Pelota en
B

‘|," t=0
1
1
‘ 1
4 i
2‘ o I
f«——30pies—>{  Sombra

FIGURA 3.1.4 Poste en el problema 30

31. Si un cuerpo se mueve rectilineamente con aceleracion
constante a y v = vg cuando s = 0, demuestre que

v* = v + 2as. | Sugerencia: of i o d_vvw
e o T dsdi ds)
32. Demuestre que, cuando se ignora la resistencia del aire,
un provectil disparado verticalmente hacia arriba desde el
nivel del suelo choca de nuevo contra el suelo con una
velocidad igual a la velocidad inicial vg.

33. Suponga que la aceleracién debida a la gravedad en un
planeta es igual a la mitad de la aceleracion en la Tierra.
Demuestre que una pelota lanzada verticalmente hacia
arriba desde la superficie del planeta alcanza una altura
méxima que es igual al doble de la altura en la Tierra
cuando se aplica la misma velocidad inicial.

34. En el problema 33, suponga que la velocidad inicial de la
pelota sobre el planeta es vy y que la velocidad inicial de
la pelota sobre la Tierra es 2u,. Compare las alturas mdxi-
mas alcanzadas. Determine la velocidad inicial de la pelo-
ta sobre la Tierra (en términos de vg) de modo que la méxi-
ma altura alcanzada sea la misma que sobre el planeta.
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3.2 Otro repaso al area

I Introduccion Si f es una funcién que asume valores tanto positivos como negativos sobre
[a, b], entonces la integral definida [ f(x) dx no representa el drea bajo la grafica de f sobre el
intervalo. Como vio en la seccién 1.2, el valor de [?f(x) dx puede interpretarse como el drea
neta con signo entre la grifica de f v el eje x sobre el intervalo [a, b]. En esta seccién investiga-
mos dos problemas de drea:

« Encontrar el 4rea total de una region acotada por la grifica de /'y el eje x sobre un
intervalo [a, b].
» Encontrar el 4rea de la regién acotada entre dos grificas sobre un intervalo [a, b].

Veremos que el primer problema es justo un caso especial del segundo problema.

I Area total Suponga que la funcién y = f(x) es continua sobre el intervalo [a, b] y que f(x) <0
sobre [a. ¢) y que f(x) = 0 sobre [c, b]. El 4rea total es el drea de la region acotada por la gra-
fica de f, el eje x y las rectas verticales x = a y x = b. Para encontrar esta drea se emplea el valor
absoluto de la funcién y = |f(x)|, que es no negativa para toda x en [a, b]. Recuerde que | f(x)|
esté definida por partes. Para la funcién f que se muestra en la FIGURA 3.2.1a), f(x) << 0 sobre el inter-
valo [a, ¢) y f(x) = 0 sobre el intervalo [c, b]. Por tanto,

_ ) —f&), para f(x) <0
@l = { @), . . paa floy =iD.

Como se muestra en la figura 3.2.15), la grifica de y = |f(x)| sobre el intervalo [a, ¢) se obtiene
al reflejar esa porcion de la gréfica de y =f{(x) en el eje x. Sobre el intervalo [c, b], donde f(x) = 0,
las grificas de y=f(x) y y = |f(x)| son las mismas. Para encontrar el 4rea total A =A; + A, mos-
tradas en la figura 3.2.1h) usamos la propiedad aditiva del intervalo de Ia integral definida junto
con (1):

1)

Il

J ) dx + [ )| dx

o C

b
[[15001 as

183 b
[ (—=f(x)) dx + Jf(JC) dx

a C

— A + A,

Las ideas del anilisis precedente se resumen en la siguiente definicién.

Definicién 3.2.1 Area total

Si y = f(x) es continua sobre [a, b], entonces el drea total A acotada por su grafica y el eje x
sobre el intervalo estd dada por

b
A= J [f(x)| d. (2)

a

EEVETRE Area total
'~ 4

Encuentre el drea total acotada por la grifica de y = x” y el eje x sobre [—2, 1].

Soluciéon Por (2) se tiene
1
A= [ |x3| dx.

En la FIGURA3.2.2 comparamos la gréfica de y = x*y la graficade y = |x*|. Puesto que x” <0 para
x <0, se tiene sobre [—2, 1],

ey

T =20
Wf(x)| = {J‘:S7 = ==

3.2 Otro repaso al area 107

a) La integral definida de f
sobre [a, b] no es drea

b) La integral definida
de | fl sobre [a, b] es drea
FIGURA 3.2.1 EI drea total
esA=A; +t A

g‘ Vea el teorema 1.2.5.

y l o \-;
21 )
=25 /

: - > x
! 1
I
I
| =27
]
|
I
I
1
1
1
1 il &
I
|

T

a)

FIGURA 3.2.2 Grifica de la
funcién y 4rea en el ejemplo 1
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Entonces, por (2) de la definicién 3.2.1, el drea que se busca es

1
a— J |x*| dx

0 i
J Ix*| dx + [ Ix*| dx
o

-2

ro 1
J (—xH) dx + Jx3 dx
= 0
Lot v 1 i
4x }_2 == 4x :

i VIR Area total

Encuentre el 4rea total acotada por la grafica de y = x* + 2x y el eje x sobre [—2, 2].

Solucién Las grificas de y=f(x) y y = |f(x)| se muestran en la FIGURA 3.23. Luego, por la figu-
ra 3.2.3a), vemos que sobre [ —2, 2],

Ao Ol D= ()
‘ﬂx”_{xz-FZx, ===

En consecuencia, el drea total acotada por la grafica de f sobre el intervalo [—2,2] y el eje x es

a) 2
A= J [x* + 2x| dx
by =1
8_—\‘“]-2'34! 0 & 7
y = |x +-Ax..: = J \x2+2xtfi1+ J' |e® 4 2] dx
6T ! -2 0
4+ ; 0 2
] :J (x2+2x)dx+f{x2+2x)dx
21 ! =2 0
Ad
{ 1 t E‘;T B 71 31 S . ij 2 7
3 : (2 =)+ 52 )
b)
FIGURA 3.23 Grifica y drea e (§ = 4) I (§ & 4) —0=28. L B
en el ejemplo 2 3 3 ¢

I Area acotada por dos graficas El andlisis anterior es un caso especial del problema
mds general de encontrar el drea de la regién acotada entre la gréfica de dos funciones fy gy
las rectas verticales x = a y x = b. Vea la FIGURA 3:24a). El drea bajo la gréfica de una funcion con-
tinua no negativa y = f(x) sobre un intervalo [a, b] puede interpretarse como el drea de la region

¥=fx) y=f(x)
. v
Y 4 | : 1
|
|
i 1 g e
faS—eld)
; - ] J )= 8lxg
l :
§ 1
i |yl bl y=z)
i o
[ i I *
1 . t 1 fIEL k :
| : = e,
> x : - e
a b : a E( b
Tk
a) f(x) = g(x) sobre [a, b) b) Construccion de n rectingulos

entre dos grificas
FIGURA 324 Area A acotada entre dos graficas
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acotada por la gréfica de fy la gréfica de la funcién y = 0 (el eje x) y las rectas verticales x = a
Y x=b.

I Construccion de una integral Suponga que y = f(x) y y = g(x) son continuas sobre [a, b] y
que f(x) = g(x) para toda x en el intervalo. Sea P una particién del intervalo [a, b] en » subin-
tervalos [x;_, x;]. Si escogemos un punto muestra x; en cada subintervalo, es posible construir
n rectdngulos correspondientes que tengan el drea

Ay = [f) — gx)1Ax,

Vea la figura 3.2.4b). El drea A de la regién acotada por las dos graficas sobre el intervalo [a, b]
es aproximada por la suma de Riemann

A kE [fe) — (D] Ax,
k=1 =1

lo cual a su vez sugiere que el drea es

A= lim 3 [fGxF) — gD Axe.
IPi=0 k=1
Puesto que f'y g son continuas, también lo es f— g. Entonces, el limite anterior existe y, por defi-
nicién, la integral definida

b
= J [fx) — g)] dx. @)

También (3) es valida para las regiones en que una o ambas funciones fy g tienen valores nega-
tivos. Vea la FIGURA 3.25. Sin embargo, (3) no es vélida sobre un intervalo [a, b] donde las gréfi-
cas de fy g se cruzan en el intervalo. Observe en la FIGURA 3.26 que g es la grafica superior sobre
los intervalos (a, ¢;) ¥ (co, b), mientras que fes la grafica superior sobre el intervalo (¢, ¢;). En
el caso més general, tenemos la siguiente definicién.

la longitud del rectdngulo es
Fei) + (=80

3.2 Otrorepaso al drea 109

< La hipétesis de que f(x) = g(x)

* sobre el intervalo significa que
las gréficas de f'y g pueden
tocarse pero no cruzarse
mutuamente.

= fo) — 8(x)
1Y X
y=fx)
} la longitud es f(x})
! puesto que f(x7) >0 la longitud del rectdngulo es
| i —-80) — —FeE)
I
= f(xh) — g
' E la longitud es —g(x¥ L G ¥
y=g(x) puesto que g(xy) <0

a) f(x) >0y g(x) <0 sobre [a, b] b) f(x) <0y g(x) <0 sobre [a, b]
FIGURA 3.25 Las grdficas de fy g pueden estar por abajo del eje x

| a | c b
FIGURA 326 Las graficas de fy
g se cortan entre si sobre [a, b]

Definicion 322 Area acotada por dos grificas

Sify g son funciones continuas sobre un intervalo [a, b]. entonces el drea A de la regién aco-
tada por sus gréficas sobre el intervalo estd dada por

b
e J T wa| s @

Observe que (4) se reduce a (2) cuando g(x) = 0 para toda x en [a, b]. Antes de usar las fér-
mulas (3) o (4), se le pide trazar las grificas necesarias. Si las curvas se cruzain sobre €l interva-
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0,0

FIGURA 3.27 Area en el
ejemplo 3

FIGURA 3.2.8 Area en el
ejemplo 4

www.FreeLibros.me

lo, entonces como hemos visto en la figura 3.2.6, la posicién relativa de las curvas cambia. En
cualquier caso, sobre cualquier subintervalo de [a, b], el integrando idéneo siempre es

(grafica superior) — (grifica inferior).

Asi como en (1), el valor absoluto del integrando est4 dado por

oy g = {—(f(x) ~ 8(), paraf(x) = g(x) <0

F&) — g, para f(x) — g(x) = 0. ©)

Una manera mds préctica de interpretar (5) consiste en trazar las gréficas de [y g con precisién
y determinar visualmente que:

f) — g = g(x) — f(x), siempre que g es la grdfica superior
; g f(x) — glx), siempre que fes la grifica superior

En la figura 3.2.6, el drea A acotada por las graficas de fy g sobre [a, b] es

b
a= [0 - s s

oy Cs b 5
= J If&x) — g(x)] dx + J [f(x) — g&x)| dx + J [fx) — g(x)] dx

a €1

cy € b
= J [g%x) —f(x)] dx + J [f(TX) — g dx + J [g%X) — f(0)] dx.

L 2

g es la gréfica superior [ es la gréfica superior g es la gréfica superior

AIVITMEN Area acotada por dos gréficas

Encuentre el drea acotada por las gréficasde y = Vay y = x2.

Solucién Como se muestra en la FIGURA 327, la regién en cuestion se localiza en el primer cua-
drante. Puesto que 0 y 1 son las soluciones de la ecuacién x* = V5, las grificas se cortan en los
puntos (0, 0) y (1, 1). En otras palabras, la regién se encuentra entre las rectas verticales x = 0 y
x=1. Puesto que y = Vx es la grifica superior sobre el intervalo (0, 1), se concluye que

|
J (Vx — x%) dx
0

zm_igl
3% 2

—0=

A

Il
N

Wt

0| —
W=

[A[STITWE Area acotada por dos gréficas

Encuentre el drea de la regi6n acotada por las graficas de y = x> + 2xy y=—x + 4 sobre el inter-
valo [—4,2].

Solucién Las funciones dadas se denotan por

Y =x%+ 2x y Yo = —x + 4.

-

Como se muestra en la FIGURA 3.2.8, las gréficas se cortan sobre el intervalo [—4, 2].

Para encontrar los puntos de interseccién resolvemos la ecuacién x2 + 2x = —x + 4 o
x* + 3x — 4 = 0 y encontramos que x =—4 y x = 1. El drea en cuesti6n es la suma de las dreas
A=A + A,

2 1 2
A=J Yo — | dx = [ Jyz—ylld)ﬁjyz—ylfdx
g 1

-4
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Pero como y, = —x + 4 es la grafica superior sobre el intervalo (—4, 1) y y; = x* + 2x es la
grifica superior sobre el intervalo (1. 2), es posible escribir

! 2
A J [(_x+4)_(x2+2_\’)]dx+J[(x2+2x)_(_x+4)]dx

4 1

1 2
J (—x* = 3x + 4 dx + J (x> + 3x — 4) dx
1

-4

gt 0 1 e P

( 3x 2x + 4x)}_4 + (3_1 2= 2x Ax :

S s 3 O B Ml 3 £ N T1
—(3 2-1—4) (3 24 16)-{-(3-9-6 8) (34-2 4) 3 [ |

AEVETE Area acotada por dos gréficas

Encuentre el drea de las cuatro regiones acotadas por las gréficas de y = sen x y y = cos x que se Pp I
muestran en la FIGURA 3.2.9. 7
Solucién Hay una infinidad de regiones acotadas por las grédficas de y=senxy y =cos x y el \

area de cada regién es la misma. En consecuencia, sélo es necesario encontrar el 4rea de la regién

g 3 : : e o= —2a7 2
sobre el intervalo correspondiente a las dos primeras soluciones positivas de la ecuacidn '
sen x = cos x. Al dividir entre cos x, una forma m4s itil de la dltima ecuacién es tan x = 1. La
primera solucién positiva es x = tan”'1 = 7/4, Luego, como tan x tiene periodo 7, la siguien- g s
te soluci6n positiva es x = 7 + /4 = 5m/4. Sobre el intervalo (7/4, 57/4), y=sen xes la  FGURA 329 e
grifica superior, de modo que el drea de las cuatro regiones es cuatro regiones tiene la misma

Swj4 drea en el ejemplo 5

A= 4] (SEn %= Cos £)idx
/4

Sm/4

= 4(—cos x — senx)}
/4

=i NVay=8ND. B

Al encontrar el drea acotada por dos gréficas, no siempre es conveniente integrar con res-
pecto a la variable x.

NEVIe M Area acotada por dos graficas

Encuentre el 4drea acotada por las graficas y* = 1 — xy 2y = x + 2.

Solucién Observamos que la ecuacién y* = 1 — x define de manera implicita dos funciones,
2= V1 —xyy = —V1 — xparax = 1. Si definimos y; = 3x + 1, por la FIGURA 3.2.10 vemos
que la altura de un elemento de 4rea sobre el intervalo (—8, 0) es y; — y;, mientras la altura de
un elemento sobre el intervalo (0, 1) es y, — y;. Por tanto, si se integra con respecto a x, el drea
deseada es la suma de

0 1
Ay = J (ys — yp dx 5 Ay = J (Vo — ).
0

—8

= —1-x

FIGURA 3.2.10 En el ejemplo 6, y; es la grafica superior sobre el
intervalo (=8, 0); y, es la gréfica superior sobre el intervalo (0, 1)
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Por tanto, el drea de la region es la suma de las dreas A = A; + A»; es decir,

- J[(%er 1)(@)}% Ll[ i (e i

=0

0 1
=J(—é—x+l+\/1—x>dx+2[ Vil pdx
: 0

=8

0 1
= (ixz S o *(1 — ):W)}_S = %(1 = ):)3/2:|0

R B = R e T
3 (16 8 3 9 3 0+3 [Vei= —; =

]S HEe B A Solucion alterna del ejemplo 6

La necesidad de usar dos integrales en el ejemplo 6 para encontrar el drea se evita al construir
rectdngulos horizontales y usar a y como variable independiente. Si definimos x; = 1 — y* y
x; = 2y — 2, entonces, como se muestra en la FIGURA 3.2.11, el 4rea del elemento horizontal es

A, = [grifica derecha — grifica izquierda] - ancho.

FIGURA 3.211 Uso de y como la variable de integracién en el ejemplo 7

Es decir, A, = [25 — xiTAw,
donde ~  x=1-0P, H=2Ff-2 y Ap=n—y-.

Al sumar los rectdngulos en la direccién de y positiva obtenemos

A= lim 2 () — x{0)] Ay
IPl=0 g=
donde ||P|| es la norma de una particién P del intervalo sobre el eje y definida por =3 = y = 1.
En otras palabras,

1
= J (X2 — x1) dy,

g =T
donde el limite inferior —3 y el limite superior 1 son las coordenadas y de los puntos de intersec-
ci6én (=8, —3) y (0, 1), respectivamente. Luego, al sustituir por x, y x; obtenemos

1

A (=) = @y =20y

Il

5
1
)
=)

27 32
1+3)—(?—9—9) 3 ]

u|.—

b.)\)-a

I
{(yﬁ2}+3)dy :
s
5
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Como se mencion6 en la introduccion, en esta unidad veremos diferentes interpretaciones
de la integral definida. En cada seccidn veremos una variedad de la integral definida, den-
tro del pdrrato Construccion de una integral. Antes de memorizar estas férmulas de inte-
grales, usted debe estar al tanto de que el resultado obtenido en general no es aplicable a
toda situacion geométrica o fisica concebible. Por ejemplo, como vimos en el ejemplo 7,
para encontrar el drea de una regi6n en el plano puede resultar mds conveniente integrar
con respecto a y y asi poder construir una integral totalmente diferente. En lugar de apli-
car a ciegas una formula, usted debe tratar de comprender el proceso y la prictica de cons-

truir integrales al analizar la geometrfa de cada problema.

m DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-7.

= Fundamentos

En los problemas 1-22, encuentre el drea total acotada por la

grafica de la funcién dada y el eje x en el intervalo dado.

e el R W o e W P e
3o =25 [ =50] A= e O
5. y=x—3x; [0,3]
6.y ==(x+D% [-1,0] To'y=2x—6x; [—1,1]
8. y=x>-322+2; [0,2]
Loigi= x = HR=0E 3 3]
H0y = el e sl o [ =l 1]
x2—1 I xg—l,

11 y="—— [L3] 12— 1 9]

= X
13. y=vx—1; [0,4] 14 y=2-—+u [0,9]
15. y = V&, [-2.3] 60 =2= Vv [—1238]
17. y =senx; [—m, ]
18. y=1+cosx; [0,37]
19,y =r=lia-tsen SN =3/ 2, /2]
20. y = sec’x; [0, 7/3]
: X, == el ;

e S

i n

En los problemas 23-50, encuentre el drea de la regién acota-
da por la grafica de las funciones dadas. ;

23Sy =y —= = A 24. y=xy=4x,x=2
25— g5 4 2% — 2. — 4
27 )f:xS,)’=8,x=—l )
280y 3= Vx, primer cuadrante
729, y=4(1 —xH),y=1— 2

3. y=2(1 — ), y=x*-1
31. vy =
32. y=x%y =1/x% y = 9, primer cuadrante

33y = Rey R Ay =y
B8y =

ny=1/xx=3

3, y=1—3 y =27 — 1

37. y=x*—2x—3,y=2x + 2, sobre [ 1, 6]
38.y:—x2+4x,y:%x

I y=xy=x+6y=—1ix
40.)62}«‘2,)5:0,)’:1

al. x = —yx=2 —

42, x =y, x=6—y

3. x=y +2y+2,x=—"—2y+2
44.x=}«'2*6§+1,x:—y2+2y+1
45, y=x3—x,y:x+4,x=—1,x:]
46. x =3 —y,x=0

47. y =cosx,y = senx,x = 0,x = 7/2

48. y; 2 sen X; = i = a2

49. y =4senx,y = 2, sobre [7/6, 57/6]

50. y = 2cos x,y = —cos x, sobre [—~7/2, w/2]

En los problemas 51 y 52, interprete la integral definida dada

como el drea de la regién acotada por la gréfica de dos funciones.
Trace las dos regiones que tienen el 4rea dada por la integral.

4 2
51. J(\/J_chx)dx 5. J(;x2+3—x)dx
0 _ 1

En los problemas 53 y 54, interprete la integral definida dada
como el drea de la regién acotada por la gréfica de dos funcio-
nes sobre un intervalo. Evalie la integral dada y trace la regién.

1
dx 54, J e = 27| dx
-1

En los problemas 55-58, use el hecho de que el drea de un
circulo de radio r es 777 para evaluar la integral definida dada.
Trace una regién cuya drea esté dada por la integral definida.

3 s -
55, J V9 — x?dx 56. J V25 — x*dx
0 -5
2
57. J (I Va2 de

58. Jl(zx el \/l‘fx?)dx
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59.

60.

61.

62.

63.

Establezca una integral definida que represente el 4rea de
una elipse x*/a® + y*/b* = 1, a > b > 0. Use la idea
que se utilizé en los problemas 55-58 para evaluar la inte-
gral definida.

Encuentre el drea del tridngulo con vértices en (1, 1),
2,4y (3, 2).

Considere la regién acotada por las gréficas de y* =
—x—2,y=2,y=—-2yy = 2(x — 1). Calcule el drea
de la regidn al integrar con respecto a x.

Calcule el drea de Ia region dada en el problema 61 al
integrar con respecto a y.

Considere la region acotada por las grificas de y =
2¢"—1,y=¢"y y =2 mostradas en la FIGURA32.12. Exprese
el drea de la regién como integrales definidas primero
usando integracién con respecto a x y luego usando inte-
gracion con respecto a y. Escoja una de estas integrales
para encontrar el drea.

Yh y=2e"—1

=3¢
1
FIGURA 3.2.12  Gréficas para el problema 63

= Problemas con calculadora/SAC

64.

Use una calculadora o un SAC para aproximar las coor-
denadas x de los puntos de interseccién de las grificas
mostradas en la FIGURA 3.2.13. Encuentre un valor aproxi-
mado del 4rea de la region.

? \ o

A

FIGURA 3.2.13 Gréficas para el problema 64

=

= Piense en ello

65.

El segmento de recta entre O y R mostrado en la FIGURA
3214 es tangente a la grifica de y = 1/x en el punto P.
Demuestre que el drea del tridngulo QOR es independien-
te de las coordenadas de P.

‘0 R
FIGURA 3.2.14 Tridngulo en el problema 65

66.

67.

68.

Un trapezoide estd acotado por las graficas de f(x) =
Ax+B,x=a,x=byx=0. Muestre que el 4rea del trape-

zoide es w(b =a)!

Exprese el drea de la region sombreada mostrada en la
FIGURA 3.2.15 en términos del nimero a. Trate de ser un
poco perspicaz.

P y=cos x

1
FIGURA 3.2.15 Graficas para el problema 67

Suponga que los dos brochazos de pintura mostrados en
la FIGURA 3.2.16 se hacen de una sola pasada usando una
brocha de ancho &, k> 0, sobre el intervalo [a, b]. En la
figura 3.2.16b) se supone que la regién pintada es parale-
la al eje x. ;Cudl brochazo tiene mayor 4rea? Argu-
mente su respuesta con una demostracion matematica
solida. ;Puede plantear un principio general?

a) i b)
FIGURA 3.2.16  Brochazos de pintura en el problema 68

= Proyectos

69.

70.

El area mas grande Los puntos A y B estin sobre una
recta y los puntos C y D estan sobre una recta paralela ala
primera recta. Los puntos en la FIGURA 3.2.174) forman un rec-
tangulo ABCD. Los puntos C'y D se mueven a la izquierda
como se muestra en la figura 3.2.175) de modo que ABC'D’
forme un paralelogramo. Analice: ;cudl tiene mayor drea,
el rectangulo ABCD o el paralelogramo ABC'D'?

D

)
—

i ! D &

A B A B
a) b)
FIGURA 3.2.17 Rectdngulo y paralelogramo en el problema 69

Principio de Cavalieri Escriba un reporte breve acerca
del principio de Cavalieri. Analice los problemas 68 y 69
en su reporte.
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3.3 Volimenes de s6lidos: método de las rebanadas

3.3 volamenes de solidos: método de las rebanadas

I Introduccion La forma que indiscutiblemente viene a la mente al evocar las palabras cilin-
dro recto es el cilindro circular recto; es decir, la conocida forma de una lata de aluminio. Sin
embargo, un cilindro recto no necesita ser circular. Por geometrfa, un cilindro recto se define
como un sélido acotado por dos regiones planas congruentes, en planos paralelos y una superfi-
cie lateral que es generada por un segmento de recta perpendicular a ambos planos y cuyos extre-
mos constituyen los limites de las regiones planas. Cuando las regiones son circulos, obtenemos
el cilindro circular recto. Si las regiones son rectangulos, el cilindro es un paralelepipedo rectan-
gular. Algo comiin a todos los cilindros, como los cinco mostrados en la FIGURA 33.1, es que su
volumen V estd dado por la férmula

V=B h (1)

donde B denota el drea de una base (es decir, el drea de una de las regiones planas) y 4 denota la
altura del cilindro (es decir, la distancia perpendicular entre las regiones planas).

FIGURA 3.3.1

Cinco cilindros rectos diferentes

y

i
En esta seccion se demostrard como es posible usar la integral definida para calcular voli-
menes de ciertos tipos de solidos, especificamente sélidos con seccién transversal conocida. La
férmula (1) es especialmente importante en el siguiente analisis.

I Método de rebanadas Suponga que V es el volumen del sélido mostrado en la FIGURA 3.3.2
acotado por planos que son perpendiculares al eje x enx=a y x = b. Ademds, suponga que cono-
ce una funcién continua A(x) que proporciona el drea de una region de seccion transversal que
se forma al rebanar el sélido por un plano perpendicular al eje x; en otras palabras, una rebana-
da es la interseccion del sélido y un plano. Por ejemplo, para a < x; < x, < b las dreas de las
secciones transversales mostradas en la figura 3.3.2 son A(x;) y A(x,). Con esto en mente, supon-
ga que rebana al sélido en cortes delgados por planos paralelos (semejantes a rebanadas de pan
de caja comercial) de modo que el grosor o ancho de una rebanada es Ax;. Al usar cilindros rec-
tos para aproximar los voliimenes de estas rebanadas es posible construir una integral definida
que proporcione el volumen V del sélido.

I Construccion de una integral
ticion

Ahora considere rebanar el sélido en n rodajas. Si P es la par-

a=x<n<inp<--<x,=25>b

del intervalo [a, b] y x{ es un punto muestra en el k-ésimo subintervalo [x,_;, x;], entonces una
aproximacién al volumen del sélido sobre este subintervalo, o rebanada, es el volumen V; del cilin-
dro recto, que se muestra en la ampliacion de la FIGURA 3.3.3. El drea B de la base del cilindro recto

es el drea A(x}) de la seccidn transversal y su altura / es Ax; de modo que por (1) su volumen es
V, = 4rea de la base - altura = A(xF)(x, — x_1) = AGXF) Axg. (2)

Se concluye que la suma de Riemann de los volimenes V, =
E Vie EA(m Ax,

es una aproximacion al volumen V del sélido sobre [, b]. Usamos la integral definida

A(x?) Ax, de los n cilindros rectos,

I PII

b
EA(;L,C) Ax, = J A(x) dx

como definicién del volumen V del sdlido.

115

planos perpendiculares

FIGURA 3.3.2 Las regiones o las
secciones transversales tienen
dreas conocidas

Una pieza de pan es una rodaja
formada por dos rebanadas

drea de
una seccion |
transversal

A(E) —t

e
Fem1 X
— A% |-

FIGURA 3.3.3 El volumen de un
cilindro recto es una aproximacién
al volumen de una rebanada -
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X

a) Un plano perpendicular al eje x
corta al s6lido en un cuadrado

27 T base de la seccién

——_~ transversal
/ o cuadrada
/ Yiah

b) Base circular del sélido

FIGURA 3.34 Sélido en el
ejemplo 1

y 0
eje de revolucidn
a) Regién

b) Sélido
FIGURA 335 Un sélido de
revolucién se forma al girar
una region plana R alrededor
de un eje L

Y= fx) =

Sl
[T b

FIGURA 3.36 Region a girar
alrededor del eje x

Definicion 3.3.1 Volumen por rebanadas

Sea V el volumen de un sélido acotado por planos perpendiculares al gexenx=ayx=>h.
Si A(x) es una funcién continua que proporciona el drea de una seccién transversal del sélido
formado por un plano perpendicular al eje x en cualquier punto en el intervalo [a, b], entonces
el volumen del sélido es

b
y= f AG) dx. @)

Tenga presente que no hay nada especial sobre la variable x en (3); dependiendo de la geo-
metria y el andlisis del problema también es posible terminar con una integral fcf’A(y) dy.

(1SRl N Solido con secciones transversales cuadradas

Para el solido en la FIGURA 33.4a), las secciones transversales perpendiculares a un didmetro de una

base circular son cuadradas. Dado que el radio de la base es 4 pies, encuentre el volumen del
solido.

Solucion Sean xy y ejes como se muestra en la figura 3.3.4a); a saber: el origen estd en el cen-
tro de la base circular del sélido. En esta figura, una seccion transversal cuadrada se muestra per-
pendicular al eje x. Puesto que la base del sélido es un circulo, tenemos x> + y* = 4% Enla figu-
ra 3.3.4b), la linea discontinua en x§ representa la seccién transversal del s6lido perpendicular al
¢je x en el subintervalo [x,_,, x;] en una particién del intervalo [—4, 4]. A partir de esto vemos
que la longitud de un lado de la seccién transversal cuadrada es 2y} = 2V/16 — (x)2 Por tanto,
el drea de una seccidn transversal cuadrada es

A = (2V16 — (FP) = 64 — 4R

El volumen del cilindro recto que aproxima el volumen del sélido o rebanada en el subintervalo
[x¢—1, %] es ;

Vi = AG) Ax = (64 — 45 Ax,.

Al formar Ia suma X;_,V, y tomar el limite cuando | P| — 0 obtenemos la integral definida

4 4
N By S ORI 1 GCOSIRD o 5 TR0b A0y
V—L(64 4x2) dx = 64x SxL - ( 3)ﬁ 5 =

I Solidos de revolucion Si una regién R en el plano xy se hace girar alrededor de un eje L, se
genera un sélido denominado sélido de revolucién. Vea la FIGURA 3.35.

B Método del disco Como acaba de analizarse, el volumen V de un sélido puede encontrarse
por medio de una integral definida siempre que se conoce una funcién A(x) que proporciona el
drea de una seccién transversal formada al hacer pasar un plano por ¢l sélido de forma perpen-
dicular a un eje. En el caso de encontrar el volumen de un sélido de revolucidn, siempre es posi-
ble encontrar A(x); el eje en cuestion es el eje de revolucién L. Vemos que al rebanar el sdlido
por medio de dos planos paralelos perpendiculares al eje de revolucién, el volumen de las reba-
nadas resultantes del sélido pueden aproximarse por cilindros circulares rectos que son discos o
arandelas. A continuacion se ilustrard la construccién de una integral de volumen usando discos.

I Construccién de una integral Sea R la region acotada por la grafica de una funcién continua
no negativa y = f(x), el eje x y las rectas verticales x = a y x = b, como se muestra en la FIGURA
3.36. Si esta region se hace girar alrededor del eje x, encontramos el volumen V del sélido de
revolucion resultante.

Sea P una particién de [a, b] y sea x} cualguier nimero en el k-ésimo subintervalo B
como se muestra en la FIGURA 33.7a). A medida que el elemento rectangular de ancho Ax, y altu-
ra f(xf) gira alrededor del eje x, genera un disco sélido. Luego, la seccidn transversal del sélido
determinada por un plano que corta la superficie en x es un circulo de radio r = F&xh), y asiel
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grea de la seccién transversal es A(xY) = 7 [ f(x{)]% El volumen del cilindro circular recto, o
disco sélido, de radio r = f(xF) y altura h = Axges mr2ho

Vi = A(x) Ax = w[f(xf)]z Axy.

La suma de Riemann

n ] n n
V= DA Ax = 2 mlfGH1 Axe
k=1 k=1 k=1
representa una aproximacion al volumen del sélido mostrado en la figura 3.3.7d). Esto sugiere
que el volumen V del sélido de revolucién estd dado por

V=lim > alfx)?Ax
iP—0 =1

b
o bien, Vi— J 7 [ f(x)]? dx. (4)

a

a) Region b) Disco ¢) n discos d) Sélido de revolucion
FIGURA 337 Cuando el elemento rectangular en a) gira alrededor del eje x se genera el disco circular en b)

Si una regi6n R se hace girar alrededor de algiin otro eje, entonces (4) puede simplemente
no ser aplicable al problema de encontrar el volumen del sélido resultante. En lugar de aplicar
una férmula a ciegas, usted debe establecer una integral con sumo cuidado por medio del andli-
sis de la geometria de cada problema. Un caso asi se analizard en el ejemplo 6.

Método del disco

Encuentre el volumen V del sélido formado al girar alrededor del eje x la region acotada por las
grificas de y=Vx,y=0yx=4.

Solucién En la FIGURA 3.3.84) se muestra la regién en cuestién. Luego, el drea de una rebanada
de la seccién transversal x; es

A = T DT = TLEDY =
y asf el volumen del disco correspondiente mostrado en la figura 3.3.8b) es
Vk = A(Xf) Axk = 'T'I'J‘Ci= Axk.

Por tanto, el volumen del sélido es

a) Regién ) Disco ¢) Sélido de revolucion

FIGURA 338 Regién y sélido de revolucién en el ejemplo 2 B

amenes de sélidos: método de las rebanadas
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a) Region

1&)

- Ax,

b) Esfera

FIGURA 339 Semicfreulo y
esfera en el ejemplo 3

SN]3 [ Me N \olumen de una esfera

Demuestre que el volumen V de una esfera de radio res V = 7.

Soluciéon  Una esfera de radio r puede generarse al girar un semicirculo fx) = Vr? — x* alre-
dedor del eje x. Por la FIGURA 339 vemos que el drea de una regién de la secci6n transversal del
sélido perpendicular al eje x en x} es

AGY) = 7 (o)1 = 7(VP — PP = 707 — D)
y por tanto, el volumen de un disco es
Vi = AGE) Axy = w(r? — (x5 Axe
Al usar (4) observamos que el volumen de la esfera es

il Bedyiihy oo 2 nadNadlifen 33ﬁ(_23):£ 3
V—Jﬂ'(r x)dx—ﬂ'(rx 3x T 11'3r 7r3r 377'7. [ |

&

I Método de la arandela Sea R la regién acotada por las grificas de las funciones continuas
y=f(x),»=g(x) ylas rectas x =a y x = b, como se muestra en la FIGURA 3.3.10a), que se hace girar
alrededor del eje x. Entonces una rebanada perpendicular al eje x del sélido de revolucién en xF
es una circular o anillo anular. Cuando el elemento rectangular de ancho A x; que se muestra en
la figura 3.3.10a) gira alrededor del eje x, genera una arandela. El drea del anillo es

A(x§) = érea del circulo — drea del orificio
= 7LfE0] = wlgGh)]® = m(fED]* — [e(:H]?)
y el volumen V de la arandela representativa mostrada en la figura 3.3. 10b) es
Vi = AGD) Axg = w([fO)]* — [g(xH)]) Axy
En consecuencia, el volumen del sélido es

b
Y 5 J 7 ([ F2]> = [g@]1>)dx., .- (5)

a

Observe que la integral en (5) se reduce a (4) cuando g(x) =

@) Regién b) Arandela ¢) Sélido de revolucidn

FIGURA 3.3.10 Cuando el elemento rectangular en a) gira alrededor del eje x se genera la aran-
dela circular en b)

)3\ Mo 8 |Vétodo de la arandela

Encuentre el volumen V del sélido formado al girar alrededor del eje x la regién acotada por las
grificasde y=x+2, y=x,x=0yx=3.

Solucion En la FIGURA 33.11a) se muestra la regién en cuestion. Luego, el drea de una seccion
transversal del sélido correspondiente al plano perpendicular al eje x en x} es

A = 7wk + 2)° — (P = w(4xF + 4). i
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Como se ve en la figura Z|.3. 11a) y b), un elemento rectangular vertical de ancho Ax;, cuando se
hace girar alrededor del je x, produce una arandela cuyo volumen es

Vi = A Ax = w(dxf + 4) Ax,.
El proceso usual de sumas y limites acostumbrado lleva a la integral definida para el volumen V

del sélido de revolucidn:
3

= 307.

3
V= WJ (4x + 4) dx = 7 (2x* + 4x)}
0

0

TR A
a) Region b) Arandela ¢) Sélido de revolucién
FIGURA 33.11  Region y solido de revolucidn en el ejemplo 4 ||

RS NeleY Integracion con respecto a y

Encuentre el volumen V del sélido formado por la regién que gira alrededor del eje x acotada por
las grificas de y = Vxy y=wx.

Selucién Cuando el elemento rectangular horizontal en la FIGURA 3.3.12a) gira alrededor del eje
Y genera una arandela de ancho Ay;. El drea A(y¥) de la regi6n anular en Vi es

A(yf¥) = drea del circulo — drea del orificio — 1

El radio del circulo y el radio del hueco se obtienen al despejar, a su vez, y=xyy = Vx para
X en términos de y:

AGD = 7)Y — w1 = = — DY,
Asi, el volumen de una arandela es
Vi = AP Ay = w52 — Y Ay

Usualmente sumando los V; y tomando el limite de la suma cuando P — 0 llevan a la integral
definida para el volumen del sélido;

: e i AT S8
s A BRI e S
v ”LU 2 ”(33 5% )L B

a) Regién o b) Arandela y sélido de revolucién

FIGURA 3.3.12 Regién y solido de revolucién en ¢l ejemplo 3 B

.3 Volimenes de sdlidos: método de las rebanadas
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x=4
FIGURA 3.3.13  Sélido de
revolucion en el ejemplo 6

www.FreeLibros.me

UNIDAD 3 Aplicaciones de la integral

I Revolucion alrededor de unarecta El siguiente ejemplo muestra cémo encontrar el volumen
de un sélido de revolucién cuando una regién se hace girar alrededor de un eje que no es un

eje de coordenadas.

=SS ¥e R Eje de revolucion que no es un eje de coordenadas

se muestra en el ejemplo 2.

r de ese disco es

y entonces su volumen es

Encuentre el volumen V del sélido que se forma al girar la regién alrededor de la recta x = 4 que

Solucién  El sélido de revolucién en forma de domo se muestra en la FIGURA 3.3.13. Por inspec-
cién de la figura vemos que un elemento rectangular horizontal de ancho Ay, que es perpen-
dicular a la recta vertical x = 4 genera un disco sélido cuando gira alrededor de ese eje. El radio

r = (valor x més a la derecha) — (valor x mds a la izquierda) = 4 — x},

Vi = w4 — x5)* Ay,

Para expresar x en términos de y se usa y = V/x para obtener xj = (y¥)>. En consecuencia,

Vi = w(d — ()’2‘)2)2 Ay

Eso conduce a la integral

I

2
'ITJ @~y dy
0

o

ﬂ-J'-(16 — 8y + yhydy

“DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respusstas de los problemas impares comisnzan en la pagina RES-7.
=Fundamentos

En los problemas 1 y 2, use el método de las rebanadas para
encontrar el volumen del sélido si se proporcionan sus seccio-
nes transversales perpendiculares a un didmetro de una base
circular. Suponga que el radio de la base es 4.

1.

X

FIGURA 3.3.15 Las secciones
transversales son semicirculos

%

« FIGURA 33.14 Las secciones trans-
versales son tridngulos equildteros

3. La base de un sélido estd acotada por las curvas x = y*

y x =4 en el plano xy. Las secciones transversales per-
pendiculares al eje x son rectingulos para los cuales la
altura es cuatro veces la base. Encuentre el volumen del
solido.

4.

La base de un s6lido estd acotada por lacurvay = 4 —
y el eje x. Las secciones transversales perpendicu-
lares al eje x son tridngulos equildteros. Encuentre el vo-
lumen del sélido.

La base de un sélido es un tridngulo isosceles cuya base
y altura miden, respectivamente, 4 y 5 pies. Las seccio-
nes transversales perpendiculares a la altura son semi-
circulos. Encuentre el volumen del sélido.

Por el centro de una esfera sélida de radio r = 2 pies se
perfora un orificio de 1 pie de radio. Encuentre el volu-
men del sélido restante. Vea la FIGURA 3.3.16.

e e

FIGURA 3.3.16  Orificio a través g
de la esfera en el problema 6
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7. La base de un sdlido es un tridngulo isdsceles recto for-

mado por los ejes de coordenadas y larectax +y=

3. Las

secciones transversales perpendiculares al eje y son cua-
drados. Encuentre el volumen del sdlido.

Suponga que la pirdmide que se muestra en la FIGURA33.17

tiene altura /1 y base cuadrada de drea B. Demuestre que
el volumen de la pirdmide estd dado por A = hB. [Suge-
rencia: Sea b la longitud de un lado de la base cuadrada.]

FIGURA 3.3.17 Pirdmide en el problema 8

En los problemas 9-14, consulte la FIGURA 3.3.18. Use el mé- ,39’

todo del disco o arandela para encontrar el volumen del s6-

lido de revolucién que se forma
dedor de la recta indicada.

9. R, alrededor de OC
11. R; alrededor de OA
13. R, alrededor de AB

y
(&

al girar la regién dada alre-

10. R, alrededor de OA
12. R, alrededor de OC
14. R, alrededor de AB

B(1, 1)

FIGURA 3.3.18 Regiones

para los problemas 9-

14

En los problemas 15-40, use el método del disco o de la aran-

: j/ :
F Por
(15!

dela para encontrar el volumen del sélido de revolucidn que
se forma al girar la regién acotada por las gréficas de las ecua-
ciones dadas alrededor de la recta o eje que se indica.

gje y

eje x
eje x

eje y
ejex

P=9 e S0 e
l/’/[;/i'ﬁ—;‘ y zxg + 19X = Os_v = 5;
h S

} L s
—x’l_ » Y e je

1 130 it
18-y—x,x—2,x_3,y 0;
19.):(x—2)2,X:O,y:0;
,/20' Y=+ 1x=0y=0
Zj’l _}’:4—_){2’}):1_.3_‘)‘.2;
b Qv =1 - By—alas

0, primer cuadrante; eje y

3.3 Volimenes de sélidos: método de las rebanadas 121

2. y=x,y=x+Lx=0,y=2; ejey
/24 x+y=2x=0,y=0,y=1; ejex

‘ b sy = g5
2.6.x=y,x 1z o=l
V/@y:x”},x=0,y=l; y =2

2 — i oy 0 12
29./x2—y2:16,x=5; eje y

30 y=x*—6x+9,y=9 —3x% ejex
3k — vy —x 6. ¥

3.y = p ik lox = Ooy=:9% ‘ejey

3 y=x-xy=0; cjex

Y, vi=x + Ix=1,9=0; cjex
.-‘@g)y:e_“',x:l,y:l; y=2

6. y=ey=1x=2; ejex

37. y=|cosx|,y =0,0 = x = 2m; ejex

38 y=secx,x= —w/dx=7/4y=0; ejex

y=tanx,y =0,x = 7/4; ejex

,iﬂ}y:senx,y:cos x, x =0, primer cuadrante; eje x

\

= Piense en ello

41.

42.

Relea los problemas 68-70 acerca del principio de
Cavalieri, en los ejercicios 3.2. A continuacién muestre
que los cilindros circulares de la FIGURA 33.19 tienen el
mismo volumen.

fe— = —>|

FIGURA 3.3.19 Cilindros en el problema 41

Considere el cilindro circular recto de radio a que se
muestra en la FIGURA 33.20. Un plano inclinado a un dngu-
10 @ con respecto a la base del cilindro pasa por un dia-
metro de la base. Encuentre el volumen de la cufia resul-
tante que se corta del cilindro cuando

a) 6 = 45° b) 6 = 60°.

FIGURA 3.3.20 Cilindro y cufia
en el problema 42
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= Proyectos : Sea h la profundidad a que se hundird la bola. Vea la FIGU-
43. Paralas aves Un modelo matematico para la forma de B
un huevo puede obtenerse al girar la regién acotada por a) Demuestre que el volumen de la porcién sumergida de
las gréficas de y = 0 y la funcién f(x) = P)V1 — 2, la bola estd dado por V = 7r’h — s7h’.
donde P(x) = ax® + bx* + cx + d es un polinomio ci- b) Suponga que el peso especifico de la bola se denota
bico, alrededor del eje x. Por ejemplo, un huevo de arao POT Phora ¥ que el peso especifico del agua es pagua
comin corresponde a P(x) = —0.07x" — 0.02x> + 0.2x + (medida en Ib/pies®). Si r=3 pulg y poois = 0.4 Paguas
0.56. En la FIGURA 3321 se muestra la grifica de f obtenida use el principio de Arquimedes —el peso de la bola es
con ayuda de un SAC. igual al peso del agua desplazada— para determinar

a) Encuentre una férmula general para el volumen V de la proi.’undldad aproximada & que se hundird la bola.
Uil hievd com base e el modelo o temztinh Necesita una Calcul'adorffl 0 un.SAC para resolver una
£(x) = P)VI — 22, donde Pl =) b Loxvd. ecuacion de un polinomio ctibico.

[Sugerencia: Este problema puede resolverse con
cdlculos manuales, aunque es lento y “confuso”. Use
un SAC para realizar la integracion. ]

b) Use la férmula obtenida en el inciso a) para estimar el
volumen de un huevo de arao comtin.

¢) Un huevo de somorgujo petirrojo corresponde a
P(x) = —0.06x* + 0.04x* + 0.1x + 0.54. Use un
SAC para obtener la grifica de .

d) Use el inciso a) para estimar el volumen de un huevo
del arao comdn.

FIGURA 3.3.22 Bola de madera
flotante en el problema 44

45. Sélidos de Steinmetz El sélido formado por dos cilin-
dros circulares de radio r cuyos ejes se cortan formando
un dngulo recto se denomina bicilindro y es un caso
especial de los sélidos de Steinmetz. Por razones de cla-
ridad se muestra la octava parte del sélido en la FIGURA
3.3.23.

a) Encuentre el volumen total del bicilindro ilustrado en
la figura.

5 b) Escriba un breve reporte sobre los sélidos de Stein-

metz.

Huevos de arao comiin

T —= X

FIGURA 3.3.21 Modelo de la forma del
huevo de arao comin en el problema 43

<
44. Ese sentimiento de hundirse Una bola esférica de FIGURA 3.3.23 Cilindros circulares

madera de radio r flota en un estanque de agua tranquila. rectos que se cortan en el problema 45

3.4 volimenes de solidos: método de los cascarones

B Introduccion En esta seccidn continuamos el andlisis de cdmo encontrar voltimenes de soli-
dos de revolucién. Pero en lugar de usar planos perpendiculares al eje de revolucién para reba-
nar el s6lido en rodajas cuyo volumen puede aproximarse por cilindros circulares rectos regula-
res (discos o arandelas), desarrollamos un nuevo método para encontrar voliimenes de sélidos de
revolucién que utiliza cascarones cilindricos circulares. Antes de construir una integral que
represente el método de los cascarones es necesario encontrar el volumen del cascarén cilindri-
co general que se muestra en la FIGURA 3.4.1. Si, como se observa en la figura. r, y 7> denotan res-
pectivamente los radios interior y exterior del cascarén, y 4 es su altura, entonces su volumen
FIGURA 34.1 Cascardn cilindrico  estd dado por la diferencia

volumen del cilindro exterior — volumen del cilindro interior
7 2 0 2 z
= ar;h — wrih = ’n'(rg — r;)h = 1(r, + r)(rn — np)h-

(1)
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3.4 Volimenes de sdlidos: método de los cascarones

I Construccién de una integral En la seccién 3.3 vimos que un elemento rectangular de drea
que es perpendicular a un eje de revolucién genera, al girar, ya sea un disco circular o una aran-
dela circular. No obstante, si hacemos girar el elemento rectangular mostrado en la FIGURA 34.2a)
alrededor del eje y, generamos un cascarén hueco como se muestra en la figura 3.4.2b). Para

encontrar el volumen que se observa en la figura 3.4.2¢), sea P una particion arbitraria del inter-
valo [a, b]:

= e G s e

La particién P divide el intervalo en n subintervalos [x, j, %], k= 1,2,...,n, de ancho

Ax; = x; — x3_1. Si identificamos el radio exterior como r, = x; y el radio interior como
= * 1 o 7

f1 = X,y y definimos xf = 5(x; + x;-1), entonces xi es el punto medio del subintervalo

[X:—1. X.]. Con la identificacién adicional h = f(x¥) por (1) se concluye que el volumen repre-
sentativo del cascarén en la figura 3.4.2b) puede escribirse como

Vi = 7wl + %) — x—1)h
Kol X
= ZWQI’[(}';{ i X;-_l)
2
o bien, Vi = 2mxif(xh) Ax,.

Una aproximacién al volumen del sélido estd dada por la suma de Riemann
EVk = EZW)cff(xf) Ax. 2)
k=1 k=1

Cuando la norma | P|| de la particién tiende a cero, el limite de (2) es una integral definida que
se usa como la definicion del volumen V del sélido:

b
V= ZWJ xf(x) dx. (3)

a) Regién b) Arandela ¢) Sélido de revolucion
FIGURA 34.2 Cuando el elemento rectangular en a) gira alrededor del eje v se genera el cascarén en b)

Como se menciond en las Notas desde el aula al final de la seccién 3.2, no es posible obte-
ner una integral, que en este caso representa el volumen de un sélido de revolucién, que “fun-
cione” en todos los casos posibles. De nuevo se apremia al lector a que no memorice una férmu-
la particular como (3). Intente comprender la interpretacién geométrica de las componentes del
integrando. Por ejemplo, f(x), que representa la altura del rectdngulo en la figura 3.4.2, puede ser
la diferencia f(x) — g(x) si el elemento rectangular estd entre las gréificas de dos funciones
y = f(x) yy = g(x), f(x) = g(x). Para establecer una integral para un problema dado sin aden-
trarse en un tedioso andlisis, considere que un cascarén es una delgada lata de aluminio a la que
se han quitado las partes superior e inferior. Para encontrar el volumen de la concha (es decir, el
volumen del metal en la analogia de la lata de aluminio), imagine que la lata se corta en forma
recta a lo largo de su lado y que se aplana como se ilustra en la FIGURA 34.3a) y b). Como se mues-
tra en la figura 3.4.3¢), entonces el volumen de la concha es el volumen de este solido regular:

volumen = (longitud) - (ancho) - (grosor)

= (circunferencia del cilindro)- (altura) - (grosor)
= 2w rht. (4

123
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124 UNIDAD 3 Aplicaciones de la integral

= =i &

a) La arandela se corta por su lado b) Se aplana ¢) El resultado es un sélido rectangular
FIGURA 3.43 Determinacion del volumen de un cascarén

1SS We M Uso del método de los cascarones

Vuelva a leer el ejemplo Senla - B Use el método de los cascarones para encontrar el volumen V del sélido que se forma al girar

seccion 3.3 antes de abordar este
ejemplo.

alrededor del eje y la regién acotada por las grificasde y = Vxy y=ux.

Solucién Este problema se resolvié en el ejemplo 5 de la seccién 3.3. En ese ejemplo vimos
que usar un elemento rectangular horizontal perpendicular al eje y de ancho Ay, generaba una
arandela al girarlo alrededor del eje y. En contraste, cuando un elemento rectangular vertical de

ancho Ax, gira alrededor del eje y genera un cascarén. Con ayuda de la FIGURA 34.4a) en (4) se
hace la identificacién r = x7,

h = gréfica superior — grafica inferior = \/ﬁ — i
vyt = Ax;. A partir del volumen del cascarén,
Ve = 217x25('\/x—,’§‘ — xf) Ax, = 21’:'(()c§f)3f2 = (x}f)g) Axg,

obtenemos la integral definida al determinar el volumen del sélido:

1

Vi— sz &2 — X3 dx
0

=5 25/2713 1_2_
QW(Sx 3x D—lsﬂ'.

YA 5 :\I:E -
Y=y L
c=lilite (&0
= bl S
h :\/x_;‘—xf e
EN Pop Y=
i
1h
14! oy
o b o
Axy,
~ vt e .
a) Regidn b) Cascardn y sélido de revolucién
FIGURA 344 Regidn y solido de revolucion en el ejemplo | =

No siempre es conveniente o incluso posible usar los métodos del disco o de 1a arandela ana-
lizados en la iltima seccién para encontrar el volumen de un sélido de revolucidn.

1245\ 0o B8 Uso del método de los cascarones

Encuentre el volumen V del s6lido que se forma al girar alrededor del eje y la gréfica de y =sen x
S0 == 7

2

Solucién La grifica de y = sen x* sobre el intervalo indicado en la FIGURA 345 se obtuvo con
ayuda de un SAC.

Si elegimos usar un elemento rectangular horizontal para girarlo alrededor del eje v, se gene-
rarfa una arandela. Para determinar los radios interior y exterior de la arandela serfa necesario
despejar x en v = sen x° en términos de v. Aunque esto simplemente lleva a x* como un seno
inverso, plantea un problema practico: por ahora no es posible integrar una funcién trigonomé-
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3.4 Volimenes de sélidos: método de los cascarones

trica inversa. Por tanto, atendemos al elemento rectangular vertical mostrado en la figura 3.4.5a).
Cuando éste elemento gira alrededor del eje y, se genera un cascar6n con radio r = xf, altura
h=sen(x})* y grosor t = Ax,. Por (4), el volumen del cascarén es

Ve = 2arx¥ sen (x¥)* Axg.

Asf, por (3) se tiene

V7
V= QWJ xsen x> dx.
0

Si u=2x?, entonces du = 2x dx y x dx = du. Los limites de integracién u se determinan a partir
del hecho de que cuando x=0, u=0y x = \/7, u = 7. En consecuencia, el volumen del s6li-
do de revolucién mostrado en la figura 3.4.5b) es

V—ﬂ'[ sen u du = ’.'TCOSM} =1 +1)=2mw.
0 0

¥ =senx’
by
o | = Axk
h= G A8
- i P
; =
—r=x} ol e
a) Region b) Sélido de revolucién
FIGURA 3.45 Regién y sélido de revoluci6n en el ejemplo 2 22

En el siguiente ejemplo ilustramos el método de los cascarones cuando una regién gira alre-
dedor de una recta que no es un eje de coordenadas.

=)=\ Mo &N Eje de revolucion que no es un eje de coordenadas

Encuentre el volumen V del sélido que se forma al girar la regién acotada por las grificas de
x =y> — 2yyx=3 alrededor de larectay = 1.

Solucién  En este caso, un elemento rectangular de drea perpendicular a una recta horizontal que
gire alrededor de la recta y = 1 generaria un disco. Puesto que el radio del disco no se mide desde
el eje x sino desde la recta y = 1, serfa necesarid resolver x = y* — 2y para y en términos de x.
Este inconveniente puede evitarse si se usa un elemento horizontal de drea, que entonces genera
un cascarén como el que se muestra en la FIGURA 3.46b). Observe que cuando x = 3, la ecuacién
3 = y?> — 2y, o en forma equivalente (y + 1)(y — 3) = 0, tiene las soluciones —1 y 3. Por tanto,
s6lo es necesario partir el intervalo [1, 3] sobre el eje y. Después de hacer las identificaciones
=yf—1,h =3 —xf yt = Ay, por (4) se concluye que el volumen de un cascarén es

E Vi = 2a(yf — DG — xP)Ay,
=27(yi — D3 — ) + 2yHAy,
= 2m(— (i) + 308 + yF — 3)Ay.

a) Regién b) Cascarén ¢) Sélido de revolucién
FIGURA 3.46 Regi6n, cascarén y sélido de revolucién en el ejemplo 3

125
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A partir de la dltima linea se observa que el volumen del sélido es la integral definida

3
V= 21,-j (—y* + 3% + y = 3)dy
1

gl 3 lz_,
27T<4y + y +2y o 1

81 9 1 1 =
27]{(‘*4.—‘1‘27*#‘59)—(—14‘[‘*’2 3)}—8#. |

3

m DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-7.

= Fundamentos

En los problemas 1-6, consulte la FIGURA 3.47. Use el método
de los cascarones para encontrar el volumen del sélido de
revolucidn que se forma al girar la regién dada alrededor de la
recta indicada.

1. R, alrededor de OC
3. R, alrededor de BC
5. R, alrededor de AB

2. R, alrededor de OA
4, R, alrededor de OA
6. R, alrededor de AB

LB 1)

y
(8

o . A
FIGURA 34.7 Regiones
para los problemas 1-6

En los problemas 7-30, use el método de los cascarones para
encontrar el volumen del sélido de revolucién que se forma al
girar la region acotada por las graficas de las ecuaciones da-
das alrededor de la recta o eje que se indica.
E ) = = 0,y=35 ejex
8. y=1-xx=0y=0;, y=-2

9. y=x’x =0,y =3, primer cuadrante; eje x

0 v= x=2,37=0; ¢y
11.y=x2,x:1,y:0; x=3

12. y=x%y=19;, ejex

18 y=xbt A =0 x—1 y—7: ejey

14. y=x>-5x+4,y=0; ejey
By=@-1%y=1; ejex

16. y=(x—2%y=4; x=4
[ﬁ>y2x1/3,x21,y=0; yv=-—1
18.y=x1-[3+1,y=ﬁx+l,x:1; =1l
19. y=xy=1x ejey -

20 y=x2,y:x; i1

21. y = —x* + 3x% y = 0, primer cuadrante; eje y
22. y=x¥ —x,y =10, segundo cuadrante; eje y

2@ y=x*=2,y=—x*+2,x=0, segundo y tercer cua-
- drantes; eje y

@y=x2—4x,y:—x2+4x;
25, % = yo =S5yl pi=1();
26.x=yz+2,y=x~4,y:1; eje x
27. y=x,y=x+6,x=0; ejey
28. y=Vx,y=VI—xy=0, ejex
29. y:senxz,x:D,y=1; eje y

xr==1

eje x

30. y = efl,y=0,x: 0,x=1; ejey

En los problemas 31-36, la region en el inciso a) gira alrede-
dor del eje indicado, generando el sélido que vemos en el
inciso b). Escoja entre los métodos del disco, de la arandela o
de los cascarones para encontrar el volumen del sélido de
revolucion.

3].- y

325
< |

i(rj.-h)
a .. x

(ra, 0)
a) b) Tronco
FIGURA 349 Region y sélido para el problema 32

33.

a) b) Esfera
FIGURA 3.4.10 Region y sélido para el problema 33
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34. = Aplicaciones
b) Sector esférico
FIGURA 3.4.11 Regién vy sélido para el problema 34
35, e FIGURA 3.4.14.
xfa“+ylb =1, 38.
q y=0
U > X
b) Esferoide alargad 4
a) ) Esferoide alargado y= a)le.’Zg < 5
FIGURA 3.4.12 Regi6n y sélido para el problema 35
36 54
= | 5
xla® + yz.sz: Ik
x=0

g ' &
a) b) Esferoide achatado
FIGURA 3.4.13 Region y sélido para el problema 36

3.5 Longitud de arco

I Introduccion  Si una funcién y = f(x) tiene una primera derivada continua sobre un intervalo
[a, b], entonces se dice que la grifica es suave y f se denomina funcién suave. Como el nombre
lo implica, una gréfica suave carece de picos. En el andlisis que siguesse establece una férmula
formal de la longitud L, o longitud de arco, de una gréfica suave sobre un intervalo [a, B]. Vea
la FIGURA 3.5.1.

I Construccién de una integral Sean f que tiene una grafica suave sobre [a, b] y P una parti-
cién arbitraria del intervalo:

G=XO<JC1<XZ<"'<)C”_']<)C”'—"b.

Como de costumbre, sean Ax, el ancho del k-ésimo subintervalo y || P|| el ancho del subinterva-
lo mds grande. Como se muestra en la FIGURA 3.5.2a), es posible aproximar la longitud de la grafi-
ca sobre cada subintervalo [x;_;, x;] al encontrar la longitud L, de la cuerda entre los puntos
(o1 fo— ) y e f(x)) parak =1, 2, . . ., n. Por la figura 3.5.2b), la longitud L, se obtiene a
partir del teorema de Pitdgoras: >

L= V(Ax)® + (Ayd® = Vi(x — 5 0)? + (Fox) — f ) (1)

Por el teorema del valor medio sabemos que en cada subintervalo abierto x} existe un nimero
(x¢—1, x;) tal que

fG) = F%—1)

S = J) —f—y) = f'(x;f)(xk = Mk

o bien,

f&)
Al usar la dltima ecuacién, f(x,) — f{x,_,) sustituimos en (1) y simplificamos:
L= V& — 5 + LD — x50}
= Vin = x-0’(1 + [FEHI)
VAL T PG = )
V1 + [FGEHT Ax,

II
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37. Un cubo cilindrico de radio r que contiene un liquido gira
alrededor del eje y con velocidad angular constante w. Es
posible mostrar que la seccion transversal del liquido estd
dada por y = w’x*/(2g), —r = x = r, donde g es la ace-
leracién debida a la gravedad. Use el método de los cas-
carones para encontrar el volumen V del liquido en el
liquido giratorio dado que la altura del cubo es h. Vea la

En el problema 37, determine la velocidad angular w para
la cual el fluido entra en contacto con el fondo del cubo.
(Cudl es el volumen V correspondiente del liquido?

FIGURA 3.4.14 Cubo en los problemas 37 y 38

a b
FIGURA 3.5.1
la longitud L de la gréfica de f
sobre [a, b]

Determinacion de

4 (1, f 1))

b) Acercamiento a la cuerda
sobre el k-ésimo subintervalo

FIGURA 3.5.2 Aproximacién de
la longitud de una grifica al
sumar las longitudes de cuerdas
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FIGURA 353 Grifica de

la funcién en el ejemplo 1

.

La suma de Riemann
L= 2, V1+ [fGD) Ax,
=1 k=1

representa la longitud de la curva poligonal que une (a, f(a)) y (b, f(a)), y proporciona una apro-
ximacién a la longitud total de la gréfica de [a, b]. Cuando |P| — 0, obtenemos

n rb
lim > V1 + [f&HPAx = J V1 + [f(x)]*dx. (2)

IPl—=0 =

o

El analisis anterior sugiere usar (2) como la definicién de la longitud de la grifica sobre el inter-
valo.

Definicion 3.5.1 Longitud de arco

Sea funa funcién para la cual f' es continua sobre un intervalo [a, b]. Entonces la longitud L
de la gréfica de y = f(x) sobre el intervalo estd dada por

b
g [ VIT F@F dx 3)

La férmula para la longitud de arco (3) también se escribe como

L f\j 1+ (9’2)2 dx. (4)

dx

Se dice que una grifica que tiene longitud de arco es rectificable.

=AY [ Kkl Longituc-de una curva

Encuentre la longitud de la grifica y = 4x? del origen (0, 0) al punto (1, 4).

Solucién La gréifica de la funcién sobre el intervalo [0, 1] se muestra en la FIGURA 3.53. Luego,
dy

E = Gx'/?

es continua sobre el intervalo. En consecuencia, por (4) se concluye que

1
L= } V1 + [6x*] dx
0

1
= J (1 + 36x)" dx
0

e (lm 4 /203
L=k G dx),
36 .’D & x), C36

gl T e DR e
= 54(1 + 36x) L 54[37 1] = 4.1493.
I Diferencial de longitud de arco Si C es una curva suave definida por y = f(x), entonces la

longitud de arco entre un punto inicial (@, f(a)) y un punto variable (x, f(x)), donde a = x = b,
estd dada por

() = r\/l + [fOla, )

donde 7 representa una variable de integracion ficticia. Resulta evidente que el valor de la inte-

oral en (5) depende de x, por lo que se denomina funcién de longitud de arco. Luego, por (10)
de la secci6n 1.5, ds/dx = V1 + [f'(x)]? y, en consecuencia,

ds = V1+ [f(0]dx (6)
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La tltima funcién se denomina diferencial de la longitud de arco y puede usarse para aproxi-
mar longitudes de curvas. Con dy = f'(x) dx, (6) puede escribirse como

= V(dx)’ + (dy>  obien, (ds)® = (dx)’ + (dy)™ (7

En la FIGURA 35.4 se muestra que la diferencial ds puede interpretarse como la hipotenusa de un
tridngulo rectdngulo con catetos dx y dy.
Si (3) se escribe L = [ds para abreviar y la curva C se define por x = g(y),c =y = d,

1. s 2 1 1
entonces la tltima expresion en (7) puede usarse para resolver ds/dy: T %

7 FIGURA 3.5.4 Interpretacidn
CZS / d X o) dx ; geométrica de la diferencial de la
1 + ds = s (d}‘) dy. longitud de arco

Por tanto, la integracién con respecto a y analoga de (4) es

L= [dm dy. (8)

Vea los problemas 17 y 18 en los ejercicios 3.5.

............................................................................................................................................................................

A menudo, la mtegral en (3) lleva a probiemas en los cuales se requieren tecmcas espe_
ciales de integracién. Vea la unidad 2. Pero aun con estos procedimientos ulteriores, no
siempre es posible evaluar la integral indefinida [V1 + [f(x)]2 dx en términos de las
conocidas funciones elementales, incluso para algunas de las funciones mds simples
como y = x. Vea el problema 45 en los ejercicios 2.7.

“ DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-7.

= Fundamentos En los problemas 17 y 18, use (8) para encontrar la longitud
_Ea 1(;‘5 problemas 1-12, encuentre Ia longitud de la grafica de la gréfica de }a ecuacion dada sobre el intervalo indicado.
de la funcién dada sobre el intervalo indicado. Use una calcu- \/17 x=4-—y" 10,8

ladora o un SAC para obtener lzyﬁca. 13 o }SIZ + 572 [4,9]
1L y=x [=11] @ y=x & L [0 3] 19. Considere la longitud de Ia grafica de x* + y** = 1 en
3.y :1 32 4+ 4; [0, 1] @} = 3x23, [1,8] el primer cuadrante.
3 o a) Muestre que el uso de (3) conduce a un integrando
= *(x il 4] discontinuo.
/6- (v + 12 =4(x + 1)} [—1,0] b) Suponga que el teorema fur_]damental del. célculo
puede usarse para evaluar la integral obtenida en el
&/@ e 7x3/2 — X2 [1,4] 8 y= %x'i + 2L [2, 4] inciso @) y encuentre 1a longitud wtal de la grafica.
20. Establezca, pero no intente evaluar, una integral que pro-
/9 \ y = 7\ 4 L’ 2,3] 10.y= Lo AR 1, 2] porcione la longitud total de la elipse x*/a* + y*/b* =1,
8x? 5 12 a>b>0.
- 2/3\3/2. 3 ; :
I y = @—2"9 L8] 21. Dado que la circunferencia de un circulo de radio r es
/ =, 2.=%x<.3 2arr, encuentre el valor de la integral
VAR == 2)7,  3=a< 10 ]2,15] T
G 1 3/2
sl — O 10 =ie=85 J——dx
g b V1 —x?
En los problemas 13-16 establezca, pero no evalie, una inte- 220 Ly dlfteEHCIal e la,]O“gltUd e ?rio (6) prraaprox-
: =y : S mar la longitud de la gréfica de y = 3x" desde (2, 4) hasta
gral para la longitud de la funcién dada sobre el intervalo indi-
S (2.1, 4.862025).

13. y =22 =131 \/14 y=2Vx+1; [—1,3]
15. y =senx; [0, o] )\,—mnx [—m/4, w/4]
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FIGURA 3.6.2 Tronce de un cono

3.6 Area de una superficie de revolucién

I Introduccién Como se ha visto en las secciones 3.3 y 3.4, cuando una grafica de una funcién
continua y = f(x) sobre un intervalo [a, b] gira alrededor del eje x, genera un sélido de revolu-
cion. En esta seccion tenemos interés en encontrar el drea S de la superficie correspondiente; es
decir, una superficie de revolucion sobre [a, b] como se muestra en la FIGURA 3.6.15).

y )T (b, fbD)

b) Superficie

a) Grifica
FIGURA 3.6.1 Superficie de revolucion

B Construccion de una integral Antes de construir una integral definida para la definicién del
drea de una superficie de revolucién, se requiere una férmula para el drea lateral (excluyendo las par-
tes superior e inferior) de un fronco de un cono circular recto, Vea la FIGURA 36.2. Si r; y 7> son los
radios de las partes superior e inferior y L es la altura oblicua, entonces el 4drea lateral est4 dada por

w(r; + ry)l. (1)

Vea el problema 17 en los ejercicios 3.6. Ahora suponga que y = f(x) es una funcién suave y que
J(x) = 0 sobre el intervalo [a, b]. Sea P una particion del intervalo:

e e b e < S =

Luego, si unimos con una cuerda los puntos (x;_;, f{x; 1)) ¥ (x4 f(x)) mostrados en la FIGURA
36.3a), formamos un trapezoide. Cuando el trapezoide gira alrededor del eje x, genera un tronco de
un cono con radios f{x,_;) y f(x;). Vea la figura 3.6.35). Como se muestra en la seccién transver-
sal en la figura 3.6.3¢), la altura oblicua puede obtenerse a partir del teorema de Pitdgoras:

Vg — x1)? + () — f )

Altura
y e . oblicua \yj'(xk) — TG )
(1. £ ) .
Xp— X
(e £05) e ORI T‘)
; /\ Lr—1 | *k
- > X
A RN
B e X Sn= b
a) Trapezoide b) Tronco c¢) Vista lateral del tronco

" FIGURA 3.6.3 Aproximacion del drea de la supetficie de revolucidn al sumar dreas de troncos

Asi, por (1) el drea superficial de este elemento es
. Si= anlfoed + e )] \/(Xk =g Xff—w)z 2= (00 *f(v’fk—l))z

= wf(x) + f(xk_l)J\/ 1+ (wym S
k k=1

= wlf(w) + f(x;._ln\/ 1+ (JW) R
k k—1
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donde Ax;, = x; — x;_;. Esta dltima cantidad es una aproximacién al drea verdadera de la super-
ficie de revolucién sobre el subintervalo [xz_;, x;].

Luego, asi como en el andlisis de la longitud de arco, se invoca el teorema del valor medio
para derivadas a fin de afirmar que en el intervalo abierto x§ hay un (x._,, x.) tal que

J&) — fla)

A = Xp—1

FGs) =
La suma de Riemann

D8 =7 2 [ + fu-pl V1 + [FGDT? Ax
k=1 k=1

es una aproximacién al drea § sobre [a, b]. Esto sugiere que el drea superficial S estd dada por
el limite de la suma de Riemann:

S = hme [fx) + F-)1 V1 + [ Ax. )
k=1

[Pl—0

Puesto que también se espera que f(x;_,) y f(x;) tiendan al limite comin f{(x) cuando |P| — 0,
tenemos f(x;) + flx— ) = 2f(x).

El andlisis anterior sugiere usar (2) como la definicién del drea de la superficie de revolu-
cién sobre el intervalo.

Definicion 3.6.1 Area de una superficie de revolucién

Sean f una funcién para la cual f' es continua y f(x) = 0 para toda x en el intervalo [a, b]. El
drea § de la superficie que se obtiene al girar la grifica de f sobre el intervalo alrededor del eje
x esta dada por

b
wa(x)-v. L+ [f(0))° dx. 3)

FEATE Area de una superficie

Encuentre el drea S de la superficie que se forma al girar la grifica de y,= V/x sobre el interva-
lo [1, 4] alrededor del eje x.

Solucién Se tiene f(x) = x'/2 f'(x) = 3x 2 = 1/(2Vx), y por (3)

Al i) o
S%J}W 1+(2\/;C)dx

4
:27rJ Vx 1+de
4x

ZWJ\/J 4x-:1

WJ Vidx + 1dx

1

N

4
WJ (4x + )4 dx) = %’7}'(4}; SR

1 1

:;f’) 3/2 b
7 [ 177 — = 3085, FIGURA 364 Superficie de

revolucion alrededor del eje x
Vea la FIGURA 364. #  en el ejemplo 1
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(8.2)

FIGURA 365 Superficie de

I Revolucion alrededor del eje y  Es posible mostrar que si la gréfica de una funcién continua
v =f(x) sobre [a, b], 0 = a < b, gira alrededor del eje y, entonces el drea S de la superficie de
revolucion resultante estd dada por

b
e 2qr] xV1 + [f(x)]*dx. (4)

Asi como en (3), en (4) se supone que f'(x) es continua sobre el intervalo [a, b].

FENETN Area de una superficie

Encuentre el drea S de la superficie que se forma cuando la grifica de y = x'/* sobre el interva-
lo [0, 8] gira alrededor del eje y.

-2/3

Solucién  Se tiene f'(x) = 1x>, de modo que por (4) se concluye que

8
§= 27{ w1+ Sx R dx
s 9
f
8 8 e 1
o[ L,
0 9.’(:’
8
= %’]TJ BN 923 + 1 dx.
0

La dltima integral se evaluard al revisar el método de sustitucién w. Si hacemos u = 9x*° + 1,
entonces du = 12x'3dx, dx = 5x~ '3 du, x = 0 implica u =1, y x = 8 proporciona u = 145. En
consecuencia,

145 1 145 1 : !
S { u? du = —mﬁﬂ} = EW(MSM — 172 = 203.04.
]

= Aa 27 :

revelucion alrededor del eje v

en el ejemplo 2 Vea la FIGURA 3.6.5.

“ DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-7.

= Fundamentos

En los problemas 1-10, encuentre el drea de la superficie que
se forma al girar cada grafica sobre el intervalo dado alrede-
dor del eje indicado.

1. y =2Vx,[0,8]; ejex

2. y=%c+ 11155 eex

3. = 10, L eje x

4. y=u"[1,8]; ejey

By =x*+1,00,3]; ejey

6. y=4—x%10,2]; ejey

@Dy =2+ 1,[2,7]; ejex

8. y= V16 - %[0, V7]; ejey

9. y= ix“ 2k ﬁ, [L 2] ey

= o
3 4x

11. a) La forma de una antena de disco es una pardbola que
gira alrededor de un eje de simetria, denominada pa-

raboloide de revolucién. Encuentre el drea superfi-
cial de una antena de radio r y profundidad & que
obtenemos al girar la grifica de fix) = rv1 — x/h
alrededor del eje x. Vea la FIGURA 36.6.

b) La profundidad de una antena de disco varia de 10 a
20% de su radio. Si la profundidad % de la antena del
inciso a) es 10% del radio, muestre que ¢l drea super-
ficial de la antena es aproximadamente la misma que
el drea de un circulo de radio r. ;Cudl es el error por-
centual en este caso?

FIGURA 386 Grifica
de fen el problema 11

Las antenas de disco son paraboloides de
revolucion
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12. La superficie formada por dos planos paralelos que cor- 19. Seay=/f(x) una funcién no negativa continua sobre [a, b]
tan una esfera de radio r se denomina zona esférica. cuya primera derivada es continua sobre el intervalo.
Encuentre el drea de la zona esférica que se muestra en la Demuestre que si la grifica de f gira alrededor de una
FIGURA 36.7. recta horizontal y = L, entonces el drea § de la superficie

de revolucidn resultante estd dada por
b
5= sz [f0) — LIV1 + [Fx)]?dx.

20. Use el resultado del problema 19 para encontrar una inte-
gral definida que proporcione el drea de la superficie que
se forma al girar y = x*3, [1, 8], alrededor de la recta
y=4. No evalie.

FIGURA 3.6.7 ~ Zona esférica en el problema 12 = PTOVeCtOS
13. Lagrificade y = |x + 2| sobre [—4, 2], mostradaenla ~ 21- Una vista desde el espacio
FIGURA 3638, gira alrededor del eje x. Encuentre el drea S de @) Desde una nave espacial en orbita alrededor de la
la superficie de revolucidn. Tierra a una distancia & de la superficie terrestre, un

astronauta puede observar sélo una porcién A, del
drea total del drea superficial de la Tierra, A,. Vea la
FIGURA 36.9a). Encuentre una férmula para la expresién
fraccionaria A,/A, como una funcién de A. En la figu-
ra 3.6.95) se muestra la Tierra en seccién transversal
como un circulo con centro C y radio R. Sean los ejes
X ¥ ¥ como se muestra y sean yg y vg = R las coorde-

]
)
1
1
]
|
1
1
1
|
!
2

g,
U

nadas y de los puntos B y E, respectivamente.
FIGURA 36.8 Grifica de la funcién en el problema 13 b) (Qué porcentaje de la superficie de la Tierra ve un
astronauta desde una altura de 2 000 km? Considere
14. Encuentre el drea de superficie que se forma al girar que el radio terrestre es R = 6 380 k.
¥ + R = @, [~a, a], alrededor del eje x. ¢) ;A qué altura h el astronauta ve un cuarto de la super-
L ficie de la Tierra?
= Piense en ello d) (Cudl es el limite de A,/A, cuando la altura A crece sin
15. Demuestre que el drea superficial lateral de un cono circu- cota (h—00)? ;Por qué la respuesta tiene sentido
lar recto de radio r y altura oblicua L es mrL. [Sugeren- intuitivo?
cia: Cuando un cono se corta por el lado y se aplana e) (Qué porcentaje de la superficie terrestre ve un astro-
forma un sector circular con 4rea 31.6.] nauta desde la Luna si & = 3.76 X 10° km?
16. Use el problema 15 para mostrar que el drea superficial )

sl

lateral de un cono circular recto de radio r y altura / estd
dada por w7V r* + h*. Obtenga el mismo resultado usan-
do (3) o (4).

Use el problema 15 para obtener la férmula (1). [Suge-
rencia: Considere un cono completo de radio r, y altura
oblicua L,. Corte la parte cénica superior. Puede ser de
ayuda considerar tridngulos semejantes.]

17

18. Muestre que el drea superficial del tronco de un cono circu-

lar recto de radios r; y r, y altura h estd dada por
J o e 5 > a) b)
w(r + r)Vh (=) FIGURA 3.6 Porcién de la superficie terrestre en el problema 21

by

3.7 Valor promedio de una funcién

I Introduccion Todos los estudiantes saben qué es un promedio. Si un estudiante presenta cua-
tro exdmenes en un semestre y sus calificaciones porcentuales son 80, 75, 85 y 92%, entonces

su promedio puntaje es

80 & 75485 +92
4
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YA
F3) =191

f3) =0+ x
3
FIGURA 3.7.1 Determinacién del
promedio de todos los niimeros
indicados sobre el gje y

o bien, 83%. En general, dados n nimeros a,, a, ... , a,, se dice que su media aritmética o pro-
medio, es

atato+a, 1

== a. (1)

n 7

En esta seccidn se extiende el concepto de un promedio discreto como (1) al promedio de todos
los valores de una funcién continua definida sobre un intervalo [a, b].

I Promedio de valores funcionales Ahora suponga que tenemos una funcién continua f defi-
nida sobre un intervalo [a, b]. Para los niimeros x,, i = 1, 2, ..., n escogidos de manera arbitra-
ria de modo que ¢ < x; < x, < --- < x, < b, entonces por (1) el promedio del conjunto de
valores funcionales es

)R] et L
) D e L 3 o s
Si ahora se considera el conjunto de valores funcionales f(x) que corresponde a todos los nime-
ros x en un intervalo, debe resultar evidente que no es posible usar una suma discreta como en
(1), puesto que este conjunto de valores funcionales suele ser un conjunto no numerable. Por
ejemplo, para f(x) = x° sobre [0, 3], los valores de la funcién varfan desde un minimo de £(0) =0
hasta un méximo de f(3) = 9. Como se indica en la FIGURA 37.1, de manera intuitiva es de esperar

que exista un valor entero promedio fi,., tal que f(0) = fir, = f(3).

I Construccion de una integral Volviendo al caso general de una funcién continua definida
sobre un intervalo cerrado [a, b], sea P una particién regular del intervalo en n subintervalos de
ancho Ax = (b — a)/n. Six} es un nimero escogido en cada subintervalo, entonces el promedio

fOR) + G + -+ fGD)

n

puede escribirse como

foi) + f(XE):ra' ) 3)

Ax

puesto que n = (b — a)/Ax. Al volver a escribir (3) como

1 n 1
b = a];.f(xk) A)C

y tomar el limite de esa expresién como |P| = Ax— 0, obtenemos la integral definida

1 b
b—aJ J(x) dx. (€]

Debido a que se ha supuesto que f es continua sobre [a, b], su minimo absoluto y su maxi-
mo absoluto sobre el intervalo se denotardn por m y M, respectivamente. Si la desigualdad

m=fu) <M

se multiplica por Ax > 0y se suma, obtenemos

Em Ax = Ef(xi‘) Ax = EM Ax.
k=1 k=1 k=1 |
Debido a que X;-; Ax = b — a, la desigualdad precedente equivale a
(b—am= 2 fx)Ax = (b — M.
k=1

Y asf cuando Ax — 0, se concluye que

b
(b —aym= Jf(x)dx = (b — aM.

a
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3.7 Valor promedio de una funcién

A partir de la Gltima desigualdad concluimos que el nimero obtenido a partir de (4) satisface

| e
msb_ajf(x)EM.

Por el teorema del valor intermedio, f asume todos los valores entre m y M. Por tanto, el nime-
ro obtenido a partir de (4) en realidad corresponde a un valor de la funcién sobre el intervalo.
Esto sugiere plantear la siguiente definicién.

Definicion 3.7.1 Valor promedio de una funcién

Sea y = f(x) continua sobre [a, b]. El valor promedio de f sobre el intervalo es el nimero

i IR
fpro = T_ f(x) dx. (5)

T )

Aunque principalmente se tiene interés en funciones continuas, la definicidn 3.7.1 es vilida
para cualquier funcion integrable sobre el intervalo.

S5 [JHeBE Determinacion de un valor promedio
Encuentre el valor promedio de f(x) = x* sobre [0, 3].

Solucidn Por (5) de la definicién 3.7.1, obtenemos

fem o= YLAP .
P B 3\ Btk e

Algunas veces es posible determinar el valor de x en el intervalo que corresponde al valor
promedio de una funcién.

3[Rl R Determinacion de x correspondiente a fy,

Encuentre el valor de x en el intervalo [0, 3] que corresponde al valor promedio f,, de la fun-
cién f(x) = x%

Solucién Puesto que la funcién f(x) = x* es continua sobre el intervalo cerrado [0, 3], por el
teorema del valor intermedio sabemos que entre 0 y 3 existe un ntimero c¢ tal que

fleli=—ci= fixd

Pero, por el ejemplo 1, sabemos que f,,., = 3. Por tanto, la ecuacién ¢* =3 tiene las soluciones
¢ = *=V/3. Como se muestra en la FIGURA 3.7.2, la tnica solucidon de esta ecuacion en [0, 3]

esc = V3, B

I Teorema del valor medio para integrales definidas A continuacién se presenta una conse-
cuencia inmediata del analisis anterior. El resultado se denomina teorema del valor medio para
integrales.

Teorema 3.7.1 Teorema del valor medio para integrales

Sea y = f(x) continua sobre [a, b]. Entonces en el intervalo abierto (a, b) existe un nimero ¢
tal que

b
fle)b —a) = j Jlx) dx. (6)

En el caso en que f(x) = 0 para toda x en [a, b], el teorema 3.7.1 se interpreta facilmente en
términos de drea. El resultado en (6) simplemente establece que en (a, b) existe un nimero c para
" el cual el 4rea A de un rectdngulo de altura f(c) y ancho b — a mostrado en la FIGURA 3.7.3a) es la
misma que el drea A bajo la grdfica indicada en la figura 3.7.356).

135

c=3 3
FIGURA 372 f, es el valor
funcional f(\/3) en el ejemplo 1

YA

b)
FIGURA 3.7.3 EI 4rea A del rec-
tdngulo es la misma que el drea
bajo la grifica sobre [a, b]
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N[V JWeREY Determinacion de x correspondiente a f,,,

Encuentre la altura f(¢) de un rectdngulo de modo que el drea A bajo la grifica de y = x> + 1
sobre [—2, 2] sea la misma que f(c)[2 — (=2)] = 4f(c).

Solucién Bésicamente, &ste es el mismo tipo de problema ilustrado en el ejemplo 2. Asi, el

drea bajo la grafica mostrada en la FIGURA 3.7.43) s

A= fﬁ(x2 + 1 dx = (lf + x)r — <,

También, 4f(c) = 4(c* + 1), de modo que 4(c* + 1) =

8 i)

1mp11ca ¢ = 3. Las dos soluciones

¢, = 2/V3yec, = —2/V3estén en el intervalo (-2, 2). Para cualqu;er numero observamos que
la altura del rectdngulo es f(c;) = f(c) = (+2/ \f) A= 3 El drea del rectdngulo mostrado

enlafigura3.7.4b) es f(c)[2 — (-2)] =%-4=%
Yh y=x*+1

= Yy r
> X T >

=2 2 % N,

) & =_J—r3' c =@
a) Area bajo la gréfica b) Area del rectingulo
FIGURA 37.4 El drea en 4) es la misma que el drea en b) en el ejemplo 3 |

DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-8.

= Fundamentos

En los problemas 1-20, encuentre el valor promedio f,,, de la
funcién dada sobre el intervalo indicado.

1. fx) = 4x; [=3,1] 2./ =24 1% [—25]
=% 0 .
4. f) =2 = 3> +4x—1; [-1,1]
5 flx) = 3x> —4x; [—1,3] 6. fx) = (x + 1% [0.2]
Toflxi=wsi [=2 2] 8. fx) = xGx — )% [0, 1]
9 Hy = Vi [0.9] 10. f(x) = V5x + 1; [0, 3]
1/3
1. fo=xV=2 + 16; [0,3] 12. f(x):(l +%> — [
2
3. f == [L4] 14. fix) = x*P — x5 [1,4]
X
2 (vtad)
15. = 16. f(x) = —————; [4,
Jx) o [8::5] Jx) o [4, 9]
17. f(x) = senx; [—m,7w] 18.f(x) = cos2x; [0, 7w/4]

SEDTX" [_l l]

19. f(x) = csc’x; [7/6, w/2] 20. f(x) = 33
En los problemas 21 y 22, encuentre un valor ¢ en el interva-
lo dado para el cual f(c) = foro

2L (o) =2 2x - Ld] 22 ft) =N 3 [1.6]

23. El valor promedio de una funcién no negativa continua
y = f(x) sobre el intervalo [1, 5] es f,,, = 3. ;Cudl es el
drea bajo la gréafica sobre el intervalo?

24. Para f(x) = 1 — VA, encuentre un valor de b tal que
Joro = 0 sobre [0, b]. Interprete geométricamente.

= Aplicaciones

25. La funcién T(r) = 100 + 3¢ — 1¢* aproxima la tempera-
tura a las 7 horas después de mediodia en un dia tipico de
agosto en Las Vegas. Encuentre la temperatura media
entre el mediodia y las 6 p.m.

26. Una empresa determina que las ganancias obtenidas des-
pués de la venta de x unidades de un producto estdn dadas
por R(x) = 50 + 4x + 3x*. Encuentre el promedio de
las ganancias para ventas de x = 1 a x = 5. Compare el
resultado con el promedio £27_, R (k).

27. Sea s(7) la posicion de una particula sobre un eje horizon-
tal como una funcién del tiempo ¢. La velocidad media v
durante el intervalo de tiempo [z, 5] es v = [s(t2) —
s(t))1/(t, — t;). Use (5) para demostrar que vy, = .
[Sugerencia: Recuerde que ds/dt = v.]

28. Cuando no hay amortiguamiento, la posicién de una
masa m sobre un resorte que vibra libremente estd dada
por la funcién x(f) = Acos(wt + ¢), donde A, w y ¢ son



29.

30.
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constantes. El periodo de oscilacién es 27/w. La energia
potencial del sistema es U(x) = 3kx? donde k es la cons-
tante del resorte. La energia cinética del sistema es
K = Im?, donde v =dx/dt. Si w* = k/m, muestre que la
energia potencial media y la energfa cinética media sobre
un periodo son las mismas y que cada una es igual a ;kA’,

En fisica, el teorema impulso-cantidad de movimiento
establece que el cambio del impulso de un cuerpo sobre
un intervalo de tiempo [#y, #;] es mv; — myg = (4, — IU)F,
donde muv, es la cantidad de impulso inicial, mv, es la
cantidad de impulso final y F es la fuerza media que
actia sobre el cuerpo durante el intervalo. Encuentre el
cambio en el impulso de un martinete que se deja caer
sobre un apilamiento entre los instantes t =0y 1 =¢; si

F@) = k[l = (%I = l)z],

donde k es una constante,

En una arteria pequefia, la velocidad del torrente sangui-
neo (en cm/s) estd dada por v(r) = (JP/éh/J))(R2 — ),
0 =r =R, donde P es la presién sanguinea, v es la vis-
cosidad de la sangre, [ es la longitud de la arteria y R es
el radio de la arteria. Encuentre el promedio de v(r)
sobre el intervalo [0, R].

= Piense en ello

31

32.

33.

34.

35;

36.

Si y =f(x) es una funcién impar continua, entonces, jcudl
es for, sobre cualquier intervalo [—a, a]?

Para una funcién lineal f(x) = ax + b,a > 0,b > 0, el
valor promedio de la funcién sobre [xi, x,] es fi., =
aX + b, donde X es algin nimero en el intervalo.
Conjeture el valor de X. Demuestre su afirmacién.

Si y = f(x) es una funcién diferenciable, encuentre el
valor promedio de f” sobre el intervalo [x, x + k], donde
h>0.

Dado que n es un entero positivo y a > 1, muestre que el
valor promedio de f(x) = (n + 1)x" sobre el intervalo
[1, a] e:sfp,.o:a”-0-151”71 s v gkl

Suponga que y = f{x) es una funcién continua y que
foro €8 su valor promedio sobre [a, b]. Explique: [ -
[f(JC) _fpl'n] dx =0,

Sea f(x) = | x| la funcién entero mayor o funcién piso.
Sin integracidn, ;cudl es el promedio de f sobre [0, 1]?

3.8 Trabajo

B Introduccion

37.

3.8 Trabajo 137

.Y sobre [0, 2]? ;Y sobre [0, 3]7 ;Y sobre [0, 4]?7
Conjeture el valor promedio de fsobre el intervalo [0, n],
donde n es un entero positivo. Demuestre su afirmacién.

Como se muestra en la FIGURA 3.72.5, una cuerda se traza
aleatoriamente entre dos puntos del circulo de radio
r=1. Analice: ;cudl es la longitud media de las cuerdas?

|

FIGURA 3.75 Circulo en el problema 37

= Proyectos

38.

Miembros humanos La siguiente férmula se usa a
menudo para aproximar el drea superficial § de un miem-
bro humano:

S == circunferencia media X longitud del miembro.

a) Como se muestra en la FIGURA 316, un miembro puede
considerarse como un sélido de revolucién. Para mu-
chos miembros, f'(x) es pequefia. Si [f(x)| = ¢ para
a = x = b, muestre que

b b
J Ipfeydy =S = il + SZJ 2mf(x) dx.

a a

b) Muestre que CL <=5 < V1 + ¢ CL, donde C es la
circunferencia media del miembro sobre el intervalo
[a, b]. Asi, la férmula de aproximacién planteada antes
siempre subestima a S pero funciona bien cuando € es
pequefio (como para el antebrazo a la mufieca).

l
I L |

FIGURA 376 Modelo de un miembro
en el problema 38

En fisica, cuando una fuerza constante ' mueve un objeto a una distancia d en

la misma direccidn de la fuerza, el trabajo realizado se define como el producto

W = Fd.

(1)

Por ejemplo, si una fuerza de 10 Ib mueve un objeto 7 pies en la misma direccién de la fuerza,
entonces el trabajo realizado es 70 pies-lb. En esta seccién veremos como encontrar el trabajo
realizado por una fuerza variable.
Antes de examinar el trabajo como integral definida, revisaremos algunas unidades impor-
fantes.
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Fuerza F(x)=

i 4
Estirado x Ff\ \ﬂ \f\\\ R\ =
unidades | \\J ‘ﬁ“‘l "t/“\; —

| |
Longitud ! fﬁ}ﬁj" ‘
natural R \ﬁ

0

S

Elongacién

FIGURA 3.8.1 Para estirar un
resorte x unidades se requiere una
fuerza F(x) =

R

I Unidades En la tabla siguiente se enumeran unidades de uso comiin de fuerza, distancia y
trabajo.

Cantidad Sistema ingenieril SI cgs

Fuerza libra (I1b) newton (N) dina

Distancia pie (pie) metro (m) centimetro (cm)
Trabajo pie-libra (pie-1b) newton-metro (joule) dina-centimetro (ergio)

Por tanto, si una fuerza de 300 N mueve 15 m un objeto, el trabajo realizado es W=2300 - 15=

4500 N-m o 4 500 joules. Para efectos de comparacion y conversién de una unidad a otra, se
observa que

I N = 10° dinas = 0.2247 b
1 pie-Ib = 1.356 joules = 1.356 X 107 ergios.

De modo que, por ejemplo, 70 pies-lb equivalen a 70 X 1.356 = 94.92 joules, y 4 500 joules
equivalen a 4 500/1.356 = 3 318.584 pies-Ib.

! Construccion de una integral Ahora, si F(x) representa una fuerza variable continua que
actda sobre un intervalo [a, b], entonces el trabajo no es simplemente un producto como en (1).
Suponga que P es la particién

4= Xy S XS S asatam b

y Ax; es el ancho del k-€simo subintervalo [x;_;, x;]. Sea x{ el punto muestra escogido de mane-
ra arbitraria en cada subintervalo. Si el ancho de cada [x;_;, x;] es muy pequefio, entonces, pues-
to que F es continua, los valores funcionales F(x) no pueden variar mucho en el subintervalo.
Por tanto, puede considerarse en forma razonable que la fuerza actda sobre [x,_;, x,] como la
constante F(x}) y que el trabajo realizado desde x,_; hasta x; estd dado por la aproximacién

W, = Fx¥) Ax,.

Entonces, una aproximacién al trabajo total realizado desde a hasta b estd dada por la suma de
Riemann

E Wi = Fxt) Ax; + F(x§) Axy + - -+ + F(x¥) Ax, = EF(xf) Ax.
k=1
Resulta natural suponer que el trabajo realizado por F sobre el intervalo es

W= lim EF(X,;) Ax;.

1Pl

El anilisis anterior se resume en la siguiente definicion.

Definicion 3.8.1 Trabajo

Sea F continua sobre el intervalo [a, b] v sea F(x) la fuerza en un nimero x en el intervalo.
Entonces el trabajo W realizado por la fuerza para mover un objeto de @ a b es

b
W= [ F(x) dx. (2)

~a

Mota: Si F es constante, F(x) = k para toda x en el intervalo, entonces (2) se vuelve
W= ffk dx = kx]1% = k(b — a), lo cual es consistente con (1).

I Problemas de resortes La ley de Hooke establece que cuando un resorte se estira (o compri-
me) mds alld de su longitud natural, la fuerza de reconstitucion ejercida por el resorte es direc-
tamente proporcional a la cantidad de elongacién (o compresién) x. Asi, para estirar un resorte x
unidades mas alld de su longitud natural es necesario aplicar la fuerza

F(x) = kx, 3)

donde k es una constante de proporcionalidad denominada constante del resorte. Vea la FIGURA 3.8.1.
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NS He B Alargamiento de un resarte

Para estirar un resorte de 50 ¢m se requiere una fuerza de 130 N. Encuentre el trabajo realizado
para estirar el resorte 20 cm mas alld de su longitud natural (sin estirar).

Solucién Cuando una fuerza se mide en newtons, las distancias suelen expresarse en metros.
Puesto que x = 50 cm = 3m cuando F = 130 N, (3) se vuelve 130 = &(3), lo que implica que
la constante del resorte es k = 260 N/m. Por tanto, F = 260x. Luego, 20cm = ;—m, de modo
que el trabajo realizado para estirar el resorte por esta cantidad es

= y|Mo0=26
W= J 260xdx = 130" ; s v 5.2 joules. |
0
Nota: Suponga que la longitud natural del resorte en el ejemplo 1 es de 40 cm. Una forma equi-
valente de plantear el problema es: encuentre el trabajo realizado para estirar el resorte hasta una
longitud de 60 cm. Puesto que la elongacién es 60 — 40 = 20 cm = i m, se integra F = 260x
sobre el intervalo [0, £]. No obstante, si el problema fuese encontrar el trabajo realizado para esti-

rar el mismo resorte de 50 cm a 60 cm, entonces se integraria sobre el intervalo [ﬁ, %] En este
caso se inicia desde una posicion en que el resorte ya estd estirado 10 cm (% m).

I Trabajo realizado contra la gravedad A partir de la ley de gravitacién universal, la fuerza
entre un planeta (o satélite) de masa m, y un cuerpo de masa m, estd dada por

L)
5

o C))

r

F=k

donde k es una constante denominada constante gravitacional, y r es la distancia desde el cen-
tro del planeta de masa m,. Vea la FIGURA 3.8.2. Para elevar la masa m, desde la superficie de un
planeta de radio R hasta una altura A, el trabajo puede realizarse al usar (4) en (2):

ik R+h kfﬁiimZ Y ( l) R+h e (1 1 )
= . 2 7= kmymy| = Rr | o T R+n) (5)

En unidades SI, k = 6.67 X 107" N - m*/kg’. En la tabla de la derecha se proporcionan algu-
nas masas y valores de R.

SRRy Trabajo realizado para subir una carga (til

El trabajo realizado para subir una carga ifil de 5 Q00 kg desde la superficie de la Tiorra hesta
una altura de 30 000 m (0.03 X 10° m) se concluye por (5) y la tabla precedente:

X 1 1
W = (6.67 X 107'")(6.0 X 10*)(5 000 ( — )
: X L ) 6:4¢ 0P~ 643 10°

=~ 1.46 X 10° joules. |

I Problemas de bombeo Cuando un liquido que pesa p Ib/pie” se bombea desde un tanque, el
trabajo realizado para mover un volumen fijo o una capa de liquido d pies en una direccién ver-

tical es
W = fuerza . distancia = (peso por unidad de volumen) - (volumen) - (distancia)
o bien, W = p - (volumen) - d. (6)
e

fuerza

En fisica, la cantidad p se denomina peso especifico del fluido. Para agua, p = 62.4 Ib/pie?, o
9 800 N/m”.

En los varios ejemplos siguientes se usard (6) para construir la integral idénea a fin de
encontrar el trabajo realizado al bombear agua desde un tanque.

3.8 Trabajo

139

FIGURA 38.2 Levantamiento de
una masa m; hasta una altura h

Planetas|m; (en kg) R (en m)
Venus 4.9 X 10** 6.2 x 10°
Tierra |6.0 X 10** 6.4 X 10°
Luna

(satélite) | 7.3 X 102 1.7 x 10°
Marte [6.4 X 102 3.3 % 10°
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)

|3\ [JMelq Trabajo realizado para bombear agua

Un tanque hemisférico de radio de 20 pies estd lleno de agua hasta una profundidad de 15 pies.
Encuentre el trabajo realizado para bombear toda el agua hasta la parte superior del tanque.

Solucién Como se muestra en la FIGURA 383, hacemos que el eje x positivo esté dirigido ha-
cia abajo y el origen se fija en el punto medio de la parte superior del tanque. Puesto que la
seccién transversal del tanque es un semicirculo, x y y estdn relacionadas por x*> + y* =
(20)%, 0 = x = 20. Ahora suponga que el intervalo [5, 20], que corresponde al agua sobre el eje
x, se parte en n subintervalos [x,_, x;] de ancho Ax,. Sea x cualquier punto muestra en el
k-€simo subintervalo y sea W, una aproximacion al trabajo realizado por la bomba al hacer subir
una capa circular de agua de grosor Ax; hasta la parte superior del tanque. Por (6) se concluye
que

W = [6247(yi) Ax,] - x5
R SR i i O S e
fuerza distancia

donde (y§)* = 400 — (xF)*. Por tanto, el trabajo realizado por la bomba es aproximado por la
suma de Riemann

DW= > 6247[400 — (xf)]xfAx,.
k=1 k=1

El trabajo realizado para bombear toda el agua hasta la parte superior del tanque es el limite de
esta Ultima expresion cuando || P| — 0: es decir,

20 2
W= J' 62.4m(400 — xHx dx = 62.471‘(200x2 = leﬁ)} = 6 891 869 pies-lb.

5

FIGURA 3.8.3 Tanque hemisférico en el ejemplo 3 B

Merece la pena continuar el andlisis del ejemplo 3 para el caso en que el eje x positivo se tome
en la direccién hacia arriba y el origen esté en el punto medio de la parte inferior del tanque.

=8)5) Mo’ s Solucion alterna del ejemplo 3

Con los ejes como se muestra en la FIGURA 3.8.4, vemos que una capa circular de agua debe subir-
se una distancia de 20 — x} pies. Puesto que el centro del semicirculo estd en (20, 0), ahora x y
v estdn relacionadas por (x — 20)* + y* = 400. Entonces,

W, = (62.4m(y¥)” Axy) - (20 — x¥)
sl et

fuerza distancia

= 62.47[400 — (x — 20)*](20 — x¥) Ax,

FIGURA 3.84 Tanque hemisférico en el ejemplo 4
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y asi
15
W= 62.411'[ [400 =00 = 2002120 — x) dx
0

15
= 62.47rJ (x> — 60x* + 800x) dx.
0
Observe los nuevos limites de integracién; esto se debe a que el agua mostrada en la figura 3.8.4
corresponde al intervalo [0, 15] sobre el eje vertical, Usted debe comprobar que el valor de Wen
este caso es el mismo que en el ejemplo 3. |

mmro repaso al ejemplo 3

En el ejemplo 3, encuentre el trabajo realizado para bombear toda el agua hasta un punto 10 pies
por arriba del tanque hemisférico.

Solucién Como en la figura 3.8.3, el eje x positivo se ubica hacia abajo. Luego, por la FIGURA
385 vemos

W, = 624wy Axp) - (10 + x})
= 62.47[400 — (x)*1(10 + x}) Axs.
Por tanto,

20

W= 62.471'J (400 — xM(10 + x) dx

)
20

= 6247 | (—x — 10x* + 400x + 4 000) dx
5

£ 1oy A8y 2 e
= 62.4m{—x* — = x7 + 200x* + 4 000x
\_ 4 3 5
= 13 508 063 pies-Ib. |

I Problemas con cables El siguiente ejemplo ilustra el hecho de que cuando se calcula el tra-
bajo realizado para subir un objeto por medio de un cable (cuerda pesada o cadena), el peso del
cable debe tomarse en cuenta.

EEEEHA Subida de un elevador

Un cable que pesa 6 Ib/pie estd conectado a un elevador de construccién que pesa 1500 Ib.
Encuentre el trabajo realizado para subir el elevador hasta una altura de 500 pies.

Solucién  Puesto que el peso del elevador es una fuerza constante, por (1) se concluye que el
trabajo realizado para subir el elevador hasta una altura de 500 pies es simplemente
W, = (1500) - (500) = 750 000 pies-Ib.

El peso del cable es la fuerza variable. Sea W el trabajo realizado para subir el cable. Como se
muestra en la FIGURA 386, suponga que el eje x positivo estd dirigido hacia arriba y que el inter-
valo [0, 500] se parte en n subintervalos con longitudes Ax;. A una altura de x§ pies del suelo,
un segmento de cable correspondiente al subintervalo [x,_, x;] pesa 6Ax, y es necesario jalar-
lo 500 — x} pies adicionales. Por tanto, es posible escribir

(Wo) = (6 Axp) - (500 — x) = (3000 — 6x7) Ax;
SRR
y asi fuerza distancia
500

500
We = J (3000 — 6x) dx = (3 000x — 3)62)} = 750 000 pies-1b.
5 0

Por tanto, el trabajo total realizado para subir el elevador es

W = Wg + Wc = 1500 000 pies-lb. B

reem W

FIGURA 3.85 Tanque hemisférico
en el ejemplo 5

500 —xf

e
Pl

i isornp:

FIGURA 3.8.6 Cable en el
ejemplo 6
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xp ; SUSIFNoRpl Solucion alterna del ejemplo 6

Este es un andlisis ligeramente mds rdpido del ejemplo 6. Como se muestra en la FIGURA 387,

cuando el elevador estd a una altura de x pies, es necesario jalarlo 500 — x pies adicionales. La
fuerza necesaria para subirlo a esa altura es

1500 + 6(500 — x) = 4 500 — 6x.
SScod e Ly

peso del peso
elevador del cable

Asi, por (2) el trabajo realizado es

500
" WZJ (4 500 — 6x) dx = 1 500 000 pies-1b. &
FIGURA 3.8.7 Elevador en los :

ejemplos 6 y 7

m DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-8.

= Fundamentos 10. Encuentre el trabajo realizado para subir una masa de

1. Encuentre el trabajo realizado cuando una fuerza de 55 1b 20000 ke en la superficie de Ta Luna hasta una altura
mueve un objeto 20 yd en la misma direccién de la fuerza. de 200 km.

2. Una fuerza de 100 N se aplica a un objeto a 30° medidos ;con 11. Un tanque en forma de cilindro circular recto se llena con

respecto a la horizontal. Si el objeto se mueve 8 cm horizon- agua. Las dimensiones del tanque (en pies) se muestran

talmente, encuentre el trabajo realizado por la fuerza, en laFIGURA3.8.8. Encuentre el trabajo realizado para bom-

] ) bear toda el agua a la i
3. Una masa que pesa 10 Ib estira 1 pie un resorte. .Cudnto - ERT TLERARIE

estira una masa que pesa 8 1b el mismo resorte?

o (it -
~>" 4. La longitud natural de un resorte es 0.5 m. Una fuerza de
50 N estira el resorte una longitud de 0.6 m.

a) (Qué fuerza se requiere para estirar el resorte x m?

b) ;Qué fuerza se requiere para estirar el resorte una lon-
gitud de 1 m?

¢) (Cudnto mide de largo el resorte cuando lo estira una

fuerza de 200 N? FIGURA 388 Tauque
cilindrico en el problema 11

5. En el problema 4:
12. En un tanque en forma de cono circular recto, con el vérii-

a) Encuentre el trabajo realizado al estirar 0.2 m el resorte. T e e

b) Encuentre el trabajo_realizado_para_estirar el resorte. ST 3 BRVER N1 B Bl e
AN = £ la mitad de su altura. Las dimensiones del tanque (en pies)

desdeunalongind de | whagiamnalensiid de: it se muestran en la FIGURA 3.89. Encuentre el trabajo realizado

6. Se requiere una fuerza de F = 3x1b para estirar x pulg para bombear toda el agua a la parte superior del tanque.
adicionales un resorte de 10 pulg. [Sugerencia: Suponga que el origen es el vértice del cono.]
a) Encuentre el trabajo realizado al estirar el resorte 4

hasta una longitud de 16 pulg.
b) Encuentre el trabajo realizado para estirar el resorte
16 pulg.
7. Una masa que pesa 10 Ib estd suspendida de un resorte de
2 pies. El resorte es estirado 8 pulg y luego se retira la masa.

a) Encuentre el trabajo realizado al estirar el resorte
hasta una longitud de 3 pies.

. : . FIGURA 3.89 Tanque cénico en el problema 12
b) Encuentre el trabajo realizado para estirar el resorte des-

de una longitud de 4 pies hasta una longitud de 5 pies. 13. Para el tanque co6nico en el problema 12, encuentre el tra-

8. Una fuerza de 50 1b comprime por 3 pulg un resorte de bajo realizado para bonllbear toda el agua hasta un punto
15 pulg de largo. Encuentre el trabajo realizado al com- situado a 5 pies por arriba del tanque.

primir el resorte hasta una longitud final de 5 pulg. 14. Suponga que el tanque cilindrico en el problema 11 es hori-

9. Encuentre el trabajo realizado para subir una masa de zontal. Encuentre el trabajo realizado para bombear toda el

10 000 kg desde la superficie terrestre hasta una altura agua hasta un punto situado a 2 pies por arriba del tanque.

de 500 km [Sugerencia: Vea los problemas 55-58 en los ejercicios 3.2.]



-

( 15,)Un tanque tiene secciones transversales en forma de tridn-
" gulos is6sceles con el vértice hacia abajo. Las dimensiones
del tanque (en pies) se muestran en la FIGURA 38.10. En-
cuentre el trabajo realizado para llenar el tanque al intro-
ducirle agua a través de un orificio en el fondo por medio

de una bomba situada a 5 pies por abajo del vértice.

- s

|

FIGURA3.8.10 Tanque con

secciones transversales
__ triangulares en el problema 15

16. Una tina horizontal con seccién transversal semicircular
contiene aceite cuya densidad es 80 lb/pie’. Las dimen-
siones del tanque (en pies) se muestran en la FIGURA 3.8.11,
Si la profundidad del aceite es de 3 pies, encuentre el tra-
bajo realizado para bombear todo el aceite hasta la parte
superior del tanque.

3 25
10—}
FIGURA 3.8.11 Tina semicircular en el problema 16
17. La cadena de 100 pies de un ancla, que pesa 20 Ib/pie,

cuelga verticalmente del lado de un barco. ;Cudnto traba-
jo se realiza al jalar 40 pies de la cadena?

18. Un barco estd anclado en 200 pies de agua. En el agua, el
ancla del barco pesa 3 000 Ib y la cadena del ancla pesa
40 Ib/pie. Si la cadena cuelga verticalmente, ;cudnto tra-

g \\ bajo se realiza al jalar 100 pies de la cadena?

Sé, 19.)Un cubo de arena que pesa 80 1b se levanta verticalmen-

te por medio de una cuerda y una polea hasta una altura
de 63 pies. Encuentre el trabajo realizado si

a) el peso de la cuerda es despreciable y
b) la cuerda pesa 5 Ib/pie.

20. Un cubo, que originalmente contiene 20 pies® de agua, se
levanta verticalmente a partir del nivel del suelo. Si en el
cubo hay una fuga de agua a razén de 1 pie’ por pie ver-
tical, encuentre el trabajo realizado para subir el cubo
hasta una altura en que esté vacio.

21

La fuerza de atraccidn entre un electron y el nicleo de un
dtomo es inversamente proporcional al cuadrado de Ja
distancia que los separa. Si la distancia inicial entre un
nicleo y un protén es 1 unidad. encuentre el trabajo rea-
lizado por una fuerza externa que mueve el electrén una
distancia igual a cuatro veces la distancia de separacién
original.

22. En su lanzamiento, un cohete que pesa 2 500 000 Ib lleva
un transbordador espacial de 200 000 1b. Suponga que en
las etapas iniciales del lanzamiento el cohete consume
combustible a razén de 100 Ib/pie.
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a) Exprese el peso total del sistema en términos de su alti-

tud por arriba de la superficie terrestre. Vea la FIGURA
38.12.

b) Encuentre el trabajo realizado para que el sistema llegue
a una altitud de 1 000 pies.
o

W= ) |

FIGURA 3.8.12 Cohete en el problema 22

23. En termodindmica, si un gas confinado en un cilindro se
-expande contra un pistén de modo que el volumen del
gas cambia de vy a v,, entonces el trabajo realizado sobre
el pistén estd dado por W = [ “‘:Zpdv, donde p es la pre-
sién (fuerza por unidad de drea). Vea la FIGURA 3.8.13. En
una expansion adiabdtica de un gas ideal, la presién y el
volumen estdn relacionados por pv” = k, donde y y k son
constantes. Muestre que si y # 1, entonces

Pt — Py
L=ty

W:

FIGURA 3.8.13 Pistén en el problema 23

24. Muestre que cuando un cuerpo de peso mg se eleva ver-
ticalmente desde un punto y,; hasta un punto y,. y, > ¥y,
el trabajo realizado es el cambio en energfa potencial
W = mgy, — mgy,.

= Piense en ello

25. Cuando una persona empuja sobre una pared inmévil con
una fuerza horizontal de 75 Ib, ;cudnto trabajo realiza?

26. En la FIGURA 3.8.14 se muestra la grifica de una fuerza

variable F'. Encuentre el trabajo realizado por la fuerza al
mover una particula desde x = 0 hasta x = 6.

1)

(en N)
1
|/\ 2

t t X
il (en m)

FIGURA 3.8.14 Grifica de la fuerza en el problema 26
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27.

28.
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Un poco de historia: Una gran verdadera historia
En 1977, George Willig, conocido como la “Mosca huma-
na” o el “Hombre arafia”, escald la parte exterior de la torre
sur del edificio del World Trade Center en Nueva York hasta
una altura de 1 350 pies en 3.5 h a razén de 6.4 pies/min.
En esa época Willig pesaba 165 1b. ;Cudnto trabajo realizé
George? (Por su esfuerzo, fue multado con $1.10; 1 centa-
vo por cada uno de los 110 pisos del edificio.)

Un cubo que contiene agua pesa 200 Ib. Cuando el cubo
es levantado por una cuerda, en su parte inferior hay una
fuga arazén constante, de modo que cuando el cubo llega
a una altura de 10 pies pesa 180 lb. Suponga que el peso
de la cuerda es despreciable. Analice: explique por qué
20 2180 . 10=1900 pies/lb es una aproximacién razo-
nable al trabajo realizado. Sin integracidn, muestre que la

30.
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realizado por la fuerza es el incremento en energia ciné-
tica W = 3mu? — $mvl. [Sugerencia: Use la segunda ley
de Newton, F = ma, y exprese la aceleracién a en térmi-
nos de la velocidad v. Integre con respecto al tiempo 7 y
haga una sustitucidn. ]

Como se muestra en la FIGURA 3.8.16, un cubo que contiene
concreto y estd suspendido por un cable se empuja horizon-
talmente desde la vertical por un obrero de la construccion.
La longitud del cable es de 30 m y la masa combinada m
del cubo y el concreto es de 550 kg. Por principios de fisi-
ca es posible mostrar que la fuerza requerida para mover el
cubo x m estd dada por F' = myg tan 6, donde g es la acele-
racién de la gravedad. Encuentre el trabajo realizado por el
obrero de la construccidn al empujar el cubo una distancia
horizontal de 3 m. [Sugerencia: Use (2) y una sustitucién.]

“aproximacién” anterior es también el valor exacto del
trabajo realizado.

29. Como se muestra en la FIGURA 3.8.15, un cuerpo de masa m

es movido por una fuerza horizontal F sobre una superfi-
cie sin friccién desde una posicién x; hasta una posicién
x. En esos puntos respectivos, el cuerpo se mueve a velo-
cidades v; y v,, donde v, > v;. Muestre que el trabajo

FIGURA 3.8.15 Masa en el problema 29 FIGURA 3.8.16  Cubo en el problema 30

3.9 Presion y fuerza de un fluido

I Introduccion Todo el mundo ha experimentado que se le “tapan los oidos” e incluso dolor
en los oidos cuando desciende en avidn (o en un elevador), o cuando bucea hacia el fondo de una
piscina. Estas sensaciones molestas en los oidos se deben a un incremento en la presién ejerci-
da por el aire o el agua sobre mecanismos en el oido medio. El aire y el agua son ejemplos de
fluidos, En esta seccion se mostrard la forma en que la integral definida puede usarse para encon-
fran o Ra ARl pen un Tiide).

Los fluidos incluyen liquidos P&
(como agua y aceite) y gases
(como el nitrégeno).

I Fuerza y presién Suponga que una placa horizontal plana se sumerge en un fluido como

agua. La fuerza ejercida por el fluido exactamente arriba de la placa, denominada fuerza F del
fluido, se define como

F = (fuerza por unidad de drea) - (drea de la superficie)

presion del fluido P
gl

(D

Si p denota el peso especifico del fluido (peso por unidad de volumen) y A es el drea de la placa
horizontal sumergida hasta una profundidad A, mostrado en la FIGURA 3.9.1a), entonces la presién
P del fluido sobre la placa puede expresarse en té€rminos de p:

P = (peso por unidad de volumen) - (profundidad) = ph. (2)
En consecuencia, la fuerza (1) del fluido es la misma que
F = (presion del fluido) - (drea de la superficie) = phA. 3)

No obstante, cuando se sumerge una placa verrical, la presion del fluido y la fuerza del fluido
sobre un lado de la placa varian con la profundidad. Vea la figura 3.9.1b). Por ejemplo, la pre-
si6n del fluido sobre una presa vertical es menor en la parte superior que en su base.
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Antes de empezar, considere un ejemplo simple de presién y fuerza de una placa sumergi-
da horizontalmente.

sobre una placa vertical
la presion varia de la
| parte superior al fondo

F=pAh

a) Placa horizontal b) Placa vertical
FIGURA 39.1 La presién y la fuerza del fluido son constantes sobre una placa sumergida horizontalmente,
pero la presién y la fuerza del fluido varian con la profundidad en una placa sumergida verticalmente

MPresiﬁn y fuerza

Una placa rectangular plana de 5 pies X 6 pies se sumerge horizontalmente en agua a una profun-
didad de 10 pies. Determine la presion y la fuerza ejercidas sobre la placa por el agua arriba de ésta.

Solucién Recuerde que el peso especifico del agua es 62.4 Ib/pie’. Asi, por (2) la presién del
fluido es

P = ph = (62.4 Ib/pie®) - (10 pies) = 624 Ib/pie’.
Puesto que el drea superficial de la placa es A = 30 pies®, por (3) se concluye que la fuerza del
fluido sobre la placa es

F = PA = (ph)A = (624 Ib/pie?) - (30 pies’) = 18 720 Ib. u

Para determinar la fuerza total F ejercida por un fluido sobre un lado de una superficie plana 10 pies

sumergida verticalmente, se emplea una forma del principio de Pascal:

* La presion ejercida por un fluido a una profundidad / es la misma en todas direcciones.

Entonces, si en un gran contenedor con fondo plano y paredes verticales se vierte agua hasta una
profundidad de 10 pies, la presién de 624 Ib/pie” en el fondo se ejerce de la misma forma sobre  FIGURA 39.2 Una presion de
las paredes. Vea la FIGURA 3.9.2. 640 Ib/pie® se aplica en todas
direcciones
I Construccion de una integral Considere que el eje x positivo estd dirigido hacia abajo con el
origen en la superficie del fluido. Suponga que una placa plana vertical, limitada por las rectas
horizontales x = a y x = b, se sumerge en el fluido como se muestra en la FIGURA 3.9.3a). Sea wi(x)
una funcién que denota el ancho de la placa en cualquier niimero x en [a, b] y sea P cualquier
particion del intervalo. Si xi es un punto muestra en el k-ésimo subintervalo [x;_;, X;], entonces
por (3) con las identificaciones i = xfy A = w(x{) Ax;, la fuerza Fy ejercida por el fluido sobre
el elemento rectangular correspondiente es aproximada por

Superficie

Fp = p-xi-wixf) Ax,

donde, como antes, p denota el peso especifico del fluido. As{, una aproximacién a la fuerza del a)
fluido sobre un lado de la placa estd dada por la suma de Riemann Sierticl
n n r
EFA = szfw(xt) Axy. T
k=1 k=1 xr

Esto sugiere que la fuerza total del fluido sobre la placa es

n
F = lim szfw(xk*)ﬁlxk.
[Pl—=0 =1

Definicion 3.9.1 Fuerza ejercida por un fluido

Sea p el peso especifico de un fluido y sea w(x) una funcién continua sobre [a, b] que descri-| FIGURA 3.9.3  Placa vertical

be el ancho de una placa plana sumergida verticalmente a una profundidad x. La fuerza F ejer- S”(m)ergfa C["“ ;‘f“ho el
; : : '(x) sobre [a,

cida por el fluido sobre un lado de la placa sumergida es o

b
F = [ pxw(x) dx. 4)
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=3\ Mo B8 Fuerza de un fluido

Una placa en forma de tridngulo isésceles de 3 pies de altura y 4 pies de ancho se sumerge ver-
ticalmente en agua, con la base hacia abajo, hasta que la base queda a 5 pies por debajo de la
superficie. Encuentre la fuerza ejercida por el agua sobre un lado de la placa.

Solucién  Por conveniencia, el eje x positivo se coloca a lo largo del eje de simetrfa de la placa
triangular con el origen en la superficie del agua. Como se indica en la FIGURA 394, e] intervalo
[2, 5] se parte en n subintervalos [x;_,, x;], y en cada subintervalo se escoge un punto x}. Puesto
que la ecuacién de la linea recta que contiene a los puntos (2, 0) y (5,2) esy = x — %, por sime-
trfa se concluye que el ancho del elemento rectangular, mostrado en la figura 3.9.4, es

: 2 o 4
vt =25 -3)

Luego, p = 62.4 Ib/pie’, de modo que la fuerza del fluido sobre esa porcién de la placa que
corresponde al k-ésimo subintervalo es aproximada por
Fo=624)-xt-2(3¢ - 3)a
FIGURA 39.4 Placa triangular ¢ = (62.4) - xp- 2 Exk = § L
en el ejemplo 2

Al formar la suma X;_,F, y tomar el limite cuando | P| — 0 obtenemos

5
= 12 i)
F = L(62.4)2}L(3x 3 dx

= (62.4)§J (x* — 2x) dx

2

=83 2(lx3 - xz) .
237 = %),
= (83.2)-18 = 14976 1b. B

En problemas como el ejemplo 2, los ejes x y ¥ se colocan donde convenga. Si el eje y se
coloca perpendicular al eje x en la parte superior de la placa en el punto (2, 0), entonces los cua-
tro puntos (2, 0), (5, =2), (5, 0) y (5, 2) en la figura 3.9.4 se vuelven (0, 0), (3, =2), (3, 0) y
(3, 2), respectivamente. La ecuacién de la linea recta que contiene a los puntos (0, 0) y (3, 2) es
v = %x. Usted debe comprobar que la fuerza F ejercida por el agua contra la placa estd dada por
la integral definida

4[>
F= (62.4)§J x(eE12) dy

0

=SS IMe R Fuerza del agua contra una presa

Una presa tiene una cara rectangular vertical. Encuentre la fuerza ejercida por el agua contra la
cara vertical de la presa si la profundidad del agua es & pies y su ancho mide [ pies. Vea la FIGU-
RA 3.9.5a).

Solucién  Para variar, el eje x positivo apunta hacia arriba desde el fondo de la cara rectangu-
lar de la presa, como se muestra en la figura 3.9.55). Luego, el intervalo [0, /] se divide engn
subintervalos. Al eliminar uno de los subindices, la fuerza F, del fluido contra esa porcidn rec-
tangular de la placa que corresponde al k-ésimo subintervalo, mostrado en la figura 3.9.5b), es
aproximada por

a) Vista lateral de la presa y el agua

Fi = (62.4)- (h —x) - (1AX).

Aqui la profundidad es & — x y el drea del elemento rectangular es [ Ax. Al sumar estas aproxi-
maciones y tomar el limite cuando |P| — 0 se llega a

2 h
Y _.. . 7= f 6241(h — x)dx = %{62.4)%2. |
0

- i i

b) Agua contra la cara de la presa
FIGURA 3.9.5 Presa en el
_ejemplo 3

Si en el ejemplo 3 la profundidad del agua es 100 pies y su ancho mide 300 pies, entonces
la fuerza del fluido sobre la cara de la presa es 93 600 000 1b.
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“ DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-8.

%}'ﬂsndamentos con el vértice a 1 pie por abajo de la superficie del agua.
O Considere los tanques con fondos circulares que se mues- Fncluentra Ia fuerza ejercida por el agua sobre un lado de
a placa.

tran en la FIGURA 3.9.6. Cada tanque estd lleno de agua cuyo
peso especifico es 62.4 Ib/pie’. Encuentre la presién y la
fuerza ejercidas por el agua sobre el fondo de cada tanque.

5. Encuentre la fuerza sobre un lado de la placa en el pro-
blema 4 si la placa estd suspendida con la base hacia arri-
ba a 1 pie por abajo de la superficie del agua.

I 6. Una placa triangular se sumerge verticalmente en agua

como se muestra en la FIGURA 3.99. Encuentre la fuerza

ejercida por el agua sobre un lado de la placa.

20 pies
: \ superficie
e 3 o)
e A
- 3 e 2 pies
] e | [=2pies —| 10 pies |« @ -3) @1
a) b) e) -
FIGURA 3.9.6 Tanques en el problema 1
2. El buque tanque mostrado en la FIGURA 397 tiene fondo ]
plano y estd lleno de petrdleo cuyo peso especifico es e0
55 Ib/pie’. El buque mide 350 pies de largo. x
a) ;Cudl es la presién que ejerce el petréleo sobre el FIGURA 3.9.9 Placa triangular en el problema 6

. fondo del buque?

b) ;Cudl es la presién que ejerce el agua sobre el fondo
del buque?

¢) ;Cudl es la fuerza que ejerce el petrdleo sobre el
fondo del buque?

d) (Cudl es la fuerza que ejerce el agua sobre el fondo
del buque?

7. Suponga que el eje x positivo es hacia abajo y que una placa
acotada por la pardbola x = y? y la recta x = 4 se sumerge
verticalmente en aceite cuyo peso especifico es 50 Ib/pie’.
Si el vértice de la pardbola estd en la superficie, encuentre
la fuerza ejercida por el aceite sobre un lado de la placa.

8. Suponga que el eje x positivo es hacia abajo, y que una

placa acotada por la pardbola x = y* y larectay=—x+2

se sumerge verticalmente en agua. Si el vértice de In
pardbola estd en la superficie, encuentre la fuerza ejerci-
da por el aceite sobre un lado de la placa.

Un canalén lleno de agua tiene extremos verticales en

forma de trapezoide como se muestra.en la FIGURA 3.9.10.

Encuentre la fuerza ejercida por el agua sobre un lado del

e s B o canalon.

o

96 pies

FIGURA 3.9.7 Buque tamjue en el problema 2 < 10 pies >
( 3.)Las dimensiones de una piscina rectangular en forma de
paralelepipedo rectangular son 30 pies X 15 pies X 9 pies. T
a) Sila piséina estd llena de agua hasta una profundidad : j:es
de 8 pies, encuentre la presion y la fuerza ejercidas

sobre el fondo plano de la piscina. Vea la FIGURA 3.9.8.

b) Encuentre la fuerza ejercida por el agua sobre una de
las paredes verticales de la piscina, asi como sobre un
lado vertical. ;

—2 piesl<— 6 pie's—>~2 pies<—

FIGURA 35.10 Canalén de agua en el problema 9

10. Un canaldn lleno de agua tiene extremos en la forma que
se muestra en la FIGURA 3.9.11. Encuentre la fuerza ejercida
por el agua sobre un lado del canalén.

2 5]
pies
9 lg i Superficie o
ies|® p1es \ 9 1
. ¥ ® Cara lateral < pies £
—15 pies—+] ~ Extremo
FIGURA 3.9.8 Piscina en el problema 3 2 pies

4. Una placa en forma de tridngulo equildtero de V3 pie por
lado se sumerge verticalmente, con la base hacia abajo, FIGURA 3.9.11 Canalén de agna en el problema 10
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11. Un extremo vertical de una piscina tiene la forma que se
muestra en la FIGURA 3.9.12. Encuentre la fuerza ejercida
por el agua sobre este lado de la piscina.

12 pies

h

4 pies
Y

| g

FIGURA 3.9.12 Extremo de la piscina en el problema 11

12. Un tanque en forma de cilindro circular recto de 10 pies
de didgmetro reposa sobre su costado. El tanque contiene
petrdleo hasta la mitad de su capacidad, y el peso especi-
fico del petréleo es de 60 Ib/pie’. Encuentre la fuerza que
ejerce el petréleo sobre uno de los extremos del tanque.

13. Una placa circular de 4 pies de radio se sumerge vertical-
mente de modo que el centro de la placa estd a 10 pies
por debajo de la superficie del agua. Encuentre la fuerza
que el agua ejerce sobre un lado de la placa. [Sugerencia:
Para facilitar las cosas, considere que el origen estd en el
centro de la placa, con el eje x positivo hacia abajo. Tam-
bién vea los problemas 55-58 en los ejercicios 3.2.]

14. Un tangue cuyos extremos tienen forma eliptica x4
+ yz/ 9 =1 se sumerge en un liquido cuyo peso especifi-
co es p, de modo que las placas extremas son verticales.
Encuentre la fuerza que el liquido ejerce sobre un extre-
mo si su centro estd a 10 pies por debajo de la superficie
del liquido. [Sugerencia: Proceda como en el problema
13 y use el hecho de que el 4rea de una elipse **/a®
—I—yz/b2 =1 es wab.]

15. Un bloque sélido en forma de cubo de 2 pies de arista se
sumerge en un gran tanque de agua. La parte superior del
bloque es horizontal y se ubica a 3 pies por abajo de la

superficie del agua. Encuentre la tuerza totdl sobre €l'blo-
que (seis lados) provocada por la presion del liquido. Vea
la FIGURA 3.9.13.

FIGURA 3.9.13 Bloque sumergido en el problema 15

16. En el problema 15, ;cudl es la diferencia entre la fuerza
sobre el fondo del bloque y la fuerza sobre la parte supe-
rior del bloque? La diferencia es la fuerza de empuje del
agua y, por el principio de Arquimedes, es igual al peso

www.FreeLibros.me

del agua desplazada. ;Cudl es el peso del agua desplaza-
da? ;Cudl es el peso del agua desplazada por el bloque?

= Piense en ello

17. Considere la piscina rectangular que se muestra en la
FIGURA 3.9.14a) cuyos extremos son trapezoides. La piscina
estd llena de agua. Tome el eje x positivo como se mues-
tra en la figura 3.9.14b) y encuentre la fuerza que el agua
ejerce sobre el fondo de la piscina. [Sugerencia: Exprese
la profundidad d en términos de x.]

FIGURA 39.14 Piscina en el problema 17

18. Se construye una presa de barro cuyas dimensiones se
muestran en la FIGURA 3.9.15a). Tome el eje x positive como
se muestra en la figura 3.9.15b) y encuentre la fuerza que
el agua ejerce sobre la pared inclinada de la presa.

FIGURA 39.15 Presa en el problema 18

19. Analice el problema 18 con el eje x positivo que se mues-
tra en la FIGURA 3.9.16.

agna

L
|

FIGURA 3.9.16 Orientacién del eje x en el problema 19
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3.10 Centros de masa y centroides

3.10 centros de masa y centroides

I [ntroduccion En esta seccién consideramos otra aplicacién de la fisica. Usamos la integral
definida para encontrar el centro de masa de barras y regiones planas. Empezamos con una revi-
sién de la forma de encontrar el centro de masa de sistemas bidimensionales y tridimensionales
de n masas discretas o puntuales.

I Sistemas unidimensionales Si x denota la distancia dirigida del origen O a una masa m, se
dice que el producto mx es el momento de masa respecto al origen. En la tabla siguiente se resu-
men algunas unidades.

Cantidad Sistema ingenieril SI cgs

Masa slug kilogramo (kg) gramo (g)

Momento de masa | slug-pie kilogramo-metro  gramo-centimetro
Luego, para n masas puntuales m,, my,. . ., m, a distancias dirigidas x|, x,,. . ., X, respectivamen-

te, a partir de O, como en la FIGURA 3.10.1, decimos que
i
W=t i A Zm,—{
k=1
es la masa total del sistema, y que

n
Mo = mxy s+ +ma, = Emkxk
k=1

es el momento del sistema respecto al origen. Si 3} _ ,m.x, = 0, se dice que el sistema estd
en equilibrio. Vea la FIGURA 3.10.2. Si el sistema de masas de la figura 3.10.1 no estd en equilibrio,
hay un punto P con coordenada X tal que

2 mx, —x) =0 o bien, E e =% E me = 0.
k=1 k=1 k=1

x==2 Xy=i25 x==2 xn=2
m; = 50kg my=40kg  my = 50kg my = 40kg
I \ “

a) El sube y baja estd en equilibrio b) El sube y baja no estd en equilibrio
puesto que mx; + npx, = 0 puesto que myxy + nyx; # 0
FIGURA 3.10.2 @) Sube y baja en equilibrio; &) no estd en equilibrio

Al despejar x obtenemos

X
s 0

m n
> my
k=1

El punto con coordenada ¥ se llama centro de masa o centro de gravedad del sistema.
. . = n 9 - . Sy
Puesto que (1) implica x(z}:: 1 mk) = Xi=1Mky, se concluye que X es la distancia dirigida
desde el origen hasta un punto en que puede considerarse que estd concentrada la masa total del
sistema.

X

s é ]
FIGURA 3.10.1
ejes x

myHls .. .1,
n masas sobre los

«f En un sistema en que la acelera-

cion de la gravedad varia de una
masa a otra, el centro de grave-
dad no es el mismo que el cen-

tro de masa.

149
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A3\ Xe BN Centro de masa de tres objetos

Tres cuerpos de masas 4, 6 y 10 kilogramos se colocan en x; =—2, x, =4 y x3 = 9, respectiva-
mente. Las distancias se miden en metros. Encuentre el centro de masa.

Solucién Por (1),

b4
e Asue D S R L dEEyERes 4t 09 e

m, = 4dkg O m,:ﬁkn my = 10kg X = RIS R T :%:5-3-

FIGURA 3.10.3 Centro de masa

de tres masas puntuales La FIGURA 3.10.3 muestra que el centro de masa ¥ estd 5.3 m a la derecha del origen. ]

I Construccion de una integral Ahora se considerard el problema de encontrar el centro de masa
de una barra de longitud L que tiene una densidad lineal variable p (la masa/longitud unitaria se
mide en slugs/pie, kg/m o g/cm). Se supone que la barra coincide con el eje x sobre el intervalo
[0, L], como se muestra en la FIGURA 3.10.4, y 1a densidad es una funcién continua p(x). Después de
formar una particién P del intervalo, se escoge un punto xi en [x;_1, x;]. El nimero

FIGURA 3.10.4 Barra de longitud
L que coincide con el eje x my = p(xp) Ax,

€s una aproximacion a la masa de esa porcién de la barra sobre el subintervalo. También, el
momento de este elemento de masa respecto al origen es aproximado por

M), = xEp(xt) Ax;.
Asi, se concluye que

L
= llm zp(x;\) Ax, = J p(x) dx

G ;
L

¥ My = ”},”m Exkp(xk) Ax, = J' xp(x) dx
0

son la masa de la barra y su momento respecto al origen, respectivamente. Luego, por
X = My/m se concluye que el centro de masa de la barra estd dado por

resorte £
xp(x) dx
Ly
SRR ST R @
centro de masa J p(x) dx
FIBURAS 105 4 Barrs sespendifia .
en equilibrio Como se muestra en la FIGURA 3.10.5, una barra suspendida por un resorte sujeta a su centro de

masa podria colgar en perfecto equilibrio.

]S [JHeM- 8 Centro de masa de una barra

Una barra de 16 cm de largo tiene densidad lineal, medida en g/cm, dada por p(x) = VX,
0 = x = 16. Encuentre su centro de masa.

Solucién En gramos, la masa de la barra es

m= lﬁx”z dx = gxl"2 & S
0 o el

El momento respecto al origen (en g-cm) es

16 6
My= | musdx= Ex:‘/2 ©_2048
] sG a

Por (2) encontramos

X =

2048/5
JBgapaE

Es decir, el centro de masa X de la barra estd a 9.6 cm del extremo izquierdo de la barra que coin-
cide con el origen. B
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I Sistemas bidimensionales Para n masas puntuales situadas en el plano xy, como se indica
en la FIGURA 3.10.6, el centro de masa del sistema se define como el punto (%, ¥), donde

n
Emkxﬁ‘c
5 =

momento del sistema con respecto al eje y

3.10 Centros de masa y centroides 151
YA 1y
L
" ¥
* s
I iy L}
Wf |
: > X

masa total

n
m
> my
k=1
n
2 Y

m n
2 24

k=1

momento del sistema con respecto al eje x

AT masa total

I Lamina Ahora se analizar4 el problema de encontrar el centro de masa, o punto de equilibrio,
de un frotis de materia, o ldmina delgada bidimensional, que tiene densidad constante p (masa por
unidad de 4rea). Vea la FIGURA 3.107. Cuando p es constante, se dice que la 1dmina es homogénea.

B Construccion de una integral Como se muestra en la FIGURA 3.10.84), suponga que la ldmina
coincide con una regién R en el plano xy acotada por la grafica de una funcién no negativa con-
tinua y = f(x), el eje x y las rectas verticales x = a y x = b. Si P es una particién del intervalo
[a, D], entonces la masa del elemento rectangular que se muestra en la figura 3.8.10b) es

my = p AA, = pf(xf) Ax,,

donde, en este caso, tomamos xi como el punto medio del subintervalo [x;—1, %] ¥ p esladen-
sidad constante. El momento de este elemento con respecto al eje yes

(M_v)k = xf Amy = xii(p AAp = pxff(xd) Ax,.

¥y ¥
Y= fx)_ o

| TN

ol
Xk

a) b)
FIGURA 3.10.8 Encontrar el centro de masa de la regién R

Puesto que la densidad es constante, el centro de masa del elemento necesariamente estd en su
centro geoméirico (x}, % (x¥)). Por tanto, el momento del elemento respecto al eje x es

(M = 37D (pAAY = 1oL )T A

Concluimos que

" b
m= lim > pf(x}) Ax, = f pf(x) dx,
! k=1 a
n ) b -
M, = lim Y, pxif(x¥) Ax, = J pxf(x) dx,
1A= = i
M= Yo L e P =L bp[f(x)]2 i
Y ToEs02 & e S b ;
Por tanto, las coordenadas del centro de masa de la 14mina se definen como
b 177
£ = 2
M, Ja pxf(x) dx =) 2£ plf)] dx
J pflx) dx J pfx) dx

sing ¥

FIGURA 3.10.6
plano xy

FIGURA 3.10.7
de una ldmina

1y

7 masas en el

Centro de masa
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I Centroide Observamos que la densidad constante p se cancela en las ecuaciones (3) para X
¥ ¥, v que el denominador de [ f f(x) dx es el drea A de la regién R. En otras palabras, el centro
de masa sélo depende de la forma de R:

b b
S [0 ae o %J ) dx
Ii=—=——o _=7:—-—-

A = b y (4)

a
b b
S(x) dx J f(x) dx
Para recalcar la diferencia, aunque menor, entre el objeto fisico, que es la ldmina homogénea, y

el objeto geométrico, que es la regidn plana R, se dice que las ecuaciones en (4) definen las coor-
denadas del centroide de la regién.

Nota: [Esimportante que comprenda el resultado en (4), pero no intente memorizar las integra-
les porque para abreviar el andlisis se ha supuesto que R estd acotada por la grifica de una fun-

cién fy el eje x. R también podria ser la region acotada entre las graficas de dos funciones [y g.
Vea el ejemplo 5.

|=8]3\1XeN Centroide de una regidn

Encuentre el centroide de la regién en el primer cuadrante acotada por la grificadey = 9 — x%,
el eje x y el eje y.

L=
!

Solucién La regién se muestra en la FIGURA 3.10.9. Luego, si f(x) = 9 — x?, entonces
A = fOxf) Ax,
(My)k = xf(xff) Axk

T _ o :
e ¥ M)y = FFEFOE) Axy) = E[f()«fif)]2 Ax;.
Fr-1 xi O 3 ; ;
FIGURA 3.10.9 Regitn en el Por tanto, = { 9 —x¥dx = (gx - §x3)] =
ejemplo 3 0 0
3
9 e o
( M‘=Jx(9*x2)dx—(—x2——x4ﬂ ———
1 (R
yky (o) _ 6,2 ok 5 d sl 4
vk - e 3
; M, ==| 9—x)dx
U Ay, =y -, 2 0
x 13
= ZJ (81 — 18x% + x*) dx
0
5, = 1( gt 5) Skavs
(5. =2) = — = etk
) 8lx —6x + 5 ’ 5
FIGURA 3.10.10 Regién en el
ejemplo 4 Por (4) se concluye que las coordenadas del centroide son
. M, Bl S M, 324/5 34
X = e yziz—u—:— B
A 18 8 A 18 15

=H]3\Y | e "8 Integracidn con respectoa y

Encuentre el centroide de la regién acotada por las gréficas de x=y*+1,x=0,y=2y y=—2.

Solucion Laregion se muestra en la FIGURA 3.10.10. El andlisis de la figura sugiere el uso de ele-
mentos rectangulares horizontales. Si f(y) = y* + 1, entonces

A = fOD Ay
(M) = YEf(0) Ay
(M) = ZFODOD Ay) = = FLADI Ay
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2 2
y asi A= G+ Ddy = ly3 +y e @3
= 3 3
£ ( 2 4 D dv = l A l 2 . =0
X 72y y y 4y 2}‘ = )

2 2
M= ” (2 + 1)dy = %f (% +2y* + 1)dy

G b imedwon 0 Sel 2edh 006"
42(53’ 7 g J”)L_ 15

__M_‘._206/15_103 S e Y T
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=
I

Por tanto, se tiene

0.

Como es de esperar, puesto que la ldmina es simétrica respecto al eje x, el centroide estd en el

eje de simetria. También se observa que el centroide estd fuera de la regidn. |
]3| JEe B8 Region entre dos gréficas
Encuentre el centroide de la regién acotada por las grificasdey = —x* + 3yy = x* — 2x — 1.

¥
: 2 )
flty=—x"+3

Solucién En la FIGURA 210.11 se muestra la regién en cuestion. Se observa que los puntos de
interseccion de las grficas son (=1, 2) y (2, —1). Luego, si f(x) = —x*+ 3 y gx) =

: i s, gl
x> —2x— 1, entonces el drea de la region es (-Lof L Xi+ 5 L)+ gl
2
A= [ [/(x) — g(a] dx
ey .
2 o I-. ‘.
= J (—2x% + 2x + 4) dx N ey
=t N iy - —
e P 3 5 Z ' S
2 (_3x g S FIGURA 3.10.11 Regidn en el

, ) ) ejemplo 5
Puesto que las coordenadas del punto medio del elemento indicado son (xf; 5[ f(xf) + g(xP)]),

2
se concluye que

2
M= J x[f(x) — g(x)] dx
,21
= { (*2x3 + 2x% + 4x) dx
-1

AR e 9
=|—= =3+ =2,
(2x +3x 2x 7T

y M, = [FGx) + gO)][Fx) — gx)] dx

b=

(L] — [gx)]1) dx

b=

b3 | =

(=22 + 3)* — (% — 2x — 1)?] dx :;_b;(b(-p BXE A | — L5+ 4> 1)

(4x® — 8x*> — 4x + 8) dx “f2=gx® =g

[
[
I
l

— b=

SRR 5 4 ]2 =2
2()«: 3x 2x 8x i

Por tanto, las coordenadas del centroide son
M, 9/2

- Kali = 2o M 1
e el g Dl daie T T T
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m DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-8.

= Fundamentos

En los problemas 1-4, encuentre el centro de masa del siste-
ma de masas dado. La masa m, estd situada sobre el eje x en
un punto cuya distancia dirigida desde el origen es x;. Supon-
ga que la masa se mide en gramos y que la distancia se mide
en centimetros.

1. my=2,my,=5x, =4, x, = =2

2. mi = 6,m, = lms = 3: 3= == —% 0 =8

3.m=10,m =5, m3=8,my="7;x,= —5,x =2,
X3 =6,x = —3

4. m=2,my =3 m =%,m4:%;x1 =9 x, = —4,

% — =63y = —10

5. Dos masas estdn colocadas en los extremos de una tabla
uniforme de masa despreciable, como se muestra en la
FIGURA 3.10.12. ;| Dénde debe colocarse el fulcro de modo
que el sistema esté en equilibrio? [Sugerencia: Aunque el
origen puede situarse en cualquier parte, se supondrd que
se establece en el punto medio entre las masas.]

fulcro

FIGURA 3.10.12 Masas en el problema 3

6. Encuentre el centro de masa de las tres masas m;, m, y
m3 que estdn en los vértices del tridngulo equildtero mos-
trado en la FIGURA 3.10.13. [Sugerencia: Primero encuentre
el centro de masa de m; y m,.]

A - 2*‘ ng
]

FIGURA 3.10.13 Masas en el problema 6

En los problemas 7-14, una barra de densidad lineal
p(x) kg/m coincide con el eje x en el intervalo indicado.
Encuentre su centro de masa.

7= pilx) =2x = 1= 0 [0,5]
8. p(x)= —x*+2x; [0, 2]
9. px) =x"% [0, 1]

10. p) = —x*+1; [0,1]
11. p(x) = [x — 3|; [0, 4]
12. p(x)=1+ |x— 1]; [0, 3]

= O=r= |

13. p(x):{;_x’ N 1 M0, 2]
s = <9

14, p(x):{)zc e 0

15. La densidad de una barra de 10 pies varia con el cuadra-
do de la distancia al extremo izquierdo. Encuentre su
centro de masa si la densidad en su centro es 12.5
slug/pie.

16. La densidad lineal de una barra de 3 m varia con la dis-
tancia al extremo derecho. Encuentre la densidad lineal
en el centro de la barra si su masa total es de 6 kg.

En los problemas 17-20, encuentre el centro de masa del sis-
temna de masas dado. La masa my. estd en el punto P. Suponga
que la masa se mide en gramos y que la distancia se mide en
centimetros.

17. = 3,.’7’12 = 4,P1 = (_2, 3),P2 == (1,2)

18. i = 1,.’?12 — 3,m3 — 2, Pl == (*4, 1),P2 = (2, 2).
Py=(5,-2)

19. my =4, m, = 8, m3 = 10; P, = (1, 1), P, = (-5, 2),
£ = (7, =4)

20. my = 1,my = 3,m; = 4,m, =3; P, = (9,3),
Py = (—4,—6), Py = (3, —1), P, = (=2, 10)

En los problemas 21-38, encuentre el centroide de la regién
acotada por las graficas de las ecuaciones dadas.

2l. y=2x+ 4,y=0,x=0,x=2
2. yv=x+1,y=0,x=3

238, vt =0 % ==

24, vy x2+2,y:(),x:—1,x:2
25: y:x3,y:0,x:3

26. y=x,y=8,x=0

N, IS E Oei= L =
28.x:y2,x=1

29, y=xy—x=2

0. y= v=

31. y = x°, y = x'/3, primer cuadrante

32. y =4 — x% y = 0,x = 0, segundo cuadrante
3B y=1p=0x=1s—3

34. y:xz—2x+1,y=—4x+9
o=y =1 y=—1y—2x= -9
36.y:x2—4x+6,y:0,x=0,x:4

37. y=4—4ry=1-x%
38. ¥ tx=ly+tai=—1
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En los problemas 39 y 40, use simetria para localizar x e inte-
gracién para encontrar y de la regién acotada por las graficas
de las funciones dadas.

3. y=lteasuy—l a2 =x=u/)

4. y=4senx,y= —senx,0=x=nm

= Piense en ello

41. Un teorema atribuido a Pappus de Alejandria (c. 350
d.C.) afirma lo siguiente:

Sean L un eje en un plano y R una region en el mismo
plano que no corta a L. Cuando R gira alre-
dedor de L, el volumen V del solido de revolucion
resultante es igual al drea A de R multiplicada por
la longitud de la ruta recorrida por el centroide de R.
a) Como se muestra en la FIGURA 3.10.14, sea R la regién
acotada por las grificas de y=f(x) y y = g(x). Muestre
que si R gira alrededor del eje x, entonces V =
(27y)A, donde A es el drea de la region.
b) (Qué considera que proporciona V cuando la regién R
gira alrededor del eje y?

¥

y=glx)

> X

I

I

:

|

a b
FIGURA 3.10.14  Region en el problema 41

42. Compruebe el teorema de Pappus en el problema 41

cuando la regién acotada por y = 2+ 1, p= =9
gira alrededor del eje x.

Competencia final de la unidad 3

Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-8.

A. Falso/verdadero
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43. Use el teorema de Pappus en el problema 41 para encon-
trar el volumen del toroide que se muestra en la FIGURA
3.10.15,

FIGURA 3.10.15 Toroide en ¢l problema 43

44. Una barra de densidad lineal p(x) kg/m coincide con el
eje x sobre el intervalo [0, 6). Si p(x) = x(6 — x) + 1,
(donde se espera de manera intuitiva que esté el centro de
masa? Demuestre su respuesta.

45. Considere la regién triangular R en la FIGURA 3.10.16.
(Doénde cree que estd el centroide del tridngulo? Piense
geométricamente.

FIGURA 3.10.16  Regitn triangular en el problema 45

46. Sin integracién, determine el centroide de la regién R
mostrada en la FIGURA 3.10.17.

L
1 2.

FIGURA 3.10.17  Regién en el problema 46

En los problemas 1-12, indique si la afirmacién dada es falsa (F) o verdadera (V).

1. Cuando f: f(x) dx > 0, la integral proporciona el drea bajo la grafica de y = f(x) sobre el

intervalo [a, b].

2. [2(x — 1) dxes el drea bajo la graficay=x— 1 sobre [0,3]. ____

3. La integral f;[ f(x) — g(x)] dx proporciona el drea entre las grificas de las funciones con-

tinuas [y g siempre que f(x) = g(x) para toda x en [a, b].

4. Los métodos del disco y la arandela para encontrar volimenes de sélidos de revolucién son

casos especiales del método de rebanar.

5. El valor promedio f,, de una funcion continua sobre un intervalo [a, b] necesariamente es
un ndmero que satisface m = f,., = M, donde m y M son los valores minimo y méximo de

£ sobre el intervalo, respectivamente.

6. Sify g son continuas sobre [a, b], entonces el valor medio de f+ g es (f+ e e
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7

8.

9;

10.

11.

12.

B. Liene los espacios en blanco

El centro de masa de un ldpiz con densidad lineal constante p estd en su centro geométrico.

El centro de masa de una ldmina que coincide con una regién plana R es un punto en R
donde la ldmina colgarfa en equilibrio.

La presion sobre el fondo plano de una piscina es la misma que la presion horizontal sobre
la pared vertical a la misma profundidad.

Considere una delgada lata de aluminio con radio de 6 pulg y un depésito circular con radio
de 50 pies. Si cada uno tiene fondo plano y contiene agua hasta una profundidad de 1 pie,
entonces la presién del liquido sobre el fondo del depésito es mayor que la presién sobre el
fondo de la lata de aluminio.

Si s(2) es la funcién de posicién de un cuerpo que se mueve en linea recta, entonces I !‘31;({) dt
. - - !
es la distancia que el cuerpo se mueve en el intervalo [z, 1,].

Cuando no hay resistencia del aire y desde la misma altura se sueltan al mismo tiempo una
bala de cafién y un dulce, la bala de cafién llega primero al suelo.

En los problemas -8, llene los espacios en blanco.

1.
2.

C. Ejercicios

La unidad de trabajo en el sistema SI es

Para calentarse, un corredor de 200 1b empuja contra un drbol durante 5 minutos con fuer-
za constante de 60 1b y luego corre 2 mi en 10 minutos. El trabajo total realizado es

El trabajo realizado por una fuerza constante de 100 b aplicada a un dngulo de 60° con res-
pecto a la horizontal durante una distancia de 50 pies es

A un resorte que mide inicialmente 1 m de longitud se le aplica una fuerza de 80 N, ; se
logra una longitud de 1.5 m. El resorte medird m de longitud cuando se apli-
que una fuerza de 100 N,

Las coordenadas del centroide de una regién R son (2, 5) y el momento de la regién con res-
pecto al eje x es 30. Por tanto, el drea de R es unidades cuadradas.

El peso especifico del agua es Ib/pie?.

Se dice que la grifica de una funcién con primera derivada continua es

- Una pelota soltada desde una gran altura choca contra el suelo en T segundos con una velo-

cidad Vyypacio- Si la funcién velocidad es v(r) = —gt, entonces la velocidad media vy, de la
pelota para 0 < 7 = T en términos de Uiinpacto ©5

En los problemas 1-8, establezca la(s) integral(es) definida(s) para encontrar el drea de la regién
sombreada en cada figura.

2.

FIGURA 3R.2 Grifica para el problema 2
FIGURA 3.R.1 Grifica para el problema 1

¥= 1) 4.

(a, fla)) 2

e
(a, c‘l\ = /\ ' /(b, c)
- > X

FIGURA 3.R3 Grifica para el problema 3 FIGURA 3R4 Griéfica para el problema 4
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e g(\)

SR e
\ o
¥=—f) £ o
FIGURA 3.R5 Gréfica para el problema 5 £ ':

T : b = > X

FIGURA 3.R6 Gréfica para el problema 6

FIGURA 3.R.8 Grifica para el problema 8

FIGURA 3.R.7 Grifica para el problema 7

En los problemas 9 y 10, use la integral definida para encontrar el drea de la regidn sombreada
en términos de a y b.

9; Yi y:b 10.

[

FIGURA 3.R.9 Gréfica para el problema 9
FIGURA 3.R.10  Grifica para el problema 10

En los problemas 11-16, considere la regién R en la FIGURA 3R.11. Establezca la(s) integral(es)
definida(s) para la cantidad indicada.

y

y=gl)

. (2,1)

y = f(x)
X
FIGURA 3.R.1T Region

para los problemas 11-16

11. El centroide de la regién

12. El volumen del sélido de revolucién que se forma al girar R alrededor del eje x

13. El volumen del sélido de revolucion que se forma al girar R alrededor del ejey

14. El volumen del s6lido de revolucién que se forma al girar R alrededor de la recta y = =1
15. El volumen del sélido de revolucion que se forma al girar R alrededor de la recta x = 2

16. El volumen del sélido con R como su base de modo que las secciones transversales del soli-
do paralelas. al eje y son cuadradas

17. Encuentre el 4rea acotada por las grificas de y =sen xy y = sen 2x sobre el intervalo [0, 77 ].
18. Considere la regién acotada por las grificas de y = e, y=¢e¢ yx=In2.

a) Encuentre el drea de la region.

B) Encuentre el volumen del sdlido de revolucion si la region gira alrededor del eje x.
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19

20.

21,

22,

23.
24,
25.

26.

217.

28.

29.

0.

31.

32.

33,

Considere la regién R acotada por las grificas de x = y* y x = V2. Use el método de reba-
nadas para encontrar el volumen del s6lido si la regién R es su base y

a) las secciones transversales del sélido perpendiculares al eje x son cuadrados,
b) las secciones transversales del s6lido perpendiculares al eje x son circulos.

Encuentre el volumen del sélido de revolucion que se forma cuando la regién R acotada por
las graficas de x = 2y — y? y x = 0 gira alrededor de la recta y = 3.

La nariz de un cohete espacial es un cono circular recto de 8 pies de altura y 10 pies de radio.
La superficie lateral debe cubrirse con tela excepto por una seccién de 1 pie de altura en el
apice del cono de la nariz. Encuentre el drea de la tela necesaria.

El drea bajo la grafica de una funcién no negativa continua y = f(x) sobre el intervalo [ —3, 4]
es 21 unidades cuadradas. ;Cudl es el valor medio de la funcién sobre el intervalo?
Encuentre el valor promedio de f(x) = x*? + x'/? sobre [, 4].

Encuentre un valor x en el intervalo [0, 3] que corresponda al valor promedio de la funcién
f)=2x-1.

Un resorte de longitud de 5 m sin estirar se alarga hasta una longitud de 1 m por medio de
una fuerza de 50 N. Encuentre el trabajo realizado para estirar el resorte desde una longitud
de 1 m hasta una longitud de 1.5 m.

El trabajo realizado para estirar un resorte 6 pulg més alld de su longitud natural es 10 pies-Ib.
Encuentre la constante del resorte.

Un tanque de agua, en forma de cubo de 10 pies de lado, se llena con agua. Encuentre el
trabajo realizado para bombear toda el agua hasta un punto situado a 5 pies por arriba del
tanque.

Un cubo que pesa 2 Ib contiene 30 Ib de liquido. A medida que el cubo se levanta vertical-
mente a razon de 1 pie/s, el liquido se fuga a razén de § Ib/s. Encuentre el trabajo realizado
para levantar el cubo una distancia de 3 pies.

En el problema 28, encuentre el trabajo realizado para levantar el cubo hasta un punto en
que esté vacio.

En el problema 28, encuentre el trabajo realizado para levantar el cubo con fuga hasta una
distancia de 5 pies si la cuerda que sujeta al cubo pesa g Ib/pie. -
Un tanque en la parte superior de una torre de 15 pies de altura consta de un tronco de un
cono sobrepuesto por un cilindro circular recto. Las dimensiones (en pies) se muestran en

la FIGURA 3R.12. Encuentre el trabajo realizado para llenar el tanque con agua desde el nivel
del suelo.

15 pies

FIGURA 3.R.12 Tanque en el problema 31

Una roca se lanza verticalmente hacia arriba desde la superficie de la Luna con una veloci-
dad inicial de 44 pies/s.

a) Sila aceleracion de la gravedad en la Luna es 5.5 pies/s®, encuentre la altura méxima que
se alcanza. Compare con la Tierra.

b) En su descenso, la roca choca contra la cabeza de un astronauta de 6 pies de estatura.
¢Cuil es la velocidad de impacto de la roca?

Encuentre la longitud de la grafica de y = (x — 1) desde (1, 0) hasta (5, 8).
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34. La densidad lineal de una barra de 6 m de longitud es una funcién lineal de la distancia a su
extremo izquierdo. La densidad en la parte media de la barra es 11 kg/m y en el extremo
derecho es 17 kg/m. Encuentre el centro de masa de la barra.

35. Una placa plana, en forma de cuarto de circulo, se sumerge verticalmente en aceite como se
muestra en la FIGURA 3.R.13. Si el peso especifico del aceite es 800 kg/m’, encuentre la fuerza
que ejerce el aceite sobre un lado de la placa.

superficie |<— 4m _*l

FIGURA 3.R.13 Placa vertical
sumergida en el problema 35

36. Una barra metilica uniforme de masa 4 kg y longitud 2 m soporta dos masas, como se mues-
tra en la FIGURA 3R.14. ; Ddnde debe atarse el cable a la barra de modo que el sistema cuelgue
en equilibrio?

cable

) o
4 LA
kg kg
FIGURA 3R.14 Masas en el problema 36
37. Tres masas estdn suspendidas de barras uniformes de masa despreciable como se muestra

en la FIGURA 3.R.15. Determine dénde deben colocarse los cables indicados de modo que todo
el sistema cuelgue en equilibrio.

cables
2m
l—1m
i ko 6
[~ kg

FIGURA 3.R.15  Masas en el problema 37

al

-
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Respuestas a la evaluacion diagnéstica

Evaluacion diagnéstica, pagina xv 31. d(P\, Py) + d(Py, P;) = d(P,, Py)
1. falso 2. verdadero 32. ¢ 33. falso <
3. falso 4. verdadero 34. =27 35.8 (]
fh=—-=-}
5. 1 6. —243 36. 3:(=9,0):(0.6) 37. y=—5c+3 -
3% + 8x U)
i =S 8 2(x +3p+1
S et 2F 38, 3= 2¢ 44 390~ —%x +3 Q
9. a) 0,7 B —1 ol =1 —VE - =
e) 1 dy 1 208G 4. x— VI +4V3-7=0 C<D
10. a) (5x + 1)(2x — 3) b) X(x + 3)x — 5) _
Lo s 2 42. i) g); i) e); iii) h); iv) a); v) B): vi) f; S—
¢) x—3)*+3x+9 d) (x — 2)(x + 2)* + 4) ViRy v ) (=]
Hlgtilsh i 43. falso 4. falso =
13. verdadero 14. 6; — 6 45. 4n/3 46. 15 \o
15. —a+5
16. @), b),d). ¢). g). h). ), ) 47. 023 45 tosp= —2VE

4
17. D)d); ii)e), iii)a); iv) b)

49. senf@ =12 cos0=% tan 6 =2 cot@ =% sec § = 5
IS.a)ﬁ2<x<2; b')|xi<2 g 5 e 3 o
3

csc ) =
By e e 20. (—o0, =2)U(5, o0) 50. b=10tan6,c=10sec® 51. k=101n5
g 3 52. 4 = 647 53. log, 125
21. (—oo, =5]U[3, o) 22. (—oo, —2)U[0, 1] 54. aproximadamente 2.3347 55, [ 000
23. cuarto 24. (5, —-7) 56. verdadero
25. —12;9

26. a) (1, —5) b)( =13 e)(=1, =5
27. (=2,0), (0, —4), (0, 4) 28. segundo y cuarto
29. x=6 o x=-4 30. ¥ +3°=25

RESPUESTAS A LA EVALUACI

RES-1
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Respuestas de los
problemas impares

F
2 Problemas 1.1 TR o ;38“
a 1. 3+6+9+12+15 3.%+% %+2? 352006 37. 0
— 5_l+l_L+L_L+L,L+1,1 4, ®25 41. 11
: e RO 11 13 17 19 23 805 A3 @) =250 0):39 «€) =12 d) 14 ey 2T 00
- 7. (22— 4)+ (3 —6) + (4> — 8) + (5* — 10) 45, oy 7. n 5
m : 5 oo - ._»'-. t/’ \
9. 1Bl k] 1 + e e
< 12 ek )“1 e ;
[« 13, >3k + 1) 15.
E .;::0 2 49. 18
— B 28:6 by S
3 4 = o5 COSTEEE St
2 = = kZ p ii =g
21. 420 b 2
E 25. 109 ;‘} ?
= 29. 18
[aa] 8
O = 3 ST 15
o 16
o EE 61. —2 63.%
25 69. =
=) 45. 9
Problemas 1.3
LL] 108
[ 1 3x+C 3.+ C
2_ 5.32”+c 7.r—%x°-4s+c
s
2 4
9. P*+2—x+C 1. <2 w2 ¢
m Problemas 1.2 </ 3
2 L3y gt il 13. 1363+4x2+x+C
O T 2567 4
©w 15. 16w* — 16w° + 6w’ —w + C
1 _\F
lél S v i 17. In|r| + 10! — 272 + €
4 2 s 1= 1
9.J\/mdx 11.J(1+x)dx 1% St o ot A
= 50 21. —4cosx—=x—2x*+C 23 —cotx+tecscx+C
13, =4 1s. © 25. —2cotx+3x+C 27. 4 + x — 95 + C
= e o 29, >’ —x+5Stan 'x+ C 3. tanx —x + C
T - 41, 2 —4dx +5 43. 28+ 9% + C
23. 12 25. =3 45. —x '+ C 47. % — x* —cosx +C
27. 40 oy Big=r —atl
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1 47 + 6 3] 1
51. fix) =x*+ Cy; =S G h — = =4 =
fix) € fx) 3% x + G 37. s 39, g + e
53, =x*+x2-3%x+2 55 G
A 5 & a. %11113—1 43. xe"
w
57. y= 2y
¢ b3 45. (3¢ — 21 47. 6V24x + 5
Problemas 1.4 2x 3
49. 6— e e
! . | 3 a1 Soge e
T == At g 3G+ DF+C
6" 2 T 53,200 B)m3" o % —g
1 1
5 -+ 4"+ C 7. —=sen®3x + C 1
R 18 55. ?9 57. 9
1 1
9. —tan’ 2x + C 11. —=cos 4x + C
6" HE— 59. 33—8 61. 5
13. %(2!}3/2 - ésen 6t + C 15. -—%cos P+ C 63. 22 G50

17. %tan T

21: %111]7){ sl e K

e
E\}g.}— 2cseVx + C

23. %ln(xl +D+C

67. é(l + In 2)°

Competencia final de la unidad 1

1 2
69. 2ln(1 En 8_2)

(2 Ui
=
(e}
=T
)
-y
72
L
s
25. x—Infx+ 1| + C 27. lnflnx| + C A. 1. falso 3. verdadero <L
@ (0% + C 31 e o 5. verdadero 7. verdadero =
. \—cos(In x . —e
Nt 18 10 9. falso 11. verdadero E
33. fée‘z"s +C f 35. 2V 4 C 13. falso 15. verdadero 7,
i In x
37. In(e* + e™) + C 39. sen_l(%) +C o L g <
o =
41. %tan* 5+ C @3. tan e + C 5. =f(gtg' % g G 5
8 17
45. —2V1 — 2 — 3sen?x+C 9, J 11.3 g
5
47. %(tanfl )+ C 49, —%In |cos 5x| + C 4 16 s
. 13 fv’idx; = 15. 24+ el —¢; e—e! a.
51. %x—%sean+ C 53. %xir%sen 8x + C < (Fp]
== L 101 o
55. 115+ 12005 x — sen 2x + C 57. —2(1 = ' + C Bt T e |
: 1
59. y=x+2cos3x+1—-w 5-5 7.0 —
) (e
6. B) ymVijg o) 2mVLjg 9, —%coﬁ & + C 11. 410(4;3 —16x+ 77+ [T}
Problemas 1.5 . 23 1 E
S8 13. E(lj Hi8x = 16 15. Eln 2)
5. 46 o 7 : 17 % 19. —Eln\cos 10x| + € E
1 2 2
9. - — 2= 1. £ 11
3 6 3 2155 23. B m
13 =L 152 2 —
c e - T3 : 25. 0 27, —7 oo
% . 3V3
= =0 L 1
1~ 19. 3 2. 1
21. % 23, ITQS 31. 156 1b; aproximadamente 20 min 33 %
65
25,1 27. on Problemas 2.1
S
29. V6 - V3 31,% 1, o 3. 2cosVIFx+C
331 35. % 52 —%\/25 = heshe 1. %sec_l %x +C
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RES-4 Respuestas de los problemas impares

17. %lnlsec 3x +tan3x| + C  19. %(sen_l P+ C

21. —tan"!(cos x) + C 23, itanh +C
25, %sec P 27. csc(cosx) + €

1 3 1 2x
29, §(I+tanx) H= @ 31. 51n(1+e ) =HE

Problemas 2.2
1 Sl 4
1. 5(x+1) 4{x+1) +C

4 22

= = 5/2 = & 3/2
Y ooh = SRS PR

5. %{x -2 +2x—- D2+ C

35 — ) — %(h ST e

9. 2Vx — 2tan”'"Vx + C

1L (Vi+ 12— 10(Vi+ D) +8ln (Vi+ 1)+ C
13. %(x2 B e %(x2 + 173 +.¢

1 e = i 1
se=il e e =

17. 2Ve*— 1 —2tan"'"Ve* — 1+ C
Vo) — (l — VP ¢

15.

-+ @

19. (1 -
4 -

2. 1+ Vipi+c

23 G2 Y 2t 5y D -i(x; 1)+c

e et sen*l(%) +C

27. 22 + 3P + 6/ + 6In|x/f — 1] + C

506 11
29. 375 .6+ 201n 12
177 1
33. 5 35. 1326
9 1
7. + == e
37..3 4+ 3 n 3 39 168
B o g5, Do e
2 3
232
47. 5

Problemas 2.3

2 32 i 5/2
1. 3x(x+3) 15(x+3) e

e SR
9. gtan (5 )+c 1. ooIn |5 ——| + C
13. T%hﬂsen 10x] € 15. (350 + €

3.
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11.
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21.

23.

25.
29,

31.
33.
35.
37,
39.

43.

47.
49.

51.

55.
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59.
61.

67.
69.
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xlnd4x—x+C 5.—len2x——x +C

’1]nx—x*1+C 9, t(lnf)? —2tInt + 2t + C

xsen x+ V1—-x*+C 13 %xebc - %(33’ +C

o it == 3 2,—4x _ 3 —dx _ 3 —4;

4x e 16x e 32xe 128 e
4 1
s +
64 cos 8 + C

x2e" —fe" +C 19. ér sen 87 +
—x*cosx+2xsenx+ 2cosx + C

13 1 2 _ 2
3% sen 3x + 3x2 cos 3x 3~ ;sen 3x 27

cos 3x + C
1—17€x(sen 4x — 4 cos 4x) + C 27. %eiZﬁ(sen 0 — 2cos ) + C
Osecd —Insec § + tan | + C

%cosxcost‘l-%senx sen et

159 32l Lo s/2
3x(x + 4) 15(): =4y o

%x sen(lnx) — %x cos(lnx) + C

f%cscxcoter L [esex — cot x| 4=C

3

xtan x + ln|cos x| + C 41.§ln3
19,2 -1 g ik

12¢ = 1 8e 45, & 3 In2
3In3+e!
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2 e A
2 53. 1 21r12
v = —te"—e 2 s=tet 223
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3sen KICOSIX 3cosx+C
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1.

11.

13.
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2 3/2
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2 3 1 5 e 4 1 s
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ﬁx 128 sen dx +—u 1024 sen 8x + C
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1
15. — tan? 2t+—ta.n 2t C 1 _1(x+3) x+3
29, — itan +- G
? 2 : : 16 2 8(x2+6x+13)
A B e e S =
17.4tanxsecx g Sec x tan x 8lrtisecx+tan):|+c 31 e =S taile 4

+C B.InEE+4x+13) +C
OV5 —dx — x?

19. %(sec W eeny Pt €21 % sec’ x — %sec5 X+ €
35, Lol any?! @)4‘ c
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e e 253, 3
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; ; ; a7 - 111(\ﬁ = 1) 5. #3—(% 1 - 1—“2) 7
33; gtan3x—tanx+x+c 35; ~§csczz—lnlsenri+c VA o~ vB Ll
: 53. 12o0V2 — 4 In (V2 + 1) o
37. lt:strrr'x—ltan3x+C 39. —lcosx2+lcos3x2+C 55.2-V2-In (V6 -V3) <L
5 3 2 6 : o
25v72 57. b) y = —10In ]0_7____ vi00 — %"y - 100 — 2
41. e 43. 0 = = E
3 ; ; 59. 15.67 =~ 49.01 Ib ==
45, 1 47. " cos 3x+icosx+ (G 2
1 1 3 Problemas 2.6
49, 4sen2x Esen6x+ Caisi]e 1 1 a - E
16 5vV2 =S O R LLl
55, —/— = f—
3 5! A B ] D
3'x—1 x+2+ +22+ + 23 &
Problemas 2.5 el o
' — / —— s A e C Dk oc
e a2 2 * 2 3 9
(—sen_lx—_l_x_+ C'V/3/. In M’ 1 Tt o fed o
% - 6 5 AX+B  Cx+D o
5. %(x2 + 72 L C T x+0 ()c2+ 9)? T
el
1 1 9. ——lnx + lnx—2 @)
T —E(] oo x2)3/2 it g(l o x2)5/2 e J ‘ i J m
oL : 1L —21n;x|+§1npx—1p+c (==
NP4 b ] (7,
N2 13. lnx*4+ Inx+4 SR
1 0 %x\/x2+4+21nx—x$ +C | | | | |-<_
I ¢
15. ——ln2x+l+*1nx+2 +3C
‘6 Senfl(%)—!—c 6 I ’ 3 I | g
bl 3,
i lln[tl—\/lﬁ—xz o 7. ﬁlinﬁ\{\”——lnjx+1\,—f71n|x711+c o
4 X (7,
T 3 1 — x2p2 19. In[x+1\—1n]x+2|+ 1n|x+3|+C L)
s = B e Sl e o
5 33 = =l i
2. 2] — '+ 6Inf— 1|+ C
L2’f il Sen‘l(g) i 23 Injx| -Inx+ 1|+ &+ D l+ ¢
9 -yt :
1 25, —2(x+ 17! + é(x + 1)72 + 2
23 Stanlx b ——
2(1+x)3 27. —‘ln]x+1|*ﬁ(x+1)'l+§ln x5
X X
5. - e I
16V4 + x2  48(4 + xH)3? ‘E(x+5) +,. G
Va2 + 2+ 10+ x4+ 1 37 S Liegel e TR S
27 1nl—i3——* $ie 29. 16111\):[ g 3" 5% +161nix+2|+C
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RES-6 Respuestas de los problemas impares

31 —Injx| + % (2 % Dbt & £i¢ Competencia final de la unidad 2

: : : A. 1. verdadero 3. verdadero
33. E(x + 1)+ 5 tan"'x + C 5. verdadero 7. falso

1 7 1 = 9. falso
Bog oo o (§>+C B.1.2Vx— 18ln(Vx+9) +C

2 1/2
3. $hf -1 =l 1] *i-tan_](‘lr-'_l)JrC b gl s T8

V3 V3 b iz = x
39. 51n 1 — 5 =t = S taniel = | S
: k+1] -2 +2x+2) = Ttan '+ D+ C 256 2 32 +4) 3207 + 4)°
1 1 = in 2
41, ——— + = tan i(—)4—C .
20+, 2 5 st 4 ©
1 Wl 5x + 12
43. ~In(x>+4) — — tan ‘(—)+?——+C LR
7 ) 16 2 8(3‘2*'4) TS _‘(+C
1
45. —x* — x>+ 6x— 10lnlx+ 1| —8x+ D'+ C 1 2 _3 X
3 k+ 1] =8+ 1) 9. Sl =S adtlS | HiC
o S 1
47. 2ln3 49, 2ln§_T5_ == Tﬁ(]nx)IO+C
Sl l1n§+Lmn"'(L)+c 53. 0 PR T
6 37 32 2 . 13. 51 sen I—Zsen’t-kzt l-F#+C
1. 1+ Vi-# Vi-2 15 Lapipl 2 i ¢
55. 7 In > +C 5 4
1— N1 —x? 2x =
o3 s X
57. 36+ ' + In \(x+l)'/3*1|f 17. x In(x" +4) —2x + 4 tan I(E)+C

: / 2 Ly 2 1
; ; 13 . ——= B G =1
%m o+ PP+ e+ 1)+ 1] V3 tanﬂ(%@%)@_ﬂ)qL 2 19 135 In |x| 35%  * 133 In |x + 5] 25(x +5 '+ C

RESPUESTAS DE LOS PROBLEMAS IMPARES, UNIDAD 2

-1 sl gl I
59. %mLf ~ 0.191 . sl +3 -5+ +Fhk—3+C
61. 7In2 —81n3 +31In4=~0222 23. tant — 1+ C 25_11—3[an'3t+ﬁmﬂt+c
63. 8 ol 1 :
: w1n§+Tzl.329 27 yiseny keos y € W29 sen!—gseanrC
65. 8 In 2 — 4 ~ 4.854 31 é(l T O
33 L st L 1 4x| + C
Problemas 2.7 . —g cscdx — I [sen 4x|
1. 78; M;=71.25 3:22 =025 3s. 1* S Lo S el
5. 1.7564; 1.8667 7. 1.1475; 1.1484 s 3 :
9, 0.4393; 04228 11. 0.4470; 0.4900 39. 5 In?2 = 5 In3 41. EEX(COS 3x+3sen3x)+ C
' 1 |
13. 236—; Sy = 8.6611 15. 1.6222 43, Et cos(Inr) + EI sen(lnt) + C
17. 0.7854 19 0.4339 45. 2'\/} SBI’I'\/} =) COS\/;C R
24.. 11.1053 23.n=8 47. ,23. costx €
25. 111 : VE+2u+5+x+1
; . 0. Lo+ V2 +x+5+2In L e
27. laregla de Simpson: n = 26; la regla trapezoidal: n = 366 2 7
29. la regla trapezoidal resulta en 1.10 51 %tan” 8 % s % e
31. paran =2y n=4, laregla del punto medio proporciona el P € TN
valor exacto del entero: 36 53. Zt = Er + ) In(l == %)
21 11 5 ik e =
33. a)% b)Mg=§2— c) T3=-1E Ss.aln(x2+1)+tan =% 2(x 4 etk €
d) Eg = gr'ﬁ para la regla del punto medio y Es = 35 para la g7 %xz i ix ey % o8 2@
regla trapezoidal. El error de la regla del punto medio es ey e = :
la mitad del error de la regla trapezoidal. 59. 2(sen x)e™* — 26 + € 61. V6 -2
37. 7.0667 39, aproximadamente 4 975 gal 63 jeenh~' 1 — V2 + 1 + C 65. m%
41. 41.4028 43. b) 1.2460

1 13 1 15
L ey an® S C
45. 1.4804 47149772 61 %y @t e
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69. 3tanx + secx + C In 2

In 3
1 1 1 63. A= J (e — 1dx + f (2 cet i
L 2x*0 +Inx’ — XA +Inx) + -+ C o n 2
2 2 1
73. ¢+ C 75. £ = In(l + ) + C s J'[ln e %(y | 1)] iy ’“% Mt
T % sen '(Sx + 2) + C 79. (senx) In|sen x| —senx + C :
Problemas 3.3
Problemas 3.1 2567/3
e . 128
1, s(=6r—7 L - o
3. (1) = %ﬂ -2 4+ 15 L e e
9. /2 11. 47/5 <L
. s(p) = —%sen (4r + 7/6) + % 13. 7/6 15@?19,677/5 E
: 5 17. =/2 19. 327/5 =
7. v(®)=-5t+9;, s(H)= ﬁatz + 9 — 3 5. 304 23. 7m/3 :
e 5 25. 256m/15 27. 37/5 cn'
9. v = — 22+ 5t —3: s ==t —Z3 + 2 - 3r+ 10 = =
v Mivgae 29. 367 31. 5007/3 , BT
) 9 2
1L v =28 — 26 s = 27 — 17— 261 - 43 33. 167/105 35 mlzet ot L g
1 4 3 _ 5 5
13. 17cm 15. 34 cm 5 1 =
J 37. @ 3, e E
17. 24 cm 19. %mi = 176 pies ]
21. 256 pies 23. 30.625m Problemas 3.4 2
25. 400 pies; 6s 27. —80 pies/s 1. 4xw/5 3. w/6 E
5. 8m/15 7. 2507/3 " T
9. 36\ 31/5 11. 37/2 G
Problemas 3.2 m
13. 167 15. 87/5
12 3. 8 17. 21/10 19. /6 8
N . 21. 2437/10 23, 4x o
5.3 (s 25. 6257/6 27. 2487/15 >
11 11 29, L2 — 9 31 ot (=)
e 1.~ 2 3 e
= 3 f‘: 3 i 2 LL)
13. 2 15. Z(24/3 + 343 33. 37T 35. 37mb =
17. 4 19. 27 3, Vidiy — 17,
T 27 4g b
21. ; 23. 7 3 F
3 Problemas 3.5 [7p)
32 81
25% ? 27 . 1 o LL)
" 1. 230 3. 57 (137 — 8) ~ 14397 _ —
29, 4 3. 10 .
5. 45 T
5 o 25 128 N T =0
B g 9. 2883 ~ 16.2674 11. 9 [a'ed
118
87— 39. 22 3 " 4 _
3 13. J V1 + 4x” dx 15. J A COS'x‘a‘x
9 = k 0
a = 0.5 J29.
3 17. 55 (4072 — 8) = 9.0734 19, b)6
45. 8 47. 2vZ —2
3 21. w/2
49. 4V3 — 47 /3 53. 7+ 3In 3 =~ 6.1370
55. 9m/4 57. 4 + 2 Problemas 3.6
59. wab Tl 1. 2087/3 3, %(103/2 — 1) = 3.5631

3
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RES-8 Respuestas de los problemas impares

o
5. L3712 — 1y~ 1173187 7. 10057 o S e S5 A o
6 25. x 5> y 7 27, X 35’ 56
9. 2537/20 1 8 fanl 216
29. x==, y== 3. X=—0, ¥ =2
11. a) (rr/6R)[(P + 4h32 - 7] Sigae e
b) aproximadamente 0.99% < 1% 33 % = 3 7= 121 35. ¥ = =7 y= 7
S 2 540 10 ; 8
37, x=0,5=2 . x=0,7~ 50 +8)

Problemas 3.7
Competencia final de la unidad 3

= 34
1. —4 3=
a 3 A. 1. falso 3. verdadero
< At 3 7. 0 5. verdadero 7. verdadero
E 9. 2 1 61 9. verdadero 11. falso
= .
B. 1. joul 3. 2 500 pies-Ib
= [BERP 15. ﬁ I e 3 F
Z ; . suave
m 17. 0 19. 3V3/7
i " fl@
[='=H8 21. —1+£~01547 23. 12 G fjf(x)dx J {f()——x
< 0 0
o b c
fall 25. 103 29. 2k1/3 e J 2f0e) di + J 2£00) dx
b
E Problemas 3.8 d
7 s 5 7. [ la = f(y]dy+ J Lf(») — aldy
< 1. 3300 pies-Ib 3, Epies 1 £
9. - +b
E 5. a) 10 joules b) 27.5 joules 4¢
= . 2
IiIJ 7. a) 7.5 pies-Ib b) 37.5 pies-1b J x[f) — gx)] dx %J' (L2 — [e()1?) dx
9, 453.1 x 10%joules 11. 127 030.9 pies-1b 3 = e
m ] P 11. x = 7
2
o 13. 45 741.6 pies-lb 15. 57 408 pies-Ib J' [f(x) — glx)] dx Jo [fx) — g(x)] dx
(o=l 17. 64 000 pies-Ib '
. 19. «) 5200 pies-1b b) 6 256.25 pies-1b 13. 27 JO x[f(x) — g(x)] dx
7o 21. 3k/4, donde k es la constante de proporcionalidad 5
3 15. 27 L @ - D) = g dx
Problemas 3.9
5
g 1. @) 196000 N/m% 4900 0007N 175 I a)a bz
b) 196 000 N/m?; 784 000N i 256
2 ¢) 196 000 N/m’ 19 600 0007 N 21, 2 pies? ~ 396,03 pies” 23 5
s 9 o
= 3. a) 499.2 Ib/pie; 244 640 1b b) 59904 1b; 299521b , 25. 375 joules 27. 624 000 pies-Ib
G - 12920 T lotil 29. 2040 pies-Ib 31. 691 612.83 pies-Ib
[SEEN 9. 3660.81b 11. 13 977.6Ib 1 .
: 33. —-(40%7 — 8) = 9.07 35. 17 066.7 N
13. 99847 1b 15. 59904 1b 27 .
2. 37. 2 m desde la izquierda sobre la barra de 1 m y $m desde la
& Problemas 3.10 izquierda en la barra de 2 m
= ,% 3 _;_3 Problemas 4.1
115 Ll gt bl
Segul 7.¥ 1. 35T Ly
9 4 1 19 5. 10, 100, 1 000, 10 000, . .. 7. 2,4,12, 48, ...
7 i 1 PO vy Ll
11 15 9.11+—1+ +§,l+ e +Z,...
13. 10 15. B
o ol ey Uagn el aay, 15. 0 17. 0
17 = =0 19. x = — =
AR Ny PP 0% T 1 o di -
i . ; 19. 5 21. la secuencia diverge
- L0 o8 _epeaoniuy:
2 rs gl 9 DAk 23. la secuencia diverge 25. 0
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27..:0 29. la sucesién diverge Problemas 4.4
150 33. % 1. converge 3. converge
5 | 7. 6 " 5. diverge 7. converge
39, 1 §i 1 9. converge 11. converge
4 13. diverge 15. converge
43. In 3 45. 0 17. converge 19. diverge
M 21. converge 23. diverge
i {2n - 1}’ comTEEiid 25. converge 27. converge =
49. {(=1)""'(2n + 1)}, diverge 51. { 3_] } converge a 0 2Laonci 3. diverge (am]
3 33. converge <
53 oL oL ot b 55,31 L1 35. converge parap > 1, diverge parap = 1 (o=}
s 29 45 8, 161 wil~Zy 53133--- E
57. 8 = = Problemas 4.5
s 59. a,,, = P 5: . :
61. converge a () 63. converge a0 L converge 3. diverge g;
4 ; 5. diverge . diverge LL]
67 0 s 5 RN
SgDICs 1 ipes 9. converge 11. converge (a'=d
69. 15,18, 18.6, 18.72, 18.744, 18.7488, ... 13. converge 1S. diverge E
71. 32 17. converge 19. converge E
21. converge 23. converge So—
Probl)gmas 42 25. diverge 27. converge (7p)
1. creciente 3. no mondtona Shidees 31, diverge <
5. creciente 7. no creciente 33. converge 35. diverge E
9. creciente 11. no mondtona 37. converge o idierme 5
13. acotada y creciente 15. acotada y creciente - (e
; ] Problemas 4.6
17. acotada y decreciente 19. acotada y decreciente o
21. acotada y creciente 23. acotada y decreciente 1. converge 3. diverge = =
25. 10 27 7 5. converge 7. diverge Q.
9. converge 11. converge 7p]
Problemas 4.3 13. converge 15, diverge 3
17. converge 19. diverge
ST g Ll 0 i £ Loded
L. 3+5+§++Z+'” 3-§*g+§‘ﬁ+”' 21, converge 23. converge e
) 8 16 128 25. diverge 27. converge (7
5. 142+ +2+- T2+ 5+ — + .
! 2453 5 3 5 35 29. diverge 31. converge <
9. _%+%_11_1+%,,__ 11 33. converge paraQ) = p < 1 'J;
35. converge para todos los valores reales de p L
13. % 15. % 39. utilice la prueba del cociente |
y a.
17. = 19. diverge Problemas 4.7 (7 p]
: L
21. 9000 23. diverge 1. converge 3. diverge o
5. converge 7. converge
25 2 =L g g
9 99 9. converge 11. converge
29, 1313 31. 17 13. diverge 15. condicionalmente conver-
999 6 gente
4B 2<x<2 43, 2<x<0 17. absolutamente convergente  19. absolutamente convergente
47. 75 pies 49, INU - 1000 21. absolutamente convergente  23. divergente
=8
25. condicionalmente convergente 27, divergente
51. 1875 mg

29. condicionalmente convergente 31. absolutamente convergente
33. divergente 35. 0.84147
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37. 5 39. 0.9492 & (—1)F
\ 25, E x2k+3; [_1! 1]
41. menor que 15; = 0.009901 ey k]
43. la serie contiene signos algebraicos mixtos pero los signos no o i (—1) 2% [ 1]
se alternan; converge i =5 2k + )2k + 2) ? 4
45. los signos algebraicos no se alternan; converge = (=)
47. a,.; = a; no se satisface para k suficientemente grande. La 29. }{20 5+ (= 6) (1,11)
sucesién de las sumas parciales {S,,] es la misma que la suce- - i
si6n de las sumas parciales para la serie arménica. Lo anterior 373, —1 4+ 22 (—Dfx + D (—2,0)
=t implica que la serie diverge.
49. diverge 51. converge &S| (= 1)k 18]
g 33. g}[ Tl 39
Problemas 4.8
E sl 1 bk +£x3+ - 37, (=3,3)
= : - L1 2 gy 16
e 3 Fx2) 39. 0.0953 41. 0.4854
ol 5 (2,4]; 1 7. (=5,15; 10 43. 0.0088
o« ERUM R
(WU 13. [-1,1); 1 15. (=16,2); 9 Problemas 4.10
== 17. (-5Z), - 9. 24 !
< * 32330y 30 a3l 3 oo )Ck o (g])ff
B (oo, 00); 08 23, (=5,N%, 3 Ko e 3AN e
Q. =3 =41
25 (~o0,00); oo 27. (%, -3 3 e S
=N 29. 4 3. x>lox< 1 5. 3 ! 7. 3%
=0 2k 1)) ok
2 33 ox< -1 35, ~ Dy W)
o9 2k+1
3. x<0 . -
s i1 2 ,E, 2k + 1)1
3. 0=x<#@f3,27/3 < x < 47w/3,57/3 < x =27 ] 5 .
E 41. a) (—o0, 00) 11. x+§x3 = 5 +mx7+ -
m 00 (71)16 o0
(e B8 Problemas 4.9 13 i S 15, a1y = 0pf
o k=0 5 k=0
00 k
m L :;itc+1 (_3’3) 17 ﬁ+ﬁ ST \/5 Ao 27 \/i
o 5 S e e aRe S g
3. X (12 (<)
= > & : o /e e Sl
x x (—1)F S T e S
(FER 5. > (-1 (-1,1) 7. D —x% (—2.9)
= — 4£+1 o0
(o i . i 21. Eﬁ(x— 1)*
- s =0 K
w 9 kz 3k+!xk l, (_Js 3) o (_1)k+1 ) (_l)k
<L Bi 23, In2+ 2, (o= 2)¢ 25,3 ok
= = fpoer - avpk=3 = = k!
(= Dkl — 1)2 >y 4
) D S & D S
LLl k=2 27 Z B 29. 2 —x
: oo ‘ k=0 k=1
13. D et LD 4 i
(e k=1 M1+ +2a+ -+ 336
(7, ¥ 3 45
o DR s
L BE 22k+ T o %
k=0 35.
— & 0y 20
17 g ]
gk ol Bl egn S tin s Bl
o i PR T
19. (A
§k+1)4“‘ ( ] 39.1+x+x2+%x3+%x4+---
3 o0
L+5 2D (33) 3.7 45. -1
23, %E i e ] 1 47. 0.71934; cuatro lugares decimales
k=2 49. 1.34983; cuatro lugares decimales
55. ¢) y=7.92 pulg d) y=7.92000021 pulg
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Problemas 4.11 s Ls 7. diverge
3 A
b= e g ilioed o i
s e 9. 2 11. 0
el R 2 o8 PSR e
RS =5 ok 2.21-92°  P.30. 08 : 13. —11—8 15557
SRR T
5.1 2x +22'2!x 23'3!}C + 2 | E7 Al 19.%
e O 1
LBt et e e 21. 5 23. 4 Ic.l-’d
T o s e G e o8 i e -
9. 15T T3% 4.25'22x 4‘3!l23x+ 3 5. In 27.41I13 (o |
1 2 1 Z
1|8 = 8 <ay =5 295 — 31. diverge L
: = o
© 1-3-5-(2k— 1
e =l 33. 100 35. 2V2 =
=1 2@ 1) 37. diverge 39. 6 3
17. Pyx) = 1, Py(x) = % Py(x) = (32> — 1) 1 »
- Iy » £y £ 5 41. o 43. diverge Lld
V3 E o ane aae ==
19. V2 + ‘2*2*(36*1)_ 24_2‘!().—1) i 5631 (st 45. diverge 47. _% E
a a
Competencia final de la unidad 4 49. 1 51 o E
A. 1. falso 3. falso el 55. 1 (75
6 6
5. verdadero 7. falso 2 <
9. verdadero 11. falso e ok E
13. verdadero 15. falso 61. %1112 63. 2.86 X 10" joules LLl
17. verdadero 19. falso 1 1 et
; 65. =5 >0 07 = (e}
21. falso 23. falso s el ()
25. falso 27. werdadero 69 1 S 7 e s o
29. verdadero s +1 ' S .
7o B
B.1..20: 9: %; 16 3. 4 b : o
Competencia final (apéndice) ]
: y 7. &
; B 522/9 5 - . A. 1. verdadero 3. verdadero LLl
. < = Lo i==]
5 i ] 5. falso 7. verdadero (o |
C. 1. converge 3. comverge 9. falso (7]
5. converge 7. diverge : <L
9. diverge 11. converge B. 1. 5 3. Vam c'T:
61 004 5. In\V2 LLl
o1 3
T 5. [ : D
e Bl Vo 3.0 8 O.
Lat=3) - 3 : 5. diverge : Zo0 m
L i
’1. 1 e lxﬁ o gxm e 9. diverge 1, 28 ="2¢ o=
e e 5 17—
. 5D =)
e
S R 15° 19. a) 2w b) las dreas son infinitas
o (1)t 21. 126 joules
5 - (x — w/2)¥"! oo ill
27 %(2}<+ 1)[(x 7/2) 29. $6 millones

-
|
w

diverge
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epaso de algebra’

Enteros

{o el =W RS0 S 0 Al e
Enteros positivos (nimeros naturales)
{1,2,3, 4.5, }

Enteros no negativos (nimeros enteros)
{017 35 A€5 % ok

Nameros racionales

Un ndmero racional es un ndmero en la forma p/q, donde p
y ¢ # 0 son enteros.

Nimeros irracionales

Un nimero irracional es un nimero que no puede escribirse

en la forma p/q, donde p y ¢ # 0 son enteros.

Nimeros reales

El conjunto R de mimeros reales es la unién de los conjun-
tos de nimeros racionales e irracionales.

Leyes de exponentes

1

aman — m+n’ % — am*n

(aﬂl)n —_ amrz, (‘ab)n — anbn

G -5
BB

Exponente negativo

= 1
a":y,n>0

al=l g =0

Radical
a’" = \Ya, n > 0 un entero

Exponentes racionales y radicales

am/n = (arn)lfn - (alr"ﬁ)m
ann = W = (%)m

Vab = Va /b
a_Va

Formula cuadratica
Las rafces de una ecuacién cuadrética ax”® + bx + ¢ = 0,
a#0, son
+ VB — dac
2a

Expansiones binomiales

(@a+ b)Y =a*>+ 2ab + b*

(a+ by =a + 3a® + 3ab® + b°

(@ + b) =a' + 4a°b + 64%B + 4a4b® + b*

(@ + by =a + 54'b + 10a°p* + 10a%6® + 5ab* + b°
Triangulo de Pascal

Los coeficientes en la expansién de (a + b)" siguen el
patrén:

1SS ]
i 464 1

Cada niimero en el interior de este arreglo es la suma de los
dos nimeros directamente arriba del mismo:
L ee e

NN N N
I ) 0 R |

El dltimo renglén son los coeficientes en la expansién de
(a + b).

Formulas de factorizacién

@ — b = (a— b)a + b)

@ — b =(a—b)d®+ab+ b
@+ b= (a+ b —ab+ b)
a’ — b*=(a — b)a + b)d® + b))

Definicion del valor absoluto

)
= {2,

Propiedades de desigualdades

si a es no negativo (a = 0)
si a es negativo (a < 0)

Sia > byb > c, entonces a > ¢,
Sia < b,entoncesa +c¢c < b + c.
Sia < b, entonces ac << bc parac > 0.
Sia < b, entonces ac > bc parac < (.

r

Ve

7]
<
—
=
=
=
<
=

o
<
racaal]
=
=
==
=}
(S
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Formulas de geometria

Area A, circunferencia C, volumen V, 4rea superficial §

RECTANGULO PARALELOGRAMO TRAPEZOIDE
-
! b
1
A=lw, C=20+2w ASbh - A=3(a+b)h
(7] TRIANGULO RECTANGULO TRIANGULO TRIANGULO EQUILATERO
)
vy e c a i
= "
b =
= b
kil Teorema de Pitdgoras: 1
E e IR A=:—th, C=a+b+c
E cfRCULO ANILLO CIRCULAR
<g
e
E A=t C=2mr A=mR—-r? A:%rzﬁ‘,s:rﬂ
‘Q —
ELIPSE ELIPSOIDE ESFERA
kL.
= _4
A= gab V= 3 rabc

FMVI-2
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Formulas matematicas FM-3

; PARALELEP{PEDO
CILINDRO RECTO CILINDRO CIRCULAR RECTO RECTANGULAR
! i 2
iE S e 2
<> | ——p
V= Bh, B, dreade la base V=ar%h, §=2arh (lado lateral) V=1Iwh, §=2(hl+ lw+ hw)
CONO CONO CIRCULAR RECTO FRUSTO DE UN CONO

V=3Bh, B, dreadelabase ' V=%7rr2k, S=mr{r?+ 2 szfk("%"‘"l"zd”"%)

r

r

(7¢)
<
=
=
=
=
=
=
(%)
&
=]
=
: 5
o
NI
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Graficas y funciones
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Para encontrar intersecciones

Intersecciones y: sea x = 0 en la ecuacién y resolvemos
para y
Intersecciones x: sea y = 0 en la ecuacién y resolvemos
para x

Funcicnes de polinomios
) = ax T G et s,
donde # es un entero no negativo.
Funcién lineal
fx)=ax +b,a+0
La grafica de una funcién lineal es una recta.

Formas de ecuaciones de rectas:

Punto pendiente: y — xg = m(x — xp),
Pendiente ordenada al origen: y = mx + b,

donde m es la pendiente.
Funcidn cuadrética
fo=axr*+bx+c,a#0
La grafica de una funcidén cuadrética es una parédbola.
Vértice (A, k) de una parabola

Complete el cuadrado en x para f(x) = ax* + bx + ¢ para
obtener f(x) = a(x — h)* + k. De manera alterna, calcule

las coordenadas
= (_i))
( 2a’ £ 2al/

Funciones par e impar

Par: f(—x) = f(x); simetria de la grifica: el eje y
Impar: f(—x) = —f(x); simetria de la gréfica: el origen

FM-4

Transformaciones rigidas

La grificade y = f(x) parac > O:

y = f(x) + ¢, desplazada hacia arriba ¢ unidades

y = f(x) — ¢, desplazada hacia abajo ¢ unidades

v = f(x + ¢), desplazada hacia la izquierda ¢ unidades
vy = f(x — ¢), desplazada hacia la derecha ¢ unidades
y = f(—x), reflexién sobre el eje ¥

= —1(), reflexién sobre el eje x

Funcidn racional

pla) g b bax tidy

M= @ R R

donde p(x) y g(x) son funciones polinomiales.
Asintotas

Si las funciones polinomiales p(x) y g(x) no tienen ningin
factor en comiin, entonces la grifica de la funcion racional
L ax et ag Gy
T g(x)  byx"™ + -+ bix + by

tiene una

asintota vertical:
x =a cuando g(a) = 0,
asintota horizontal:
y =a,/b,, cuando n=m y y =0 cuando n < m,
| asintota oblicua:
y=ax+bcuandon = m + 1.

La gréfica no tiene una asintota horizontal cuando n > m.
Una asintota oblicua se encuentra mediante una divisién, ’

Funcion potencia
Jx) =

donde n es cualquier nimero real.
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o Revision de trigonometria
Definicion de seno y coseno de acuerdo Valores de seno y coseno para angulos especiales
con el circulo unitario
L
"} 1D Jon a9
~T™~ P(x, 3.4) 7 &z
f,/ / PO G ,.23,_W?w 7 The(ht
K — ,‘.é L I 4 4 \:
_{‘; Bdy . x=cosf 5= );’J 5?7.— z "a(%’ .
X\ // Lo/ g 336 5
e _ﬂ// 4 277[?(]1 0’
neid Aiim Uzj . (7,
i i< Bl Vi o 785, .50 =
Otras funciones trigonométricas ‘o 4m 3p Smd (L 1
1 1 2HLE A ( »
R e T &
Ean9:1=sen9! fg=%_cost e =
X cos@ y senf \<
e 1 g el o= Limites para las funciones seno y coseno E
x cos@’ e sen X
l=tsen =iy 1l =cosx=1 L
Formulas de conversion Periodicidad de las funciones trigonométricas E
1 grado = 1Té;()radianes sen(x + 2m) = senx, cos(x + 27) = cos x E
180 sec(x + 27) = secx, csc{x + 27) = csc x v
I radidn = == grados tan(x - 7) = tanx, cot(x + @) = cot x <
Deflmcl?[n de seno y coseno de acuerdo Identidades de cofuncién -
con el tridangulo recto
m =
o opu sen (E = JC) =COSTX m
o senf = ——
fip i Tl g Tokishagy) it Ne=)
e Fonu r £ 5k | SentE el
/"”"/Hﬂ/ T hip tan(E = x) = cot x

ady
/ ldentidades pitagéricas

- 0l - - j“
Otras funciones trigonométricas _ [ Sl u sy
opu ad ‘ P Y T ¢
tanB:E%, COta:o—i 1 + tan’x = sec®x ; ¥ \
: Y P 1+ cot’x =csc®x o | o gl ? i
i hi : T R /
sec B = —p, csc @ = = ldentidades parfimpar - -
ady opu e
Par Impar
Signos de seno y coseno cos(—x) = cos x sen(—x) = —senx
; sec(—x) = sec x csc(—x) = —csc x
YA o
e S tan(—x) = —tan x
I gy et e
/ cot(—x) = —cot x

fsen 6>0|sen 80"
/ cos §<0fcos 8>0 *

f
{
I
i
i

X

v osen 6<<0|sen §<0 /
cos 0<<0cos §>0 /

b v
11 S Y
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Formulas de suma Funciones trigonomeétricas inversas
sen(x; + x;) = sen x; cos x, + COs x; Sen x, y=sen 'xsiysélosi x =seny, —m/2=y=a7/2
o h sl e e
cos(x; + X,)r= COS X; COS X, — S€Nn X; SEN X, L e solosi x =cosy, O=y=m
=tan xsiysdlosi x =tany, -—-7/2<y<aq/2
tan x; + tan x, Y y + / ¥ /
tan(x; + x) = ——————— :
1 — tan'x; tan x, Ciclos para seno, coseno y tangente
Formulas de diferencia YA
sen(x; — X;) = Sen x; COS X, — COS X; SN X, Lr —
. .
CO8(X; — X3) = COS X; COS X3 + SEn X Sen x; \x\
/ | X ! e 1
tan x; — tan x : . ~
tan =SS ap deD el T 2 o
1 + tan x, tan x, 2 N2 /
— i
Formulas del angulo doble
sen 2x = 2 senx cos x a
cos 2x = cos’x — sen” x
YA Yk gl
1 H]
Férmulas alternas del angulo doble para coseno -1-3\ 4l | fi
o 2x =1 — 2sen’x -3 4 i
< cos 2x = 2 cos’x — 1 \”“,‘ : v b x —ifip-x
TN 7 TRt _Ef 7
A~ Firmulas del medio angulo como se usa en célculo 2 N R ?i,! ‘?
b ot
[ el sen’x = 1(1 — cos 2x) ! | :
\< 1“ 1 1
E cosix= 2(1 + cos 2x) coseno tangente
[T Leyes de los senos
e senazseﬂﬁisen?’
< a b c
E Leyes de los cosenos
72 a’ = b* + ¢ — 2bc cos a
:I b* = a® + ¢ — 2ac cos B
s | ¢ =a* + b* — 2ab cos y
I L
‘Q A
- I
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Funciones exponencial y logaritmica

LS

ldentidades adicionales

El nimero e Funciones hiperbolicas
e = 2.718281828459.., Ciim el et hie”
senhx =———— coshx=-—"—
A 2 2
Definiciones del nimero e
senh x cosh x
E 1V tanhx = —— cothx = —=
e = lim (1 + —) cosh x senh x
X—00 X
1 1
= 1/h = =
e flzlg(l}(l + h) sech x = csch x Ry
Funcion exponencial Funciones hiperhdlicas inversas como logaritmos (7]
JR=bb>0b+#1 senh™ x = In(x + Vx* + 1) S
s B N oy
Funcion exponencial natural gosi"x = lnfx + Vs Lox=1 :
7
) =¢* tanh 'x = %lnG J_ri) [l n \g
Funcién logaritmica oth L= lln(x + 1)‘ x| >1- Lt
&) =logsx i > 0 2 =1 -
donde y = log,x es equivalente a x = sech !x = ln(—l +_Vx1 = xz)’ 0 <=1 g
Funcion logaritmica natural e (l g = xz) i 07
fx) =log;x =Inx, x>0 e i T
donde y = In x es equivalente a x = ¢ Identidades par/impar 5’
Leyes de logaritmos Par Impar E
log,MN = log,M + log,N cosh(—x) = cosh x senh(—x) = —senh x =
o)
B

M
logb— = lOng = IOng
N cosh?x — senh?x = 1

logyM* = c log, M 1 — tanh®x = sech®x

* Propiedades de logaritmos coth®’x — 1 = csch®x
lopab =1, log,1 =0 senh(x; * x,) = senhx,cosh x, = cosh x, senh X5
log,b* = x, ploms = & cosh(x; * x,) = coshx; cosh x, * senhx; senh Xs

e Bl senh 2x = 2 senh x cosh x
mbio e a jase e

a e labase ba cosh 2x = cosh?x + senh? x
T = senh”x = 3(—1 + cosh 2x)

cosh *x = $(1 + cosh 2x)

FM-7
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Diferenciacion

Reglas il = 1 7 i Fach 1
17, 5 tanl=x = 188 colire =—
. - A dx 1+ dx L+ 2
i 00 L 7 T s e e e T
. ©odx 3 A/ sl Ay
2. Miltiplo constante: dicf(x) = ¢f'(x) R e
% Hiperbdélicas:
aas S /
3. Suma: —-[f(0) = g)] = f@2) T ') 21. de—senhx = cosh x 27 %coshx = senh x
d 2 !
2 4, Brodustosio srineia) ssftnsleriplaics 23. %tanh x = sech® x 24, % coth x = —csch® x
(BB Ccociene: 4 f& _ g)f'x) — fg'x) J
|= dx g(x) [g(x)]> 25, f—l,;sech x = —sech x tanh x
\< 5 d ) 1}
E 6. Cadena: af(g(x)) =0 f (g(x))g (x) 26. %csch x = —csch x coth x
I-LI gl i Pl n—1
E TR Hiperbdlicas inversas:
2 d n n— ! d T e 1 d = 4._“ 1
: E 8. Potencia: _-[g(x)]" = nlg()] lg'(x) 27. - senh Ly = T 28. —-cosh s T;
Q) Funciones 29. Leanh~'x = —1— , 30, Loothlx=——
<< ¥ g dx 1—x "7 dx el 5
e Trigonométricas: J 1
31, —sechlx= ———
g 9. %senx =.CO3 X 10. %ces X = —Senx o B N
. d 1
3. —eseh 'p=——+
\g 1l %tan x = sec’x 12, Ed;cotx e dx ; el
13. %sec x=secxtanx 14. —ddj—ccsc X = —cscxcotx Exponegsidles: .
: 33. %ex =e* 34, 0 b* = b*(In b)
Trigonométricas inversas: '
i s 1 d = 1 Logaritmicas:
15. —sepiipit A qguleaglx =F = 0 /
i hs% 4 V1 35 ilﬂh‘! - 36 ilog =
= dx x S ik x(In b)

yl fi
FM-8 % oo
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ol | - Formulas de integracion

Formas héasicas Fermas que implican \/;2;-?
L |udv=uw- N 5 Aol BT
J'“ S Jvdu 21. J' a2+u2du=% a2+u2+%ln|u+ e tu| @
n = n+1 -
2. J” du w+ Cn# -1 22! Juz Vat + i du = %(czt2 + 2OV + &2

du

4
3 J? Inju| + C 4. JE“du=e“+C —%ln|u+\/a2+u2\+c

i o

w
&

18.

w
@

19.

~ 20.

7¢]
S TR AR Jsenudu=—cosu+€ 23. J du=Va+u*—alh <L
=
+ 2 \/ ===
7. Jcosua’usenquC S [seczudu=tanu+c 24. J ) *du= +]“5”+V“+”‘+C IE
LY
9. Jcec udu = —cotu + C 25, J% Inju + Va® + | + C E
ad
> ; -
10. Jsec utan udu = secu + C 26. JJ\/%:%\/@H—M_%IH]&"}- Va+u?| +C g
a*+u
e 2
11. Jcsc ucotudu = —cscuF C 27 J\/——d;‘_—z = —élnlﬁa% g (7,
uVa +u <
2 2
12. Jtanudu = —Infcos u| + C 28. J i = L RCE C 5'
wVa + a*u
=
du u :
13. Jcotudulnsenu +C 29. J — = G
S @+ =
14. Jsec udu=Inlsec u + tan u| + C Formas que implican \/a* — u? =
2 :
J a 71,: du=E @ - +Lsen'L + ¢
15. |csc udu = Injcsc u — cot u| + C _ et 2 2
3. (®Vd — ddu= E(21',52 — az)m ?
16. =sen”'= + C —4- 8
il 4
Va' - u? +Zsen ' 4 ¢
J du 8 a

wHa

(9]
oy
—_—— — — —
=
[3=]
o
=
|
8 =
= N =
|
55 |
e I
NESLE
[#5]
9]
:3
+
(e
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FM-10 Formulas matematicas

___ dugsse s Sl e
36. Lﬁ\/m s a i

37. J (@ — P du = —E(zu2 ~5a)WNag —u
+ 3isen 120 e
: 8 a
du u
38. J = S (
(@ —wy* P2VF— @

Formas que implican \ #* — a*
39. [\/uzazdu=% ui—ta
2
= %lnlu s Veial @

40. th\/uz—.szzdr,;—Lé!(?duz—aj)\/ug—a2
4
' —%1n|u+ Vi2 — | +C
41. J = \/ul—az—acos_li-i-C
42. J —
+1n|u+ Vi — e+ 6 5
43. J' *1n\u+\/u—a|+C &
u? —a S
N\_,
44. J Mzkaz >
Vi - @2
2
+22"1n|u+\/u2—a2|+c
N
45.J e Ve
Vi — & au
e 7 E
46. J(ug az)gﬂ_ —az uz—ai’-JrC
Formas que implican a + bu
wdu it
. =—(a + bu — et +06@
47 Ja%—b"‘\ b(a bu — alnla + bul)
48. [” du ——[(a-l-bu) — 4a(a + bu)
+ 2a’In|a + bu|] + C
{ u
e Ju(a-%bu) |a+bu fuf
50. J Lw oy et
2(a-t—bua) auw  g*
51. J e R N
(a+ bu? Dba+bu) b T
e 1 a+ bu
= - — V(e
Ju(a + pup alat+bu) g :

54.

55.

56.

5.

58.

59.

60.

N

x
N

! o6l.

62.

63.

65.

66.

67.

68.

69.

'70

71.

w{&v.FreeLibros.me

53

2 2
J—M— . ( tbou——2 —2a1n;a+bu|)+c
(@+bu? b a + bu

J Va + bud sz (Bbu — 2a)a + bu)*? + C
J el e el
Va + bu 352
u i 5
——(8a* + 3b%* — dabw)Va + bu + C
Va + bu 151)3
Va+bu— Va
s ==00)
Ju a+bu ‘Va%—bu-!—\/_ 3
e R L
a+ bu J' du
S BT e 0 e N
J' U 7 A o i uVa + bu
]\/a+budu__Va+bu+gJ du
u? u 2 ) uvVa + bu
2(a + bu)"?
2 e
Ju Va + budu b@n + 3)
Bt 2?’[61 ]
_—b(Zn s B)J’u Va + bu du
J wdw  _ 2WNa Fbi " dna J u ! du
Va + bu b(2n + 1) b2n + 1) | Va + bu
J dus = - VG
W"Va+ bu a(n— Du"™!
‘b@n_g)J d
2a(n— 1) “Va+ bu

~ Formas trigonométricas

[senzudu = lu - lsen2u +C

1 4

1u+lsen2u+C

cos®u du = 2 1

tan*uduy =tanu —u + C
cofudu= —cotu —u+ C

sen® i du = ——(2 + sen’ u)cos u + C

tan’ u du = *tan u + Injcos u| + C
cot? u du = ——cot u — Injsenu| + C

1
sec®udu = —sec utan u + —lnlsec u-+tanul +C

]
|
|
J
|
J
|
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1 1 Formas trigonométricas inversas
72. Jcsc3u du = —50scucotu + Eln[csc Uy=cOt| Sha
: 90. Jsenludu=u senlu+ V1 —-w+C
73. Jsen”udu — —%sen”'l Webs w4 2 ljsen"‘zu du
91. J.cos“ludu =ucoslu— V1 -+
74. J’cos"ua’u = -]lgcos"" usenu + 22— 1Jcos”_2udu Y
92, Jtan_' wdu = utan 'y — F1n(l + W)+ C
n = n—1 e n—2
73: Jtan udu - Jtan u du o e A ®
93. |usen 'udu = 4 sen” i + T g (- FHE
76. Jcot”udu—n__llcot’”u— Jcot”_?udu o 2
94, J'ucos_ludu= u4 cos"u—u—4bt—+c
77. fsec” wdu = ——tanu sec" Cu + z - %Jsec”zudu 244
95, Jutanludu =4 5 tan 'y — % +C
oo N Cots ettt 0 2 csc" 2y du
= g =il " eap =] 1 +1 1
96. |u'sen” udu = sen” ' u
79 st 4 sen(a — bju  sen(a + bu s ntl
. | sen qu sen bu du = = 2@+ b) J "“du] ok 2
sen(a@a — b)u  sen(a + b)u 2 ()
80. |cos au cos budu = +4@ =
2(a — b) 2(a + b) noo =1 +1 -1
97. | u'cos™ udu = + cos " u =
81. |senau cés bu du = cos By, B = cosfa by + \<
' 2(a —b) 2a+ b) W du =
, h#F —1 L
82. Jusenuduzsenu—ucoqurC ==
98. Ju”tan‘udu—n_%l{"ﬂtan]u =L
83. [uc05udu—cosat—usenu+c "t g E
- J”—{i] n# -1 )
| <
84. [u" senudy = —u'cosu + m ] "' cos udu g
2 Formas exponenciales y logaritmicas —
85 Ju" cosudu = w'senu —n|u® ‘senudu 1 E
99. |ue™du = —z(au =lfett @ =
S N=)
“8‘6_. JSEH ieos u d“ n+m 100 au dl.{ =" izeau A 2JMH 1 i du m
, RN m
T sen” u cos" udu au
j -L T s 101. |e sen bu du = 5(a sen bu — b cos bu) + C
T: = =, _ Scit mey At
ey~
: 102. | e™cos.bu du = ?(a cos bu + b sen bu) + i
Tt : sen” u cos™ 2 u du 2
n+m ]

(s 5)-
& lesenau_a[ 4+2 e

e
I
o
J
<
s

: 104. = du =Injlnul +C
~k T au
8. Jl-i-senau_ atan(4 2)+C u‘n+1
105. ]nudu— 2[(nJrl_)lnw—l] + C
T au il
89, —i—fanl—k —=
1~ senau 4 2 W inty
106. i dy =20 K
2 ( au) m+ 1
+ =lInlsenl - — — | +C -
a2 4 2 - 5 =
—m_'_l{u In® wdw, m+* —1
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B FM-12  Formulas matematicas

et = et
107, |InGP +a>)du=uln(’ + a*) —2u+2a tan”! +C 21 Ju\/2au—u2du=m\/2auuz

J 6
a0 ain
108. Jl n|u’—d®|du=uln|u’ —a®|—2u +aln :tz +C + 5-cos ]( = )—!—C
=2 -
109-J de % _ Lyt pe 4 c 1, (M=, 2au—u2+acos_l(?-*a “)+c
a + be ia u a

Formas hiperbélicas 123.

|
|
124. JJL = cos’l(a%) tC
|
|

2au— u’ 2V 2au — i’ a=u
== 5 =SS G

110. Jsenh udu =coshu + C

111. Jcoshua’u=senhu+c o '

125. %: =N 2au—u2+a COS_l(aau)+C
112. [tanh wdu = In(cosh u) + C S s

126. Uidu - = o Do
113. Jcoth udu = In|senh u| + C TS o ;

Lol I(a — u) +C
J “(senhw) + C = S
114. |sech u du = tan ‘(senh u
du \2au — u?

127 \/72 = = duilC
115. [csch u du = Intanh} u| + C A

Algunas integrales definidas
116. Jsech2 udy =tanhu + C w2 .

128. J sen” x dx = J cos™ x dx

0 0
117. JCSChZLth = —cothu + C T [E8sas (21’.!““ 1)
:E TR =il OB

118. Jsech utanhudu = —sechu + C /2 w2

129. [ sen” " x dx = J cosZiil vy

o 0
119. Jcschucothudu——cschu—kc 42 4 0n S8 e
1-3-5. (2 + 1)

Formas gue implican \/2au — o

120, V= i du =50 aa =

2 e
+ icos_‘(a M) +C
2 a
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Unidad 4

Sucesiones y series

En esta unidad La experiencia cotidiana brinda un sentimiento intuitivo de la nocién de una sucesion.
Las palabras sucesion de eventos o sucesion de niimeros sugiere un arreglo en el que los eventos Eo
los nimeros n se establecen en algln orden: £, Ey, Es, ... 00y, 1, 1, . ..

Cualquier estudiante de mateméticas también esta familiarizado con el hecho de que

cualquier nimero real puede escribirse como un decimal. Por ejemplo, el nimero racional
1

5 = 0.333 ..., donde los misteriosos tres puntos (una elipsis) significan que los tres digitos se
repiten eternamente. Esto quiere decir que el decimal 0.333... es una suma infinita o la serie
infinita

3 3 3 3

70 " 700 " 7000 T 70000 T

En esta unidad observaremos que los conceptos de sucesion y serie infinita estan relaciona-
dos.

Competencias especificas

» l|dentificar series finitas e infinitas en distintos contextos.
» Determinar la convergencia de una serie infinita.

* Usar el teorema de Taylor para representar una funcién como una serie de
potencias y aplicarlo para calcular la integral de una funcion.

161
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4.1 Sucesiones

I Introduccion Siel dominio de una funcién fes el conjunto de enteros positivos, entonces los

elementos f(n) en el rango pueden arreglarse en un orden correspondiente a los valores crecien-
tes de n:

), H2E R D) ).

En la discusién que sigue s6lo se consideraran funciones cuyo dominio es el conjunto de ente-
ros positivos y cuyos elementos del rango son niimeros reales.

A]\Y[JXeB&M Funcion con los enteros positivos como dominio

Si n es un entero positivo, entonces los primeros elementos en el rango de la funcion
f(m) = (1 + 1/n)" son

=2 f@=3 O=2._ -

Una funcién cuyo dominio es el conjunto completo de enteros positivos recibe un nombre
especial.

Definicion 4.1.1 Sucesion

Algunos textos utilizan las pala- B | Una sucesi6én es una funcién cuyo dominio es el conjunto de enteros positivos.

bras sucesion infinita. Caando
el dominio de la funcion es un
subconjunto finito del conjunto
de los enteros positivos, obtene-
mos una sucesion finita. Todas
las sucesiones en esta unidad
serdn infinitas.

I Notacion y términos En lugar de la notacién de funcién usual f(), una sucesién suele deno-
tarse mediante {a,} o {a,};~,. El entero n algunas veces recibe el nombre de indice de a,,. Los tér-
minos de la sucesién se forman dejando que el indice » tome los valores 1, 2, 3, . . . ; el niimero g,
es el primer término, a, es el segundo término, y asi en lo sucesivo. El nimero a, se denomina el
término n-ésimo o el término general de la sucesién. De tal modo, {a,} es equivalente a

ay, o, A3y ..., dy, ... < numerosen el rango
e 4 n <« nimeros en el dominio

Por ejemplo, la sucesién definida en el ejemplo 1 serfa escrita {(1 + 1/n)"}.
En algunas circunstancias es conveniente tomar el primer término de una sucesién como dag
y la sucesién es entonces

g, Ay, Aoy A3 oo 5 Gy, ...

EETEEA Términos de una sucesion

Escriba los primeros cuatro términos de las sucesiones

1
a) {5} b) {n* + n) P
Solucién Al sustituir n = 1, 2, 3, 4 en el término general respectivo de cada sucesién, obtenemos
e
S — = =
QD 5316 b)E26. 12, 200 =l =l

I Sucesion convergente Para la sucesién del inciso a) del ejemplo 2, se ve que a medida que
el indice n se vuelve progresivamente mds grande, los valores a, = 7 No se incrementan sin limi-
te. En realidad, observamos que cuando n — 09, los términos

T e T s B T

se aproximan al valor limite 0. Se afirma que la sucesion {#] converge a 0. En contraste, los tér-
minos de las sucesiones en los incisos b) y ¢) no se aproximan a un valor limite cuando n — 0.
En general se tiene la siguiente definicion.
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Definicion 4.1.2 Sucesién convergente

Se dice que una sucesién {a,} converge a un nimero real L si para todo £ > 0 existe un
entero positivo A tal que

la, — L| < & siempre que n > N. (1)

El ndmero L se llama el limite de la sucesion.

Si una sucesién {a,} converge, entonces su limite L es tinico.

I Sucesion convergente Si {a,} es una sucesién convergente, (1) significa que los términos
a, pueden hacerse arbitrariamente cercanos a L para n suficientemente grande. Se indica que una
sucesion converge a un nimero L escribiendo

lima, = L.

T
Cuando {a,} no converge, esto es, cuando lim a, no existe, la sucesion diverge.

La FIGURA 4.1.1 ilustra varias maneras en las cuales una sucesién {a,} puede converger a un
nimero L. Las partes a), b), ¢) y d) de la figura 4.1.1 muestran que para cuatro sucesiones con-
vergentes diferentes {a,}, al menos un mimero finito de términos de a,, estin en el intervalo
(L — & L + g). Los términos de la sucesion {a,} que estén en (L — &, L + &) paran > N se
representan por medio de puntos en la figura.

a, A paran>Ntodaa, ag |
estien(L—e,L+g)

E+e L+e

L—e Li=&

ay | ap

FIGURA 4.1.1 Cuatro maneras en las que una sucesion puede converger a L

=15\ e Sucesion convergente

Use la definicion 4.1.2 para demostrar que la sucesién {1/V/n} converge a 0.
Solucion Intuitivamente, es posible ver a partir de los términos

1

1

1 1
]‘7 2 ’—1 b A
D NBI2IAE

que cuando el indice n aumenta sin limite los términos tienden al valor limite 0. Para probar la
convergencia, suponemos primero que £ > 0 estd dado. Puesto que los términos de la sucesién
son positivos, la desigualdad |a, — 0] < & es la misma que

1
— < g.
vn o

4.1 Sucesiones 163

+f Compare esta definicién con la
redaccion en la definicién del
limite de una funcidn.
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y

)=

fQ)=a;
f3)=as

L

e

EPESTE
FIGURA 4.1.2  Si f(x) — L cuando
x— 02, entonces f(n) = a,— L
cuando n — ©0

Esto es equivalente a \/n > 1/ 0 n > 1/¢°. En consecuencia, s6lo se necesita elegir N como el
primer entero positivo mayor o igual que 1/&°. Por ejemplo, si se elige &€ = 0.01, entonces
[1/vn — 0] = 1/Vn < 0.01 siempre que n > 10 000. Esto es, se elige N = 10 000. =

En la practica, para determinar si una sucesion {a,} converge o diverge, debemos trabajar
directamente con lim a,, y proceder igual que al examinar el lim f(x). Si a,, aumenta o disminu-
n—roo n—oo
ye sin limite cuando n — o, entonces {a,} es necesariamente divergente y escribimos, respec-
tivamente,

lima, = oo 0 lima, = —o0. (2)

n—o0 n—0o

En el primer caso en (2) afirmamos que {a,} diverge a infinito y en el segundo que {a,} diver-
ge a infinito negativo. Una sucesion tal vez diverja de manera distinta a la que se indica en (2).
El siguiente ejemplo ilustra dos sucesiones; cada una diverge de un modo diferente.

=) (Mol 8 Sucesiones divergentes

a) La sucesién {#* + n} diverge a infinito, ya que lim (n”> + n) = co.
H—00

b) La sucesion {(—1)"} es divergente puesto que h;m (—1)" no existe. El término general
) . ~—>00

de la sucesion no se aproxima a una constante cuando n — 00; como puede verse en el

inciso c) del ejemplo 2, el término (—1)" se alterna entre 1 y —1 cuando n — co. |

SN]SR Determinacion de la convergencia
3n(- 1)
ibeein ol |

Determine si la sucesién { } converge o diverge.

Solucion Al dividir el numerador y el denominador del término general entre # se obtiene

-

Bn(=1p 31y
nl\vHSIC | & rzl—>n01<31 - l/n

Aunque 3/(1 + 1/n) — 3 cuando n — oo, el limite anterior sigue sin existir. Debido al factor
(—1)", se observa que cuando n —» 00,

@;—>3, npac y a,—>—3, npimpar,

La sucesidn diverge. =

Una sucesidn, como aquella del inciso ) del ejemplo 4 y la del ejemplo 5, para la cual
lima,, = L v limas,+ = —L,
i o n—00

L # 0, se dice que diverge por oscilacién.
I Sucesion de constantes Una sucesion de constantes
i s

se escribe {c}. El sentido comiin indica que esta sucesién converge y que su limite es ¢. Vea la
figura 4.1.1d). Por ejemplo, la sucesién {m} converge a 7.

Al determinar el limite de una sucesién resulta muchas veces til sustituir la variable discre-
ta 7 por una variable continua x. Si una funcién es f tal que f(x) — L cuando x — 00 y el valor
de f en los enteros positivos, f(1), f(2), f(3), ..., concuerda con los términos a,, a,, @s, ... de
{a,}, esto es,

TElE=ire, f2) = a,, FG)N= dseess

entonces necesariamente la sucesién {a,} converge al nimero L. La validez de este resultado se
ilustra en la FIGURA 4.1.2,
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Teorema 4.1.1 Limite de una sucesién

Suponga que {a,} es una sucesién y fes una funcién tal que f(n) = a, paran = 1. Si

lim f(x) = L entonces lima, = L. 3)
X—00 n—0oo

]2\ GN Empleo de la regla de LU'Hdpital
Muestre que la sucesién {(n + 1)'/"} converge.

Solucién  Si definimos f(x) = (x + 1)'*, entonces reconocemos que limf(x) tiene la forma
n=—r0d

indeterminada o0” cuando x — oco. Por tanto, y utilizando Ia regla de L'Hopital, « Aplique la regla de L Hopital

1
. _lln(x+1).'_;',x+1_, RN
Jlimln fx) = lim— e s am U

Esto demuestra que ,}Lnolg In f(x) = ln[,!Lnch fx)] =0y que }Ln; f(x) =€ = 1. Por tanto, por (3)

1/n

tenemos lim (n + 1)/ =¢° = 1. La sucesién converge a 1. H
n—roo

HIFYJeByA Sucesion convergente

ndn + 1)(5n + 3)
6n’ + 2

Demuestre que la sucesion { } converge.

x(dx + 1)(5x + 3) & 20x% + 17x% + 3x

6 L2 6 + 2
indeterminada co/co. Por la regla de L’ Hopital,

Solucion  Sifix) = , entonces lirn f(x) tiene la forma

ddx + DGx +3) 20x° + 17x% + 3x
lim

m o]
2300 6x° + 2 =00 6x> + 2

no o 60x%+ 34x + 3

=i e
A=3o0 18x2

e 120x + 34
—oo  36x

L 120 _ 10
x—0 36 3

De (3) del teorema 4.1.1, la sucesion dada converge a l—f- [ |

[\ JKe: 8 Determinacion de convergencia

n
Determine si la sucesién §+/ ———— ¢ converge.
9 + 1 g

Solucién Se continda con la aplicacién de la regla de 1.’Hépital, se divide el numerador y el
denominador entre x y resulta que x/(9x + 1) — 3 cuando x — co. De tal modo, podemos escribir

1'\/ L =\/lim L= et
o\ 9n + 1 B D o e T

La sucesi6n converge a 3- |

I Propiedades Las siguientes propiedades de sucesiones son andlogas a las propiedades de
los limites de funciones.
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Teorema 4.1.2 Limite de una sucesién

Sean {a,} y {b,} sucesiones convergentes. Si limb, = L, y lima, = L,, entonces
n—ood n—oQ

i) lime¢ = ¢, c¢unndmero real
n—0oo

iiy Wmka, = klima, = kL,, kun nimero real
n—o0 n—oa

iif) HWm(a, + b,) = lima, + limb, = L; + I,
n—00 n—oo n—oc

IV) }l}ngoaubn = ,}Lrgan ’ nh_)ngobn o L[ 3 LZ

lima
n—00 % Ll

a
y) lim —

H—i'oobu = lin;}bn 7= L_zs LZ # 0.

=15\l R Determinacion de convergencia

il

R e T T
g 46_”} converge.

: : o )
Determine si la sucesidn {

Solucién Observeque 2 — 3e™" —2y 6 + 4e™" — 6 # 0 cuando n — 0. De acuerdo con el
teorema 4.1.2v), tenemos

Betbd)

06 +de™  Hm(6+4e™) 6 3

La sucesién converge a 3- [ ]

El primero de los siguientes dos teoremas debe ser verosimil de acuerdo con su conocimien-
to del comportamiento de la funcién exponencial. Recuerde que, para 0 < b < 1, b* — 0 cuan-
do x — ©0, en tanto que para b > 1, b* — 0o cuando x — 00,

Teorema 4.1.3  Sucesiones de la forma {r"}

Suponga que r es una constante distinta de cero. La sucesién {r"} converge a Osi [r| < 1y
diverge si |r| > 1.

Teorema 4.1.4  Sucesiones de la forma {1/}

La sucesion {n” converge a () para r cualquier nimero racional positivo.

)=\ KoM N Aplicaciones de los teoremas 4.1.3 y 4.1.4

a) La sucesién {e "} converge a 0 por el teorema 4.1.3, ya que e " = (é) y
r=1/e < 1.

==amly

ET[os

b) La sucesion {(%)n} diverge por el teorema 4.1.3, ya que r =

¢) La sucesién {%} converge a 0 por el teorema 4.1.2ii) y el teorema 4.1.4, ya que
T

5

r = 3 es un numero racional positivo. |

NS\ JHe kM Determinacion de convergencia

Del teorema 4.1.2iif) y el teorema 4.1.4 observamos que la sucesién { 1O ?/2} converge a 10. B
n
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I Sucesion definida recursivamente Como el siguiente ejemplo indica, una sucesién puede
definirse especificando el primer término ¢, junto con una regla para obtener los términos sub-
secuentes a partir de los términos precedentes. En este caso se dice que la sucesion esta defini-
da recursivamente. La regla de definicién se denomina formula de recursion. Vea los proble-
mas 59 y 60 en los ejercicios 4.1.

SHIS\Te B PR Una sucesion definida recursivamente

Suponga que una sucesién se define recursivamente mediante a, ., = 3a, + 4, donde a; = 2.
Sustituyendo entonces n =1, 2, 3, . . . se obtiene

el ndmero estd dado como 2

\)
a, =3a; +4=32)+4=10
a; = 3a, + 4 =3(10) + 4 = 34
ay=3a; +4 =334) +4 =106
y asf sucesivamente. =

¥ Teorema de compresion El siguiente teorema es el equivalente al teorema de compresién de
funciones.

Teorema 415 Teorema de compresion

Suponga que {a,}, {b,} v {c,} son sucesiones tales que
a, = ¢, = b,

para todos los valores de n mayores que algin indice N (esto es, n > N). Si {a,} v {b,} con-
vergen a un limite comin L, entonces {c,} también converge a L.

I Factorial Antes de presentar un ejemplo que ilustre el teorema 4.1.5 necesitamos revisar un
simbolo que aparece con frecuencia en esta unidad. Si n es un entero positivo, el simbolo n!, que
se lee “n factorial”, es el producto de los primeros 1 enteros positivos:

nli=11 <2~ 3= - (el Y, 4
Por ejemplo, 5! = 1-2-3 -4 -5 = 120. Una propiedad importante del factorial estd dada por
=(n—- 1.

Para ver esto, considere el caso cuando n = 6:
51

R
6l = 122: 304 5:6,= (1 -2- 34 -5)6 = 516,
Enunciada de una manera un poco diferente, la propiedad n! = (n — 1)!n es equivalente a
(n+ D! =nln+ 1), (3)

Un dltimo punto; por propositos de conveniencia y para asegurar que la féormulan! = (n — 1)In
es vilida cuando n = 1, se define 0! = 1

SN ER Determinacion de convergencia

n
Determine si la sucesién {n } converge.

Solucién  La convergencia o divergencia de la sucesién dada no es evidente ya que 2" — 00 y
n! — 00 cuando n — 0. Aun cuando la forma limite de lim (2”/n') es 00/c0 no es posible que
utilicemos la regla de L'Hopital puesto que no hemos estudiado ninguna funcién f(x) = x! Sin
embargo, podemos recurrir al teorema 4.1.5 manipulando algebraicamente el término general de
la sucesién. En vista de (4), el término general puede escribirse
n factores de 2 n fracciones
nl 1:2:3:4-m 0 1 3

(SRR

LSS
S [N

4.1 Sucesiones
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De la linea anterior se obtiene la desigualdad

n fracciones n—2 fracciones

/—A_——\ e
0<2u2222...2<212.%...2_2.2_”_2 6
S N iy Ga DR RpTig l oy tege 4 ©

Las n — 2 fracciones de 5 en el lado derecho de (6) resultan del hecho de que después del segun-
do factor en el producto de n fracciones, 3 es el denominador més pequefio que hace 2 més
grande que 2 mis grande que £, y asi sucesivamente hacia abajo hasta el iiltimo factor =, Por las
leyes de los exponentes (6) es lo mismo que

22 9z
S;!'Sa(s) B dn=a = by

donde se han identificado las sucesiones {a,} = {0}, {b,) = {3 ( ) } v {c,} = {2"/n!}. La

sucesion {a,} es una de ceros y por ello converge a 0. La sucesién {b,} = {2( ) } también con-

~ verge a () al invocar el teorema 4.1.2i1) y el teorema 4.1.3 con r = % < 1. De tal manera que por

El resultado ”1111_3; ;7 =0 B el teorema 4.1.5, {c,} = {2"/n!} también debe converger a 0. B
muestra que n! crece mucho
més rdpido que 2" cuando La sucesién en el ejemplo anterior también puede definirse recursivamente. Para n = 1,
n — 00, Por ejemplo, para n = a; = 2'/1! = 2. Entonces por (5) y las leyes de los exponentes,
10, 2'% = 1 024, en tanto que
10! = 3 628 800. esto es 4,
1
2n+1 2 Hon 7) 21:
Ayt = =

m+1)! +D-nl n+tl al
Asi, {2"/n!} es lo mismo que

2
ay+1 — mam a, = 2. (7)

Es posible usar la férmula de recursién (7) como un medio alterno de encontrar €l limite L de la
sucesién {2"/n!}. Puesto que se mostré que la sucesion es convergente tenemos lim a, = L. Este
n—oo

tiltimo enunciado es equivalente también a lim a,.,; = L. Haciendo que n — c0 en (7) y usando
. P - . . n—00
las propiedades de limites podemos escribir

2 o000 :
et }Lﬁ;z(n E 1> 9 (,}Lnson - 1) (Hn.) ®

En la dltima linea se ve que L = 0 - L, lo cual implica que el limite de la sucesién es L = 0.
El dltimo teorema para esta seccién es una consecuencia inmediata del teorema 4.1.5.

Teorema 4.1.6 Sucesién de valores absolutos

Si la sucesién {|a,|} converge a 0, entonces {a,} converge a 0.

DEMOSTRACION Por la definicién de valor absoluto, |a,| = a, si @, =0 y |a,| = —a, si
a, < 0. Se sigue que

_|an‘ == a, = lan{' (9)

Por suposicion, {|a,|} converge a 0 y por ello hmla,,\ = 0. De la desigualdad (9) y el teorema
4.1.5 se concluye que llm 0 a, = 0. Por tanto, {an} converge a(. :

=) [ JHe RS Empleo del teorema 4.1.6
—1)
La sucesion {( \/_) } converge a 0 puesto que ya se ha demostrado en el ejemplo 3 que la suce-
n

sién de valores absolutos {|(—1)*/Vn|} = {1/Vn} converge a 0. B
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“ DESARROLLE SU COMPETENCIA  |as respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-8.

= Fundamentos

En los problemas 1-10, liste los primeros cuatro términos de
la sucesién cuyo término general es a,,.

s | S
E S e
_ =Ly bl
3. a,= = 4.a,,—n+1
5. a,= 10" 6. a, = 107"
7. a, = 2n! 8. a, = (2n)!
RS SE 10— 5 0
=1k : k=1

En los problemas 11-14, emplee la definicién 4.1.2 para
demostrar que cada sucesién converge al nimero dado I..

11. {1}; L=0 12. {%} L=0
n n-
n = it Bl £
13 {n-l—l}’ =5l 14.{ o }, =il

En los problemas 15-46, determine si la sucesién dada con-
verge. Si la sucesion converge, entonces encuentre su limite.

10 1
15 §—— 16.
{ Vn + 1} {nyz}
1 4
- (e
5n=12 n
022 i)
21. {20(—1)"t"} 22 {(";’ }
n — 1 Tn
- { 2n } b {n2 % 1}
25. {ne™") 26. {ne™"}
Vin + I} { n }
Ay 28—
il { n Vi + 1
29. {cos n} 30. {sennm)

2 M} 7D

5“2} 4.

{
{
{
{

3.

37. {nsen (6)} 38.
n

el — en} 40

,_,(n+1)} 42. [10(n+1)/n}

39.

41.

dn + 1 ln n
s {u(2 1) s {22l
45. {Vn + 1 — Vn} 46. {(Vn(Vn +1 - Va)}

En los problemas 47-52, encuentre una férmula para el térmi-
no general a,, de la sucesion. Determine si la sucesion dada con-
verge. Si la sucesion converge, entonces encuentre su limite.

2468

47. T’§’§’ 7,

48. 1 +

bJ|>—‘
W] =
51—
e
U | s

+11,
37
49, 3,-5,7,-9,..
50. —2,2,-2,2,.
2212
gr o Do
1

2

2
81 2; 9’

1 1 1
L5420+ 8730 loh 489 " &

52.

En los problemas 53-56, para la sucesién dada definida recur-
sivamente, escriba los siguientes cuatro términos después del
(de los) término(s) inicial(es) indicado(s).

530y — s A= =l
54. ay =2a,— 1, a =2
aﬂ
Ll Ly :ﬁ’ a=1 a =3

56. a3 =20, = 3, 0 g =2, a =4

En los problemas 57 y 58, se sabe que la sucesion definida
recursivamente converge para un valor inicial dado a; => 0.
Suponga que uh—rnc;lo a, = L, y proceda como en (8) de esta sec-
cién para encontrar el limite L de la sucesién.

5 (7 | 58. a

s = L S
T 4“11 =t 6 L T 2(61” S (1”>

En los problemas 59 y 60, encuentre una férmula de recursién
que defina la sucesion dada.

-
60. BN FEE AN SE N3 A

En los problema 61-64, utilice el teorema de compresién para
establecer la convergencia de la sucesion dada.

sen’n 1
61. { T } 62. { 16+n_2}
Inn
. {n(n = 2)}

1
64. {n_n} {Sugerencia: a, = l(g S - E)}
n n\n n n n

65. Demuestre que para cualquier nimero real x, la sucesién
{(1 + x/n)"} converge a ¢".
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66. Se sabe que la sucesioén

1 1 1
{1+2+3+ +n hln}

converge a un nimero y llamado constante de Euler.
Calcule los primeros diez términos de la sucesion.

= Aplicaciones

67.

68.

69.

70.

71.

72.

Una pelota se deja caer desde una altura inicial de 15 pies
sobre una plancha de concreto. Cada vez que rebota,
alcanza una altura de 3 de su altura precedente. ;A qué
altura llegara en su tercer rebote? ;En su n-ésimo rebote?
Vea la FIGURA 4.1.3.

FIGURA 4.1.3 Rebote de
la pelota del problema 67

Una pelota, que cae desde una gran altura, recorre 16 pies
durante el primer segundo, 48 pies durante el segundo, 80
pies durante el tercero, y asi en lo sucesivo. ;Cudl es la
distancia recorrida por la pelota durante el sexto segundo?
Un paciente toma 15 mg de un firmaco cada dia. Su-
ponga que 80% del farmaco acumulado es excretado
cada dia por las funciones corporales. Escriba los prime-
ros seis términos de la sucesién {A,}, donde A,, es la can-
tidad de fdrmaco presente en el cuerpo del paciente inme-
diatamente después de la dosis n-ésima.

Se deposita un délar en una cuenta de ahorros que paga
una tasa de interés anual r. Si no se extrae dinero, ;cnéal
es la cantidad de dinero acumulado en la cuenta después
del primero, segundo y tercer afios?

Cada persona tiene dos padres. Determine cudntos tatata-
tarabuelos tiene cada persona.

La sucesion definida recursivamente

2

Px
D1 = 3pn I m! Po = 450

se (enomina ecuacion logistica discreta. Una sucesidn
de este tipo se utiliza a menudo para modelar una pobla-
¢ion p, en un ambiente; aqui pg es la poblacion inicial en
el ambiente. Determine la capacidad de transporte K =
}Ln}c p,, del ambiente. Calcule los siguientes nueve térmi-

nos de la sucesién y demuestre que estos términos osci-
lan alrededor de K.

= Piense en ello

73\

Considere la sucesion {a,} cuyos primeros cuatro térmi-
nos son

1 1

1t 1+l =
Db 24+

ok 1+

74.

76

www.FreeLibros.me

a) Con a; = |, encuentre una férmula de recursién que
defina a la sucesion.

b) ;Cudles son el quinto y el sexto términos de la suce-
sién?

c) Se sabe que la sucesién {a,} converge. Encuentre el
limite de la sucesion.

Conjeture respecto al limite de la sucesién convergente

V3, V3V3, V3V3IV3, ...

. Si converge la sucesion {a,}, ;diverge la sucesion {a2}?

Apoye su respuesta con argumentos matemdticos sélidos.
En la FIGURA 4.1.4 el cuadrado mds grande que se muestra
es de 1 unidad por lado. Un segundo cuadrado se cons-
truye dentro del primer cuadrado conectando los puntos
medios del primero. Un tercer cuadrado se construye
conectando los puntos medios de los lados del segundo
cuadrado, y asi en lo sucesivo.

a) Encuentre una férmula para el drea A, del n-ésimo
cuadrado inscrito.

b) Considere la sucesién {S,}, donde S, = A, + A,
+-- - +A,. Calcule los valores numéricos de los pri-
meros diez términos de esta sucesion.

¢) Conjeture acerca de la convergencia de {5, }.

FIGURA 4.1.4 Cuadrados
incrustados del problema 76

= Proyectos

77. Un clasico mateméatico Considere un tridngulo equil-

tero con lados de longitud 1 como se muestra en la FIGU-
RA 4.15a4). Como se muestra en la figura 4.1.5b), sobre
cada uno de los tres lados del tridngulo se construye otro
tridngulo equilitero con lados de longitud 3. Como se
sefiala en las figuras 4.1.5¢) y 4.1.5d), se continda esta
construccidn: se construyen tridngulos equildteros sobre
los lados de cada nuevo tridngulo previo de modo tal que
la longitud de los lados del nuevo tridngulo es 1 la longi-
tud de los lados del tridngulo anterior. Considere que !
perimetro de la primera figura es Py, el perimetro de 1z
segunda figura P,, y asi en lo sucesivo.

«) Encuentre los valores de Py, Py, Py y Py.

b) Encuentre la férmula para el perimetro P, de la
n-ésima figura.

(Cudl es el )}g& P,? El perimetro de la region similar
a un copo de nieve que se obtuvo dejando n —» 00 s2
llama curva del copo de nieve de Koch y fue inven-
tada en 1904 por el matemdtico sueco Helge vom
Koch (1870-1924). La curva de Koch aparece en Lz
teoria de fractales.

c)
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Distinga el patrén de la solucién de este problema y com-

plete la siguiente tabla.
1
Inicios Después de cada mes
[l et I T S B ) [ 1)
Parejas
) b) S bl e o SR ELE
1 L e
9 arejas
% S gl SE 1
Total de
e s e R e

c) d)
FIGURA 415 Regiones de copos de
nieve del problema 77

Ademads de
su famosa torre inclinada, la ciudad de Pisa, Italia, se

conoce también como el lugar natal de
Leonardo Pisano, alias Leonardo
Fibonacci (1170-1250). Fibonacci fue
el primero en Europa en introducir el
sistema de lugares decimales hindd-

79:

80.

Escriba cinco términos, después de los dos iniciales, de la
sucesion definida recursivamente por mediode F,,,; = F,,
+F,, Fy = 1, F; = 1. Reexamine el problema 78.

Razén durea Si la férmula de recursién del problema
79 se divide entre F,, entonces -
Fn+1 Fn+1

=1+
F.‘? 1 FJ'!

Si se define a, = F, . /F,. entonces la sucesion {a,} se
define recursivamente por medic de

drabe y el uso de los numerales ardbi-
gos. Su libro Liber Abacci, publicado
en 1202, es bdsicamente un texto acerca de cémo hacer
aritmética en este sistema decimal. Sin embargo, en
el capitulo 12 de Liber Abacci, Fibonacci plantea y
resuelve el siguiente problema sobre la reproduccion de
conejos:

1
gy =ltEse = =2
Ay
Se sabe que la sucesién {a,} converge en la razén durea
¢ = lima,.

n—oo

a) Encuentre ¢.

b) Escriba un pequeiio informe acerca del significado del
nimero ¢ que incluya la relacién entre este niimero y
la forma del caparazén de cdmaras miltiples del nau-
tilo. Vea la foto al inicio de esta unidad.

i Cudntos pares de conejos se reproducirdn en un aiio empe-
zando con un solo par, si cada mes cada par tiene un
nuevo par que se vuelve fértil a partir del segunedo mes en
adelante?

4.2 Sucesiones monotonas

I Introduccién En la seccién anterior se demostré que una sucesién {a,} convergia al deter-
minar lim a,. Sin embargo, no siempre es ficil o incluso posible determinar si una sucesién {a, )
n—oo
converge buscando el valor exacto de lf{n a,. Por ejemplo, ;la sucesion
n—»0oo

| 1 1
£y e R
{1+2+3+ +n lnn}

converge? Resulta que es posible demostrar que esta sucesién converge, pero no utilizando las
ideas bdsicas de la Gltima seccién. En esta seccion se considera un tipo especial de sucesidn cuya
convergencia puede establecerse sin determinar el valor de {a,)}.

Empezamos con una definicion.
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Definicion 4.2.1 Sucesién monétona

Una sucesion {a,} se dice que serd

i) creciente si a,., > a, para todan = 1,

ii) no decreciente si @, = a, para toda n = 1,
iii) decreciente si a,; < a, paratodan = 1,

iv) no creciente si @,,; = a, para toda n = 1.

Si una sucesién {a,} es de alguno de los tipos anteriores, se dice entonces que es mondétona.

En otras palabras, sucesiones del tipo

ay = gy = @yl ey S
al>a2>a3>”.>an>an+l>“'a

son crecientes y decrecientes, respectivamente. Mientras,

IA
IA

a. =

ay = ay = ag 0=y =

G Z =43 = Z 4, T dyyy T,

son sucesiones no decrecientes y no crecientes, respectivamente. Las nociones de no decrecien-
le y no creciente permiten que algunos términos adyacentes en una sucesién resulten iguales.

mf}némna/no mondtona

a) Las tres sucesiones

4. 6,8, 10 ... i 35 444, 8373378

g lifd,
AR

son mondtonas. Estas son, respectivamente, creciente, decreciente y no creciente.
. . 1 -
b) Lasucesién — 1,3, —35. 1. —%, ... esno monGtona. &

51

No siempre resulta evidente si una sucesion es creciente, decreciente, y asi en lo sucesivo.
Las siguientes guias ilustran algunas de las maneras en que puede demostrarse la monotonia.

Guias para demostrar la monotonia

i) Formar una funcién f(x) tal que f(n) = a,. Sif(x) > 0, entonces { a,,} es cre-
ciente. Sif'(x) < 0, entonces {a,} es decreciente.

it) Formar el cociente a,,.,/a, donde a, > 0 para toda n. Si a,,/a, > 1 para toda
n, entonces {a,} es creciente. Si a,,,/a, < 1 para toda n, entonces { an} es:
decreciente, :

iii) Formar la diferencia a,,., — a,. Si a,,; — a, > 0 para toda n,"emonces {a,} es
creciente. Si a,+; — a, < 0 para toda n, entonces {a,} es decreciente,

A3\ [l 8 Una sucesion monotona

n
Demuestre que {é’ } €s una sucesion monétona.

Selucién  Si se define f(x) = x/e", entonces f(n) = a,. En este caso,

I

<0

i) =
parax > 1 implica que f'es decreciente sobre [ 1, ©0). De ese modo se concluye que

fot 1) = a4y < fln) =

Por la definicién 4.2.1, 1a sucesién dada es decreciente.
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Solucién alterna Del cociente

a,. .
Gt opbd o d o n ¥l 1 01 Lo by

a, &l on ne e ne e e e
vemos que d,.; < a, para toda n > 1. Esto demuestra que la sucesion es decreciente. i
AV [Me M8 Una sucesidn mondtona
La sucesién s o§ 27 arece ser creciente. De

s >3 45 P ciente.
+3  Zn+
anﬁ_an:Qn _ i 1 =0

e e e i)

se concluye que @, = @, para toda n = 1. Eso demuestra que la sucesién es creciente. |

Definicion 4.2.2 Sucesién acotada

i) Una sucesién {a,} se dice que estd acotada por arriba si hay un nimero positivo M
tal que a, = M para toda n.

ii) Una sucesién {a,} se dice que estd acotada por abajo si hay un nimero positivo m
tal que a, = m para toda n.

iti) Una sucesion {a,} se dice que estd acotada si estd acotada por arriba y acotada por abajo.

Desde luego, si una sucesién {a,} no estd acotada, entonces se afirma que es no acotada.

Una sucesién no acotada es divergente. La sucesién de Fibonacci (vea los problemas 78 y 79 en
los ejercicios 4.1)

1505 2,:3:5,8, 13, 21

es no decreciente y es un gjemplo de una sucesién no acotada.

La sucesion 1,3,%.5 ... en el ejemplo 1 es acotada puesto que 0 = a, = 1 para toda n.
Cualquier nimero mds pequefio que una cota inferior m de una sucesién también es una cota
inferior y cualquier nimero mayor que una cota superior M es una cota superior; en otras pala-
bras, los nimeros m y M en la definicién 4.2.2 no son tnicos. Para la sucesion 1,354 ... es
igualmente cierto que —2 =< @, = 2 paratoda n = 1.

EEEA Una sucesion acotada

La sucesid 2ol
sion § —

} estd acotada por arriba por 2, ya que la desigualdad

2n+1<2n+2 2n + 1)

n+1 el =2
muestra que ¢, = 2 para n = 1. Ademds,
2n + 1
el
a, = 1_0

para n = 1 muestra que la sucesi6n estd acotada por abajo por 0. De tal modo, 0<aqa,=<2para 4

toda n implica que la sucesi6n estd acotada. [ |

El siguiente resultado serd (til en las secciones subsecuentes de esta unidad.

Teorema 421 Condicion suficiente para la convergencia

Una sucesién mondtona acotada {a, } converge.

4.7 Sucesiones mondtonas

En realidad, del ejemplo 3

173

advertimos que los términos de
la sucesion estdn acotados por
abajo por el primer término de

la sucesién.
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DEMOSTRACION Demostraremos el teorema en el caso de una sucesién no decreciente. Por
suposicidn, {a,} estd acotada y por ello m = a, = M para toda n. A su vez, esto significa que €l

conjunto infinito de términos S = {ay, @5, aa, ..., a,. ...} estd acotado por arriba y por tanto tiene
La existencia de una cota supe- P una cota superior minima o mds pequefia L. La sucesién en realidad converge a L. Parae > 0
rior minima, esto es, una cota sabemos que L — & << L, y consecuentemente L — & no es una cota superior de S (no hay cotas

Superior que es mas pequeiia
que todas las demads cotas supe-
riores de la sucesion, es uno de

superiores mas pequefias que la cota superior minima). En consecuencia, existe un entero posi-
tivo N tal que ay > L — &. Pero, puesto que {a,} es no decreciente,

l9s axiomfis bdsicos en matema- L—e=<ayv=ayy =aym<ayp=--=L+ &

ticas. Recibe el nombre de pro-

piedad de completitud del sis-  Se concluye que paran > N,L — e = q, = L + go0la, — L| < . De la definicién 4.1.2 deter-

tema de niimeros reales. minamos que lima, = L. |
n—od

=]\ Ko Acotaday mondtona

Se demostré que la sucesién {2:%11} es mondtona (ejemplo 3) y acotada (ejemplo 4). Por

consiguiente, por el teorema 4.2.1 la sucesion es convergente. B

A5\ Ko}l Determinacion de convergencia

. A s (Oneel])
Demuestre que la sucesién 7267 9D converge.

Solucién Primero, el cociente
(= lba S bl P BT s il 2o on = @nE e

= - = <
a, 2:4-6---(2n)(2n + 2) I=araveeln—[)s S0ns 0 :
muestra que a,+; < a, para toda n. La sucesion es mondtona puesto que es decreciente. Luego,
de la desigualdad
P85S 2n—1l i

¢ Por qué el producto B 0< 2.4.-6 ( 2 )=%'%'%-%”'2n2 1<1
Bt s el -
2.4 6 8 n = se observa que la sucesion estd acotada. Se concluye del teorema 4.2.1 que la sucesidn es con-
menor que 17 vergente. .

El teorema 4.2.1 es 1til para probar que la sucesion {a,} converge, esto es, lima, =L, pero
. i - = = ” & n—oc 7
el teorema no brinda el nimero especifico L. Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra como
determinar L cuando la sucesién se define recursivamente.

S\ [KeBA Determinacion de convergencia

sy . 2 sz 1
Demuestre que la sucesién {a,} definida por la férmula de recursién a,.; = za, + 6,a; = 1,

converge.
Esto puede probarse utilizando B Sglucién Primero, la sucesién {a, ]} estd acotada. Puede demostrarse que a,, < 8, para toda n.
un método llamado induccion Este hecho se sugiere al calcular a, paran = 1,2, 3, ...
matemdtica.
1 1 25
a=—a +6=-(1)+6=="=625<38
24 4 1 4( ) 4

as—%a2+6—i(f)+6=%—7.5625<8
e
4

a3+61(121>+6=%:7.890625<8

4\ 16
Como a, > 0 para toda n, se tiene que 0 < a,, < 8 para toda n. De tal modo, {a,} estd acotada.
Luego, demostraremos que la sucesién {a,} es mondtona. Debido a que @, < 8 necesaria-

mente 2a, < -8 = 6. Por tanto, de la férmula de recursi6n,
1 1 3
Ap+1 = Zan hAbe> Zan it Za

Esto demuestra que a,.; > a, para toda n, y por ello la sucesidn es creciente.

n = dy-
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Como {a,} es acotada y monétona, se sigue del teorema 4.2.1 que la sucesién converge.

Puesto que debemos tener iima,l =Ly 31_{1310 a,4+1 = L, el limite de la sucesidn se determina a
partir de la férmula de recursion;

lima,.,; = h’m(%a,, S 6)

n—o0 n—0C0
Ii el 11 +6
ngl;loa”+l 4 nl_{glcan
1|
Lis o Lhi6.
7 6
Al resolver la tltima ecuacién para L encontramos que 3L = 6 o L = 8. |

2 NOTAS DESDE EL AULA

i) Toda sucesi6n convergente {a,} estd necesariamente acotada. Vea el problema 31 en los
ejercicios 4.2. No obstante, no se concluye que toda sucesién acotada es convergente. Se
le pedird que dé un ejemplo que ilustre este dltimo enunciado en el problema 30 de los
ejercicios 4.2.

it) Algunas sucesiones {a,} no exhiben comportamiento monétono hasta algiin punto en la
sucesion, esto es, hasta que el indice satisface n = N, donde N es algiin entero positivo.
Por ejemplo, los términos de la sucesién {5%/n!} paran = 1,2, 3,4, 5, 6, ... son;

ot Erl e 5

Para observar mejor lo que estd ocurriendo en (1), se aproximarén los términos utilizan-
do niimeros redondeados hasta dos decimales:

S, 1255, 2083 7604 0604 21 70, 2)

En (2) vemos que los primeros cuatro términos de {5"/n!} aumentan de manera eviden-
te, pero empezando con el cuarto término los términos parecen empezar a no crecer. Esto
se prueba a partir de la versién definida recursivamente de la sucesién. Procediendo
como se hizo al obtener la férmula de recurrencia en (7) en la seccién 4.1, {5"/n!} es la

. 5
misma que @,-; = P R 5. Puesto que S

4,41 = a, esto es, {5"/n!} es no creciente sélo paran = 4. De la misma manera, es facil
demostrar que {100"/n!} se vuelve a la larga no creciente sélo cuando r = 99. Tomando
el limite de la férmula de recursién como n — 09, como en el ejemplo 7, es posible
demostrar que tanto {5"/n!} como {100"/n!} convergen a 0.

= | para n = 4 observamos que

DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-9.

En los problemas 1-12, determine si la sucesidén dada es 1t
monotgna. Si es asi, 1.nd1que si es creciente, decreciente 0 no 12 Gen Bisenibsgsn ] 12 1 nok 2
decreciente o no creciente. i |
i n } 5 {10 + n}
"3+ 1 ; n En los problemas 13-24, utilice el teorema 4.2.1 para demos-
3. {(=1)"Vn} 4. {(n — Dn - 2)) trar que la sucesion dada converge.
n n 4n — 1 6 — 4n?
e e
% {;} = {E} G {Sn = 2} 1 { 1+ n? }

. )

b5

——
(o]
~~

s
=&
T
==

3z =
15. {1 £ 3,1} 16. {n57"}
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17. {'")
19.

21.

23
24

{ n!
1 +3:5:-(2n=1)

1

2 ”n
24 6=(2n) }

2k {1'3-5---(2n+1)

2 55 In(n + 3)
{tan"'n} W e

(08 (D8 D,
AN NOE VNV

En los problemas 25 y 26, use el teorema 4.2.1 para demos-
trar que la sucesion definida recursivamente converge. En-
cuentre el limite de la sucesion.

35 gt B =1 D6 G~ )

27

28.

29

n+l 2
. Exprese

N, NN AN

como una sucesién {a,} definida recursivamente. Utilice
el hecho de que la sucesion estd acotada, 0 < a, <7
para toda n, para demostrar que {a,} es creciente. En-
cuentre el limite de la sucesion.

Recurra al teorema 4.2.1 para demostrar que la sucesién
definida recursivamente

1
a,11 _(1 _"E)am ay :2,(12: 1,.’122
n

es acotada y mondtona y en consecuencia converge.
Explique por qué la formula de recursién no es de ayuda
para determinar el limite de la sucesion.

Aplicaciones

. Ciertos estudios en administracién pesquera argumentan
que el tamafio de una poblacién de peces no perturbada
cambia de un afio al siguiente de acuerdo con la férmula

bp,
a tpy

=

Pn+1 = 09

donde p, > 0 es la poblacién después de n afios, yay b
son pardmetros positivos que dependen de las especies y
de su ambiente. Suponga que el tamafio de una poblacién
Py se introduce en el afio 0.

4.3 Series

www.FreeLibros.me

a) Emplee la férmula de recursion para demostrar que
los tnicos valores limite posibles para la sucesion
{plsonQ0yb —a.

b) Demuestre que p,+; < (b/a)p,.

¢) Utilice el resultado del inciso b) para demostrar que
si @ > b, entonces la poblacién muere; esto es,
lim p, = 0.

n—>00

d) Suponga ahoraa << b. Demuestre que si0<py<b — a,
entonces la sucesién {p,} es creciente y estd acotada
por arriba por b — a. Demuestre que si 0 <b—a <p,,
entonces la sucesién {p,} es decreciente y acotada por
abajo por b — a. Concluya que ,}l‘?}c P, = b — a para
cualquier py > 0. [Sugerencia: Examine |b — a — p,1|,
la cual es la distancia entre p,., ¥ |p — a|.]

= Piense en ello

30.

31.

32.

330

b | =

Proporcione un ejemplo de una sucesion acotada que no
es convergente.

Demuestre que toda sucesién convergente {a,} estd aco-
tada. [Sugerencia: Puesto que {a,} es convergente, se
sigue de la definicidn 4.1.2 que existe una N tal que
la, — L| < 1 siempre que n > N.]

Demuestre que {J”fe_’zdt} converge. [Sugerencia: Para
=

Un clasico matematico Demuestre que la sucesion

1 1 1
{1+2+3+---+n lnn}

es acotada y mondtona, y, en consecuencia, convergente.
Fl limite de la sucesién se denota por medio de y y se
llama constante de Euler en honor al notable matemdti-
co suizo Leonhard Euler (1707-1783). Del problema 66
del ejercicio 4.1, y = 0.5772 . . . [Sugerencia: Primero
demuestre la desigualdad

1 1 el 1

R—1+; <'1Hn< 1+§+§+“'+

4ot

0 | —

=

considerando el 4rea bajo la grafica de y =
intervalo [1, n].]

1/x sobre el

I Introduccion El concepto de una serie se relaciona estrechamente con el concepto de suce-

sion. Si {a,} es la sucesién ay, as, as, ..

g+ as st a, e

., a, ..., entonces la suma de los términos

(L

se llama serie infinita, o simplemente una serie. Las a,, k = 1,2,3, ..., se denominan los tér-
minos de la serie y a, se llama el término general. Escribimos (1) de manera compacta utili-
zando la notacion de sumatoria como

o0
Z ay 0 por conveniencia
k=1

Yo
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La pregunta que deseamos responder en ésta y en varias de las secciones siguientes es:

* ;Cudndo una serie infinita de constantes “suma” un nimero?

A\ [ZHe BB Una serie infinita

En los comentarios de inicio de esta unidad se advirtié que la representacion decimal de un
numero racional % es, de hecho, una serie infinita

3 3 3 203
0333-c=— +— 4+ " f =D T
10400 1028 <1067 2110*'

s : TR
De manera intuitiva, esperamos que § sea la suma de la serie 3,_ T Sin embargo, de
manera intuitiva, esperamos que una serie infinita tal como .
100 + I 000 + 10 000 + 100 000 + ---

donde los términos se vuelven mds y mds grandes, no tenga suma. En otras palabras, no se espe-
ra que la serie dltima “sume” o converja a un ndmero cualquiera. El concepto de convergencia
de una serie infinita se define en términos de la convergencia de un tipo especial de sucesién.

I Sucesion de sumas parciales Asociada con toda serie finita > a,, existe una sucesién de
sumas parciales {5,} cuyos términos estdn definidos por

S[:al

SZZG]+CI2
S3:a|+a2+a3

n

S, =a ta+ta+--+a

El término general §, = a; + a, + --- + a, = Ezzﬁa;{ de esta sucesion se denomina la suma
parcial n-ésima de la serie.

ALY e ®-® na serie infinita

ae : 4 nadt D
La sucesién de sumas parciales {S,,} para la serie >, _ ,1— es

OR
Sl:—l%:O.B
52:%+%=0.33
SB=%+132+%:0.333
3n
S,= 2+ 132+1i03+"'+ 13,,:0.@

En el ejemplo 2, cuando n es muy grande, S, dard una buena aproximacién a 3, de modo que
parece razonable escribir

Esto lleva a la siguiente definicién.

4.3 Series

177
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Definicion 4.3.1 Serie convercente

La serie infinita X774, se dice que es convergente si su sucesién de sumas parciales
{8,} = {Zi-1a} converge; esto es,

n
S y—ln > a8
n—oo ”%mk: 1

El namero § se dice que es la suma de la serie. Si hm S,, no existe, entonces se dice que la
serie es divergente.

SV JMeREN Empleo de la sucesién de sumas parciales

1
Demuestre que la serie e
a 2, & + 4)k + 5)

€s convergente.

Selucién Por fracciones parciales el término general a, de la serie puede escribirse como

1 1

P e R

a, —

De tal modo, la suma parcial n-ésima de la serie es

— LK L 1 L S e s Tl IS el
&1[5 6]'F{6 7}'%[7 8}+- +{n%3 n-+4J_+[n-F4 n%S}

0
pdeedlidely il | FYE A i | gt
SR h s At S aEn aaat o e
gl et SR
"5 mt+S5

De la iltima linea observamos que lim 1/(n + 5) = 0, y por ello

n—00 n—od A 3

1 | e g (100
th_th J_S 0—5.
En consecuencia, la serie converge y se escribe

& |
E(k {k*i) e "

k=1

I Serie telescopica Debido a la manera en la cual el término general de la sucesion de sumas
parciales “colapsa” hasta dos términos, la serie en el ejemplo 3 se dice que es una serie telescé-
pica. Vea los problemas 11-14 en los ejercicios 4.3.

I Serie geométrica Otro tipo de serie que puede probarse como convergente o divergente a
partir directamente de su sucesién de sumas parciales tiene la forma

Mg

a+artartr+ - +a M+ .= ark 2)

k

donde a # 0y r son niimeros reales fijos. Una serie de la forma (2) se llama serie geométrica.
Advierta en (2) que cada término después del primero se obtiene al multiplicar el término pre-
cedente por r. El niimero r se denomina la razén comin y, como se ve en el siguiente teorema,
su magnitud determina si una serie geométrica converge o diverge.
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Teorema 4.3.1 Suma de una serie geométrica

i) Si |r| < I, entonces una serie geométrica converge y su suma es

(23]
Eark*1 =

k=1 f=t

, aF 0.

if) Si|r| = 1, entonces una serie geométrica diverge.

DEMOSTRACION La prueba del teorema 4.3.1 se dard en dos partes. En cada parte se supone
que a + 0.
Empezaremos con el caso en que || = 1. Para r = 1, la serie es

o8]
Ea:a+a+a+---
k=1

na
e

y por ello la suma parcial n-ésima S, = a + a + -+ + a es simplemente S, = na. En este caso,
lim §,, = a - limn = co. De tal modo, la serie diverge. Para r = —1, la serie es

n—oo n—00

ia(—l)"“ =a+(-a) ta+(—a)+
k=1

y por ello la sucesidn de sumas parciales es
SI,SE,S3,S4,S_-;_,56,... (0] a,O,a,O,a,O,...,

la cual es divergente,
* Considere ahora el caso |r| # 1, el cual significa que |r| < 1 o|r] > 1. Considere el término
general de la sucesién de sumas parciales de (2):

S, =a+ar+a’+ - +a"\. (3)
Multiplicando ambos lados de (3) por r, se obtiene
rS,=ar+ar +ar + - +ar". “4)
Después se resta (4) de (3) y se resuelve para S,;:
S o= d e art
(1 = 1S, =a(l —

G 5
T I*I”F - ()

Ahora, de acuerdo con el teorema 4.1.3 sabemos que m#" =0 para |r| < I. En consecuencia,
=00

all =1 a
lim S, = lim = o |7l =< L.
n—00 n—o 1 —r =
Si|r[> 1, entonces lim r" no existe y por ello el limite de (5) tampoco existe. £

2LV Serie geométrica

a) En la serie geométrica

e = 1
=] =l-s+-—=+ -
g{( 3) SS9 2T
se identifica @ = 1 y la razén comtn r = —3. Puesto que |r| = |—3| = 3 < 1, la serie
converge. Del teorema 4.3.1, la suma de la serie es entonces

3

4.3 Series
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1

Bs

del ejemplo 6

Foto estroboscdpica de una pelota
de basquetbol rebotando

l B(ﬁs)\/\

FIGURA 43.1 Pelota que rebota

b) Larazdén comin en la serie geométrica

sl 15, 45 , 135
25(2) gt et S e

k=1

es r = 5. La serie diverge debidoar =3 > . B

Todo niimero racional p/g, donde p y ¢ # 0 son enteros, se puede expresar como un deci-

! : : : e o
mal interrumpido o como un decimal repetido. De tal modo, la serie 3, 107 e}

converge puesto que es una serie geométrica con r = %0 < 1.Cona = % encontramos

S

=

el

e
10

En general:

e Todo decimal repetido es una serie geométrica convergente.

EJEMPLO 5 B\GEI GGG

Exprese el decimal repetido 0.121212 . . . como un cociente de enteros.

Solucién  Se escribe primero el niimero dado como una serie geométrica

12 12 12
0121212... =05 * To000 * Too0000 *
il ool
10 16*= 108
y se hacen las identificaciones a = % V= l*(l)— = ﬁ Por el teorema 4.3.1, la serie converge
pues r = 155 < 1y su suma es
12 12
~ W0 O g
0.121212... = 1 ,L—ﬂ 90 — 33 |
100 100

1= Xe BN Observacion de una pelota que rehota

Si una pelota se deja caer desde una altura de s pies sobre el suelo, entonces el tiempo  que tarda
en llegar al suelo se relaciona con s por medio de s = 3 g¢” En otras palabras, la pelota
tarda t = V2s/g s para llegar al suelo. Suponga que la pelota rebota siempre hasta cierta frac-
cién fija 5(0 << B < 1) de su altura previa. Encuentre una férmula para el tiempo T que la pelo-
ta tarda en llegar al reposo. Vea la FIGURA 4.3.1.

Solucion  El tiempo para caer desde una altura de s pies hasta el suelo es: V2s/g; el tiempo
para ascender Bs pies y después caer Ss pies hasta el suelo es: 2v2s/g; el tiempo para ascen-
der B(Bs) pies y después caer 3(Bs) pies hasta el suelo es 2‘\/2,82T/g; y asi sucesivamente. De
esta manera, el tiempo total 7" estd dado por la serie infinita

= V2s/g + 2V2Bs/g + 2NV 2B%/g + -+ 2V2B%s]g + -
- ViR | 1+ 23 (vBY]

Como 0 < B < 1, la serie E:O:](\/E)k es una serie geométrica convergente con a =\ y
r="/B. En consecuencia, de acuerdo con el teorema 4.3.1,

bevy iR Lo o) o
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I Serie arménica Una de las series més famosas es también un ejemplo de una serie divergen-

te. La serie armoénica es la suma de los reciprocos de los enteros positivos: o Recordar esta serie. Serd de

i 1 1 % | mucha importancia en las sec-
e e Z = (6)  ciones subsecuentes de esta
2 s n il unidad.

El término general de la sucesién de las sumas parciales para (6) estd dado por

b el aal o or il S
S bl e

De tal modo, S2”:1+%+%+---+%+n41_1+n_}_2+~-+ﬁ
— i 1l L
—S”+n+1+n+2+ +2n

1 1 1 1 1

= == e e e o NE € =

S”+2n+2n 2n da e 2n S"+2'

AP 1
n términos de —
2n

i 1o s = . . i
La desigualdad §,, = S, + ; implica que la sucesién de sumas parciales para la serie arménica
no estd acotada. Para ver lo anterior, observe que

52251+%:1+%=%
S4ESZ+%2%+%:2
ngs4+%zz+%=%
Sz S+y=3+2=3

y asi sucesivamente. En consecuencia, se concluye que la serie arménica es divergente.

I Una consecuencia de convergencia Sia, y S, son los términos generales de una serie y la
sucesion correspondiente de sumas parciales, respectivamente, entonces de la resta

Su 5 Sn*l = ((11 =t ay o) Ay s an) = (al o ay ATty an—l) = q,

vemos que &, = S, — S,_;. En este caso, si la serie X a, converge a un nimero S, se tiene que
limS,, =Sy limS,_; = S. Esto implica que
R—00 n=—>00

lima, = lim (S, — S,.) =8S—8=0.
n—00 n—0o0

Hemos establecido el signiente teorema.

Teorema 4.3.2 Condicién necesaria para convergencia

. & ee] -
Si la serie X, a, converge, entonces lima, = 0.
R—0CO

B Prueba para una serie divergente El teorema 4.3.2 establece simplemente que si una serie
infinita converge, es necesario que el término n-€simo, o general, tienda a cero. De modo equi-
valente, se concluye:

Si el n-ésimo término a, de una serie infinita no tiende a cero cuando n — oo, entonces
la serie no converge. -

Formalizamos este resultado como una prueba para la divergencia.
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Teorema 4.3.3 Prueba del término n-€simo para divergencia

. - . (e.9] .
Si lima, # 0, entonces la serie X, a; diverge.
n—oo

El teorema 4.3.3 corrobora de inmediato la parte i7) de la prueba del teorema 4.3.1, a saber,

. P oo o - .
una serie geométrica X, ,ar*™', a # 0, diverge cuando r = *1. Por ejemplo, cuando r = 1,
limar™ ! = lima # 0.

n—soo n—oc

]SV Ry R Serie divergente

a) Considere la serie 2 it 1. De
=1

<~ 5t + 3
1
4__
el 0= L=
n—>0Q n—00 5?’1 + 3 n—o0 + é 5

se concluye del teorema 4.3.3 que la serie diverge.
b) Considere la serie

Bt i e e
k=1

Puesto que ]LHJC a, = lim (—1)""! no existe, es posible afirmar que limaq, # 0.
i o} n—00 n—0a
¢La serie diverge por el teorema 4.3.37 &

En este momento se le recomienda leer (y recordar) iii) de las Notas desde el aula. Se enun-
cian los siguientes tres teoremas sin demostracion.

Teorema 4.3.4 Miltiplo constante de una serie

Si ¢ es cualquier constante distinta de cero, entonces las series X, - @ Y >, ca; convergen
ambas o divergen ambas,

Teorema 4.3.5 Suma de dos series convergentes

2 o0 {s.5} .
Si X1, ¥ 2i= by convergen a S, y S, respectivamente, entonces

i) Siei(a + by convergea S, + S, y

i) 3., (ay — by) converge a S; — Sa.

El teorema 4.3.5 indica que cuando E:C: T convergen, entonces

il b)) — S>a = b
=1 =1 k=1

Teorema 43.6  Suma de una serie convergente y una divergente

Si 3. a; converge y X, ,b; diverge, entonces S (a, + by) diverge.
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]S\ Ee 8 Suma de dos series convergentes

2 o oo (1\k—1 o0 1\k—1
Con la ayuda del teorema 4.3.1, se observa que las series geométricas >, - 1(5) Vi ,(g)
convergen a 2 y 3, respectivamente. En consecuencia, del teorema 4.3.5, la serie

Sd®) = (3)!] converge y

1

O ONED DR ORES LI

A\ XN Suma de dos series

Del ejemplo 3 se sabe que 2

1

"k + 4)(k + 5) k

k=1

divergente, se sigue del temema 4.3.6 que la serie

diverge.

1)

it)

iit)

1 1
k + Hk + 35) +

Nt

k=1

NOTAS DESDE EL AULA

El término n-ésimo de la sucesion de sumas parciales de la serie arménica a menudo se
denota mediante H, = ¥;_,(1/k). Los términos de la sucesién H, = 1, H, =3,
Hy =%, ... se denominan niimeros armoénicos. Vea el problema 71 en los ejercicios 4.3.
Cuando se escribe en términos de notacién de sumatoria, una serie geométrica quizd no
se reconozea de inmediato, o si lo es, los valores de a y r tal vez no sean manifiestos.
Por ejemplo, para ver si 3,1 4(%)"+2 es una serie geométrica es buena idea escribir dos
0 tres términos:

a ar ar2
el Sl B S e e

S b e

Del lado derecho de la dltima igualdad, es posible hacer las identificaciones a = 4(]5)5 y
135

. : 1o
r=1%< 1. En consecuencia, la suma de la serie es o Si se desea, aunque no hay

1

9
. o0
una necesidad real para hacer esto, puede expresarse 3, ;4(3)""?

miliar 3~ @r* ™! haciendo k = n — 2. El resultado es

a s

S 2 SO

en la forma mds fa-

Observe con cuidado cémo se enuncian los teoremas 4:3.2 v 4.3.3. En especifico, el teo-
rema 4.3.3 no dice si lim a, = 0, entonces > a, converge, En otras palabras, h’m na, = 0
no es suficiente para garanhzar que > a; converge. De hecho, si h_gn y = O Ea serie
puede ser convergente o divergente. Por ejemplo, en la serie armonica 5l k). a,=
I/ny 31_)1'{.10(}/1’5) = 0, pero la serie diverge.

1 : it
converge. Puesto que E* es la serie armoénica

4.3 Series

183
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iv) Cuando se determina la convergencia, es posible, y algunas veces conveniente, borrar o
ignorar varios de los primeros t€rminos de la serie. En otras palabras, las series infinitas
o0 o0 & ; % 5 A
Y13 Y 2 en i N> 1 difieren a lo sumo por un namero finito de términos y son ambas
convergentes 0 ambas divergentes. Desde luego, eliminar los primeros N — 1 términos de
una serie convergente suele no afectar la suma de la serie.

“ DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-9.

= Fundamentos

En los problemas 1-10, escriba los primeros cuatro términos
de cada serie.

o0k
1 221{4-1 2. 22_
= k =k
o) Ikl 00 71k+l
= 2( ) L e
= klk+ 1) =y
<+ 1 = (2n)!
5 6.
,;0 n! n§=:1n2+1
- 2'4-6"-(2171) e 1e8 -l 1)
7 ,,,211 8 30— 1) & ,,,2, m!
e ] [} E
9 ‘,-2%2j+1 10. Zgzsen2

En los problemas 11-14, proceda como en el ejemplo 3 para
encontrar la suma de la serie telescopica dada.

o0 1 o0
1‘ e et B el o
. 2T L 1)(k T2
5> 14.

;241{*—1 S s +7k+12

En los problemas 15-24, determine si la serie geométrica dada
converge o diverge. Si es convergente, encuentre la suma de
la serie.

o] 1 k—1
15. 23(—) 16.

e
S
S T
W
e

( 1)* 1 00 (l>k 1
17. 18. K=
;J 2! b
19. isu‘f 20. i( £}/
r=1 s=1
o 0 (1_1)"

. 22. —
21 Z 000(0.9)" ; 0
23. 24.

2(\@ — Vi) Z(l S

En los problemas 25-30, escriba cada nimero decimal que se
repite como un cociente de enteros.

25, 02200 26. 0.555...
27, 0616161 ... 28. 0.393939...
29, 1.314314... 30. 0.5262626...

En los problemas 31 y 32, encuentre la suma de las series
dadas.

[o4] 1 k—1 1 12 S0 ke, &
38 {(3) + (Z) } 32. > =
k=1 k=1
En los problemas 33-42, muestre que la serie dada es diver-

gente.

33.

e
P2

o
Il
}1

34. (Sk 1)

|

35. ———
2+ 2k + 3

gl

I~

bl

e i
@
=
Dz

7
L[}

ES
I

0 X . o k
37. 2 (-1 38. ,;1“(3“ 1)
< 10 < |
39. — 40. =
2% 2 6k
< 1 1 < 1
41. 2{2}\ ; —{—E} 42. ;;ksenk_

En los problemas 43-46, determine los valores de x para los

cuales la serie dada converge.
o [\ @ /1!

Y e 4. > (=
=\2 k=1 \%
[25] [>%]

45, > (x + D 46. D P
k=1 =0

= Aplicaciones

47. Se deja caer una pelota desde una altura inicial de 15 pies
sobre una plancha de concreto. Cada vez que la pelota
rebota, alcanza una altura de % de su altura precedente.
Recurra a la serie geométrica para determinar la distancia
que la pelota recorre antes de quedar en reposo.

48. En el problema 47 determine el tiempo que tarda la pelo-
ta en llegar al reposo.

49. Para erradicar plagas agricolas (como la mosca de la
fruta), se liberan moscas macho esterilizadas dentro de
la poblacién general en intervalos de tiempo regulares.
Considere que N, es el nimero de moscas liberadas cada
dia y que s es la proporcién de las que sobreviven en un
dia determinado. De los Ny machos esterilizados origina-
les, Nys" sobrevivirdn en n semanas sucesivas. En conse-
cuencia, el nimero total de tales machos que sobreviven
n semanas después de que se ha iniciado el programa es
Ny + Nps + Ngs? + ++ + Nps™. i A qué se aproxima esta

suma cuando n — co? Suponga s = 0.9 y que se necesi-

tan 10 000 machos esterilizados para controlar la pobla-



50.

51.

52.
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cién en cierta drea. Determine el nimero de moscas
macho que debe ser liberado cada dia.

En algunas circunstancias la cantidad de un formaco que se
acumularia en el cuerpo de un paciente después de un largo
periodo es Ay + Age ¥ + Age * + -+ donde k > 0 es
una constante y Ay es la dosis diaria del fdrmaco. Encuentre
la suma de la serie.

Un paciente toma 15 mg de un firmaco diariamente. Si
80% del fairmaco acumulado se excreta cada dia median-
te las funciones corporales, ;qué cantidad del farmaco se
acumulard después de un largo periodo, esto es, cuando
n— 00?7 (Suponga que la medicidn de la acumulacion se
hace inmediatamente después de cada dosis. Vea el pro-
blema 69 en los ejercicios 4.1.)

Se aplica una fuerza a una particula, que se mueve en una
linea recta, de tal manera que después de cada segundo la
particula sélo se mueve la mitad de la distancia que re-
corri6 en el segundo anterior. Si la particula se mueve 20
cm en el primer segundo, ;cudnto se desplazard?

= Piense en ello

53

54,

55,

56.

L el el L
e

Suponga que la sucesién {a,} converge a un ndmero
L # 0. Explique por qué la serie 3, a; diverge.
Determine si la serie
1 1 il
T e
Toliev il 1 sl
converge o diverge.
Determine si la suma de dos series divergentes es necesa-
riamente divergente.

Considere la serie Zé. Puesto que k* = k- k, 1a n-ésima
k=1

suma parcial de la serie es

1 1 1 1

S i S,
Explique por qué las siguientes desigualdades son ciertas
y por qué pueden usarse para demostrar que una serie

dada converge:

n-n

1
S e

1 1
+(n1 n)'

1 1
0<S"<1+1—-_2+ﬂ+-

0

57. Encuentre la suma de la serie

1+9 ., 1,523

1+ 81
25 s i

625

58. Encuentre la suma de la serie

o0 [k+1
2 ( ! ST dx).

k=1 NJg

59. Encuentre todos los valores de x en (—#/2, 7/2) para los

cuales
lim (—17 =
noo\ | — tan x

i tankx) =0.

k=0

60.

61.

62.

63.

64.

43 Series 185

Muestre que si }13;10 f(n + 1) = L, donde L es un ntime-

ro, entonces :El[f(k + 1) — fk)] = L — f(1).

Determine si
n

(Ei) converge o diverge.
k=1

o0
Muestre que la serie 2% es divergente demostrando
k=1
que S, = V.
>
Vimos que la serie armonica E% diverge puesto que el
=1

término general S, de la sucesién de sumas parciales

puede hacerse tan grande como se quiera tomando a n lo

suficientemente grande (S, — o0 cuando n—20). No

obstante, la serie armdnica diverge muy lentamente.

a) Use la grifica de f(x) = 1/x parax = 1 a fin de esta-
blecer la desigualdad

In(n + 1)<1+l+l+l+---+l< 1+ Inn.
A ekl n

b) Emplee una calculadora y la desigualdad del inciso a)

para estimar el valor de n para el cual S, = 10. Estime

el valor de n para el cual S, = 100.

En el problema 77 en los ejercicios 4.1 se consideraron
los perimetros de las regiones acotadas por las curvas de
Koch que se muestran en la figura 4.1.5. En el inciso ¢)
de] problema usted debe haber demostrado que el peri-
metro de la regién limite es infinito. En este problema se
consideran las dreas de las figuras sucesivas. Considere
que el drea de la primera figura es A, el area de la segun-
da figura A,, y asf en lo sucesivo.

a) Utilizando el hecho de que el drea de un tridngulo
equildtero con lados de longitud s es V3%, encuen-
tre los valores de A, A5, A3y Ay

b) Demuestre que el drea de la figura n-€sima es

A, = ;—0\/3_[8 - 3(%)M]

1Cud imA,?
¢) ;Cudles nl_,mA“

= Proyectos

65. Un poco de historia: Muerte por pan En 1972, un

brote de envenenamiento por metilmercurio en Irak pro-
dujo 459 muertes entre 6 530 casos
de envenenados admitidos en hos-
pitales. El brote epidémico fue pro-
vocado por el consumo de pan
casero preparado a partir de trigo
que habia sido tratado con un fun-
gicida de metilmercurio. Los primeros sintomas de pares-
tesia (pérdida de sensaciones en la boca, manos y pies)
empezaron a ocurtir cuando el nivel acumulado de mer-
curio alcanzé 25 mg. Los sintomas de ataxia (pérdida de
coordinacién al andar) iniciaron con 55 mg, la disartria
(arrastrar las palabras) con 90 mg ¥ la sordera con 170
mg. La muerte se volvié una posibilidad cuando el nivel
de mercurio acumulado superé 200 mg. Se estimé que

Pan casero
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60.

67.

68.

una barra de pan tipica elaborada a partir de trigo conta-

minado contenia 1.4 mg de mercurio, y también que el

cuerpo elimina sélo alrededor de 0.9% del mercurio acu-
mulado diariamente.

@) Suponga que una persona recibié una dosis d de mer-
curio al dfa, y que el cuerpo elimind una fraccién p
del mercurio acumulado diariamente. Encuentre una
férmula para L, el nivel acumulado después de comer
en el n-ésimo dia, y una férmula para el nivel limite,
lim Z,,.

b) Empleando d = 1.4 y p = 0.009, encuentre el valor
limite del mercurio y determine qué dia empezaron a
ocurrir los diversos sintomas.

¢) (Cudl serfa la dosis diaria para que la muerte fuera
posible en el dia 100? (Utilice p = 0.009.)

Un poco de historia: La paradoja de Zenén El filéso-
fo griego Zenén de Elea (c. 490 a.C.) fue discipulo del
filésofo presocrdtico Parménides, que afirmaba que el
cambio o el movimiento era una ilusién. De las parado-
jas de Zendn que apoyaban esta filosoffa, la mas famosa
es su argumento acerca de que Aquiles, conocido por su
habilidad de correr rdpido, no podrfa superar a una tortu-
ga en movimiento. La forma usual de la historia es como
se narra a continuacion:

Aquiles empieza desde el punto S, y exactamente en el mismo
instante una tortuga empieza desde un punto A adelante de S.
Después de cierta cantidad de tiempo, Aquiles alcanza el
punto de inicio A de la tortuga, pero durante este tiempo la
tortuga ha avanzado a un nuevo punto B. Durante el fiempo
que tarda Aquiles en alcanzar B, la tortuga se ha movide hacia
delante otra vez hasta un nuevo punto C. Al continuar de esta
manera, eternamente, Aquiles nunca alcanzard a la tortuga.

Vea la FIGURA 4.3.2. Utilice una serie infinita para resolver
esta aparente paradoja. Suponga que cada uno se mueve
con una velocidad constante. Ayudaria inventar valores
razonables para ubicar en el inicio la cabeza de la tortu-
ga y para las dos velocidades.

€
FIGURA 43.2 Agquiles y la tortuga en el problema 66

Nimeros primos Escriba un breve informe en el cual
defina un nimero primo. Incluya en el informe una
demostracion acerca de si la serie de los reciprocos de
primos,

< 1 1 1 1 1 1

2= iilig 05 L S
converge o diverge.
Longitud de una trayectoria en zigzag En la FIGURA
433a), el tridingulo ABC es un tridngulo recto isésceles. El
segmento de linea AP; es perpendicular a BC, el segmen-
to de linea P, P, es perpendicular a AC, y asi en lo suce-
sivo. Encuentre la longitud de la trayectoria en zigzag

LS LH]

T 1

a) Trayectoria en zigzag &) Trayectoria poligonal

FIGURA 433 Trayectorias en zigzag y poligonal de los problemas 68 y 69

69.

70.

Longitud de una trayectoria poligonal En la figura
4.3.3b), hay doce rayos que emanan del origen y el dngu-
lo entre cada par de rayos consecutivos es 30°. El seg-
mento de recta AP; es perpendicular al rayo L, el seg-
mento de recta P, P> es perpendicular al rayo L, y asi en
lo sucesivo. Encuentre la longitud de la trayectoria poli-
gonal AP P,P5 . . . )

Una integral impropia Al final del apéndice “Integra-
les impropias™ se deja pendiente la pregunta de si f(x) — 0
cuando x — ©0 es un requisito necesario para la conver-
gencia de una integral impropia f:of(x) dx. A continua-
cién se presenta la respuesta. Observe que la funcién f
cuya grafica estd dada en la FIGURA 4.3.4 no se aproxima a
0 cuando x — 0o, Demuestre que [;f(x) dx converge.

3
2

FIGURA 434 Grifica del problema 70

71.

Un problema de apilamiento Tdmese su tiempo para
hacer su tarea y efectie un experimento. Necesitard un
suministro de n objetos rectangulares idénticos, por
ejemplo, libros, aunque también pueden ser tableros, car-
tas, fichas de domind, etcétera. Suponga que la longitud
de cada libro es L. A continuacién encontrard un enuncia-
do burdo del problema:

( Oué tanto puede sobresalir una pila de n libros colocada
sobre el borde de una mesa sin gue se caiga?

Intuitivamente la pila no caerd siempre que su centro de

_masa permanezca por arriba de la cubierta de la mesa.

Empleando la regla de apilamiento que se ilustra en la

FIGURA 4.3.5, observe que lo que sobresale del libro mostra-

do en la figura 4.3.5a) alcanza su mdximo d;, = L/2

cuando su centro de masa estd ubicado directamente en el

borde de la mesa.

a) Calcule las distancias que sobresalen los libros d, ds
y dy del borde de la mesa para la pila de libros de 1a
figura 4.3.5b), 4.3.5¢) y 4.3.5d), respectivamente.
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an=1 byn=2

cin—13 dyn=4
FIGURA 435 Meétodo de apilamiento de libros del problema 71

Luego utilice (1) de la seccién 3.10 para demostrar
que el centro de masa de cada pila estd en el borde de
la mesa. [Sugerencia: Para n libros ponga el eje x a lo
largo de la cubierta horizontal de la mesa con el ori-
gen O en el borde izquierdo del primer libro, o del
fondo, en la pila.]

b) (Qué indica el valor de d; en el inciso a) acerca del
cuarto libro, o superior, en la pila?

¢) Siguiendo el patrén de apilamiento que se indica en la
figura 4.3.5, para n libros la parte que sobresale del
primer libro desde el borde de la mesa serfa L/2n, lo
que sobresale del segundo libro desde el borde del pri-
mer libro serfa L/2(n — 1), lo que sobresale del tercer
libro desde el borde del segundo corresponderia a

4.4 Prueba de la integral

4.4 Prueba de laintegral 187

L/ 2(n — 2), y asi en lo sucesivo. Encuentre una
férmula para d,,, lo que sobresalen n libros desde el
borde de la mesa. Demuestre que el centro de masa de
la pila de n libros estd en el borde de la mesa.

d) Utilice la férmula d,, para encontrar la distancia que
sobresale un libro en el inciso ¢) y encuentre el valor
mas pequefio de n de manera que lo que sobresalen n
libros apilados en la manera descrita en el inciso ¢) es
mayor que el doble de la longitud de un libro.

¢) En teoria, utilizando la regla de apilamiento del inci-
so ¢), ;hay alguna limitacién acerca del ndmero de
libros en una pila?

. Un clasico matematico: Los trenes y la mosca En un

tiempo especifico dos trenes 7' y 75, separados por 20
millas sobre el mismo riel, inician un curso de choque a
una velocidad de 10 mph. Suponga que en el preciso ins-
tante en que parten los trenes, una mosca sale del frente
del tren T, vuela a una velocidad de 20 mph en linea
recta hacia el frente del motor del tren T, después vuela
de regreso hacia T} a 20 mph, después regresa a T,, y asi
en lo sucesivo. Recurra a una serie geométrica para
encontrar la distancia total recorrida por la mosca cuando
los trenes chocan (y la mosca es aplastada). Después use
el sentido comiin para determinar la distancia total que
vuela la mosca. Vea la FIGURA 4.36.

b
Pz

FIGURA 438 Trenes y mosca en el problema 72

I Introduccion A menos que 3, a; sea una serie telescopica o una serie geométrica, es una
tarea dificil, si no initil, demostrar la convergencia o divergencia directamente de la sucesion de
sumas parciales. Sin embargo, suele ser posible determinar si una serie converge o diverge por
medio de una prueba que utiliza sélo los términos de la serie. En ésta y en las dos secciones que
siguen se examinaran cinco de tales pruebas que son aplicables a series infinitas de términos

‘pOSItivos.

i Prueba de la integral La primera prueba que se considerard relaciona los conceptos de con-
vergencia y divergencia de una integral impropia con la convergencia y divergencia de una serie

infinita.

Teorema 4.41 Prueba de la integral

i) Si [T°f(x) dx converge, entonces X,- ) converge.

i) Si [T°f(x) dx diverge, entonces X,- 1a, diverge.

Suponga que Ef: 14, es una serie de términos positivos y f es una funcién continua que es no
negativa y decreciente sobre [ 1, 00) tal que f(k) = a, para k= 1.
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yg 2=1@ DEMOSTRACION  Si la grafica de [festd dada como en la FIGURA 4.4.1, entonces considerando
las dreas de los rectdngulos que se muestran en la figura, observamos que

drea=a,.1

n

05a2+a3+a4+---+aﬂ£Jf(x)dxia]+a2+a3+“‘+an‘1
1

|

|

1

l

1'_ drea = 1 n

c 0 S, —a = Jf(x) B=5,,
1 1

1

1

e L,
24 =5 n De la desigualdad S, — a; = [{f(x)dx, es claro que llmS existe siempre que exista
a) hm f {f(x) dx. Por otro lado, de la desigualdad S,_; = [/ f(x) dx, concluimos que th _; 1o
vp 3= existe siempre que J[“f(x) dx diverja. E
i-- SIEeBRE Empleo de la prueba de la integral
0 :
b a,.,-1 Demuestre la convergencia de :
I 1 2
£ =1l + Kk
ety
i i
I ; e Solucién  La funcién f(x) = 1/(1 + x?) es continua, no negativa y decreciente para x = 1 tal
b) que f(k) =a; para k= 1. De
FIGURA 44.1 Rectdngulos en la ] b
prueba del teorema 4.4.1 J > dx = lim J =
T besoe el Hie

b

limtan ™ lx}
h—00 1

= lim (tanflb = tan_'}) «— tan 'l = 7/4
b—00
aa
= lim| tan"'p — —
b— 4
D e
sl il
os cler que le integral impropia es convergende. Del teorena 4.4, 10) se concluye que fa serie
dada también converge. =

. o . . . e >
En la prueba de la integral, si la serie de términos positivos es de la forma X, _  a,, usamos
entonces

J’ fix) dx donde f(k) = a.

N

=)o B8 Empleo de la prueba de la integral

Pruebe la convergencia de E lik&
k=3
S(x) <0 sobre el intervalo B Solucién La funcién f(x) = (Inx)/x satisface la hipétesis de la prueba de la integral sobre el
[3, 09). intervalo [3, ). En este caso,
“Ing eilnx
— de= lim [ = dx 3
Y b—0 X

[I

Tfm > [(In by — (In 37] =

muestra que la integral impropia diverge. Se concluye del teorema 4.4.1ii) que la serie dada tam-
bién diverge. -
Serie p La prueba de la integral es particularmente ttil en cualquier serie de la forma

e (1)



www.FreeLibros.me

donde p es cualquier nimero real fijo. La serie infinita (1) se conoce como la serie p o hiperar-
monica. El siguiente teorema indica los valores de p para los cuales converge (diverge) la serie p-

Teorema 4.4.2 Convergencia de la serie p

oC
; 1 . : :
La serie p E P converge sip > lydivergesip = 1.
k=1

DEMOSTRACION Se distinguen cuatro casos: p>1,p=1,0<p<1yp =< 0. En el primero y
tercer casos usamos la prueba de la integral con f(x) = 1/x” = x™72.

i) Sip > l,entoncesp — 1 > 0y por ello

% e 1 1 1 1
-P = i == = —_ = -
J1 L blinvlo—pirl} l—pf;lLHc}c[bp—I 1} l—p[O L Pl

La serie p es convergente por el teorema 4.4.17).
i) Sip = 1, entonces se reconoce a la serie p como la serie arménica divergente.
iii) Si0 < p < 1, entonces —p + 1 > 0y porello

o x Pdx = 1i 2l 1 lim [bP* — 1] = oo,
1 b—>nf}u—p |l 1 kprnolc

La serie p es divergente por el teorema 4.4. 1i7).
iv) Por dltimo, si p = 0, entonces —p = (0 y asi llm(l/n”) = hmn "7 #0. La serie p es diver-
gente por la prueba del término n-€simo, teorema 4.3.3. =

EJEMPLO 3 ERLITNY)

a) Del teorema 4.4.2, la serie p 2 —-\1/—: Z # diverge, yaque p = 5 < 1.
k= k=1
o
b) Del teorema 4.4.2, la serie p 2 % converge, yaquep = 2 > 1. B

2. NOMSDESDEELAUA

i) Cuando se aplica la prueba de la mtegral es necesario tener la segurldad de que el valor
de la integral impropia convergente [{f(x) dx no se relaciona con la suma real de la serie
infinita correspondiente. De tal modo, la serie en el ejemplo I no converge a /4. Vea el
problema 36 en los ejercicios 4.4.

i) Los resultados de la prueba de la integral para Ek nak se cumplen incluso si la funcicn
no negativa continua f no empieza a decrecer hasta que x = N = n. Para la serie
> i (In k)/k la funcién f(x) = (In x)/x disminuye sobre el intervalo [3, co). De cualquier
manera, en la prueba de la integral es posible utilizar [ [~(In x dx)/x.

4.4 Prueba de la integral

DESARROLLE SU COMPETENCIA  |as respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-9.

189

= Fundamentos 1 1
31 ——\/_ s ——\/_ ke
En los problemas 1-30, determine si la serie dada converge o 2v2  3V3
diverge. Recurra a la prueba de la integral en los casos en que 1 1 i 1 5
sea apropiado. 4. 100 2 100v2 1003

;ki 2 i

o,
= k0.99
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| Sk
¢ 2:] 2%+ 7 & ,Z 3k + 1
e = 8. ——
,; 1 + 582 géir +5
o0 o0 ],[.
9. vl 10. > 5
k=1 =T G
1k 2% 12, > Kot
k=1€ k=2
o0 1 o] k
= igzklnk 5 ;lnk
- 10 — 1
15. 16.
g‘gk(ln k) g k\VIn k
< arctan k Sk
17 18.
E 1 + K : 21 + it
o0 1 o0 1
19. S ———— 20. —
zi V1 +k 21 ViR
- n — 1
21. e 22, S
2’. (n* + 1)° 2 (4n + 1)%?
25, S ksen| L 24. Sin 1+1k)
k=1 k =T 3
&1 & 2%+ 1
25 Z{k(k + 1) 26, gk(k +1)
& 1 & 1
27. 28.
g‘(k =+ D)k +2) Sk + 1)
g9 N 30. Dx—r
:Z ef+ et k=0 Ve

En los problemas 31-34, sin hacer ningtin trabajo determine si
la serie dada converge o diverge. Enuncie sus razones.

0]

31, i‘,(% + 1) 32. E(Sk““’ = wk—'-1>

k=1
33 E( ) 34. Eﬁf_\ﬂ;
k=1 K

En los problemas 35 y 36, determine los valores de p para los
cuales la serie dada converge.

00

E ln k)

k=

; k In k[ln(ln G

= Piense en ello

37,

38.

39.

40.

41.

42.

Determine los valores de p para los cuales la serie

ik" In k
k=2

€s convergente.
Suponga que f es una funcién continua que es positiva y
decreciente para x = 1 tal que f(k) = a, para k = 1.
Demuestre que

n+1 n
J fl)ydx = Ea:\ =a + Jf(X) dx.
1 1

Demuestre que
00

-
fsees

Se demostrd que la serie arménica >, (1/k) es diver-

gente debido a que la sucesion de sumas parciales diver-

ge. Recuerde que S, = > (1/k) — ©0 cuando n — 00.

a) Use el resultado del problema 38 para estimar la suma
de los primeros 10 mil millones de términos de la
serie armonica.

b) ;Cudntos términos de la serie armonica son necesa-
rios para garantizar que S, = 1007

o

=l
B

Deje que S denote la suma de la serie de términos positi-
vos 3,4, y S, el término general en su sucesién de
sumas parciales. Defina el residuo, o el error, que se
efectia cuando §,, se aproxima a §, como

Ru == Sn = Qpy o Apy2 b ap+3 e

Suponga que fes una funcién continua que es positiva y
decreciente parax = 1 tal que f(k) = g, parak = 1y que
f;x f(x) dx converge. Demuestre que

J f)dx=R, = J' flx) dx.
n+1 n

La suma'S de la serie p convergente 3, (1/k%) se sabe

. 2

que es igual a /6. Recurra al problema 41 para deter-
minar n de manera que S, dard una aproximacién a S que
es exacta hasta tres lugares decimales.

4.5 Pruebas de comparacion

I Introduccion A menudo es posible determinar la convergencia o divergencia de una serie de
términos positivos X, comparando sus términos con los términos de una serie de prueba b,
que se sabe que es convergente o divergente. En esta seccién se considerardan dos pruebas de
comparacion para la convergencia y la divergencia.

¥ Prueba de comparacion directa La demostracién de la siguiente prueba utilizard dos propie-
dades importantes de las sucesiones. Recuerde de la seccién 4.2 que si una sucesion estd acota-
da y es mondtona debe converger. También que si los términos de una sucesién se vuelven no
acotados entonces €sta diverge. Aplicamos estos resultados a la sucesién de sumas parc,iales de

una serie.
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Teorema 45.1 Prueba de comparacién directa

o0 00, . - . ..
Suponga que 2;_ a; ¥ 24— b, son series de términos positivos.
2 . o T o0
i) 8i X, - b, converge y a; = b, para todo entero positivo k, entonces r=1d; converge.

ii) Si Zy_ b, diverge y a; = b, para todo entero positivo k, entonces X- a; diverge.

DEMOSTRACION Sea a,> 0yb. > 0parak = 1,2, ...y considere que
Sn:al+a2+'”+an ¥ Tn:bl—i_b2+”'+bn
son los términos generales de las sucesiones de sumas parciales para > a; y X by, respectivamente.

i) Si Xb; es una serie convergente para la cual a; < by, entonces S, =< T,. Puesto que hrnT
existe, {S,] es una sucesion creciente acotada ¥, €n consecuencia, convergente por e] teore-
ma 4.2.1. Por tanto, >, es convergente.

i) SiXb, diverge y a, > by, entonces S, > T,. Puesto que T, aumenta sin cota, asi lo hace §,,.
Por consiguiente, > a; es divergente. o

En general, si X ¢, y 2 d; son dos series para las cuales ¢; = dj, para toda , se afirma que la
serie X ¢, estd dominada por la serie 3 d;. De tal modo que para series de términos positivos, los
incisos i) y ii) del teorema 4.5.1 pueden reenunciarse de la siguiente manera:

* Una serie X a; es convergente si estd dominada por una serie convergente >, b,.
* Una serie 2 a; diverge si domina a una serie divergente 3, by.

Los siguientes dos ejemplos ilustran el método. Desde luego, no sefialan que para recurrir a las
series de prueba 2 b, es necesario estar familiarizado con algunas series que convergen y con « Seria buena idea en este punto

algunas que divergen. revisar la nocion de serie p en la
seccion 4.4.

=SS IJYe BN Empleo de la prueba de comparacidn directa

: - k
Pruebe la conversencia de :
e ,;1 e

Solucién  Se observa que al reducirse el denominador en los términos generales se obtiene una
fraccién mayor:

. K _k 1 :

M4 S g

Debido a que la serie dada es dominada por una serie p convergente E:U: ((1/k?), se concluye del
teorema 4.5.1¢) que la serie dada también es convergente. E

(2])[4Me A Uso de la prueba de comparacion directa

& Intk + 2
Pruebe la convergencia de 2 —~(k—)
k=1

Solucién  Puesto que In (k+ 2) > 1 para k =1, se tiene
In(k+2)
—_— > e
k k
En este caso se ha demostrado que la serie dada domina a la serie armonica divergente
s r=1(1/k). En consecuencia, por el teorema 4.5.1/i) la serie dada dneroe m
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1 Prueba de comparacion del limite Otro tipo de prueba de comparacién implica tomar el
limite del cociente entre el término general de la serie 2, y el término general de la serie de
prueba 2 b, que se sabe que es convergente o divergente.

Teorema 4.5.2 Prueba de comparacién del 1imite

Suponga que .y o by son series de términos positivos. Si

donde L es finita y L > 0, entonces las dos series son ya sea ambas convergentes 0 ambas
divergentes.

DEMOSTRACION Puesto que 11;111@” /b, =L >0, es posible elegir n tan grande, como n = N
para algiin entero positivo N, que

—

an

L

)
°‘|
Mlm

Puesto que a, > 0, la desigualdad implica que a, = sz,I para n = N. Si i8] 1ba converge, se
concluye de la prueba de comparac10n directa que i «=1%; ¥, €N consecuencia, Ek_ 1G5 €8 con-
vergente. Ademds, puesto que 3Lb,, = a, para n = N, se observa que si Ek_ b, diverge, entonces
S ay ¥ 2o ay divergen. =

La prueba de comparaci6n del limite es aplicable a menudo a series >, para las cuales no
es conveniente la prueba de comparacién directa.

[SATIVEIN MR Uso de la prueba de comparacion del limite

El propio lector debe convencerse de que es dificil aplicar la prueba de comparacion directa a la

T 1 ; & .
serie Efsmm . Sin embargo, se sabe que Z,—;(1/k*) es una serie p convergente

(p =3 > 1). En consecuencia, con

1 1
(e T v bn:_3
n

3 —5n7 4+ 1 n
. On n’
tenemos e =i e
n—o0 n—00 gl — 52 4 1
Del teorema 4.5.2 se concluye que la serie dada converge. B

Si el término general a,, de la serie > a, es un cociente ya sea de potencias racionales de n o
de raices de polinomios en n, es posible distinguir el término general b, de la serie de prueba
S b, examinando el “comportamiento de grado” de a,, para valores grandes de n. En otras pala-
bras, para encontrar un candidato correspondiente a b, s6lo se necesita examinar el cociente de
las potencias mds altas de n en el numerador y en el denominador de a,,.

MSO de la prueba de comparacién del limite
Pruebe la convergencia de E
\/8k°—

3 8 ;e . 3/ “
Solucién Para valores grandes de n, el término general de la serie a, = n/ 8n° + 7 “se com-
porta de manera similar” a un miltiplo constante de

e R ]
==
o 3 n3 pts




www.FreeLibros.me 45 Pruebas de comparacion

I
73 Como una serie de prueba:

De tal modo, se ensaya la serie p divergente 2 2

n
3/q._5
lim 2 = im ~2
2/
i 1/3 1\173 1
Silelnls) <2
Asi, de acuerdo con el teorema 4.5.2, la serie dada diverge. &

2 NOTAS DESDE EL AULA

i) La hipdtesis en la prueba de comparacién directa tdmblen puede deblhtarse al cons1de-
rar un teorema mds fuerte. Para una serie con términos positivos, sélo se requiere que
a; = b 0 a, = b, para k suficientemente grande y no para todos los enteros positivos.

i7) En la aplicacion de la prueba de comparacion directa, a menudo es ficil alcanzar un
punto en que la serie dada estd dominada por una serie divergente. Por ejemplo,

1 1
_S_
5+ vVE  Vk

. o ; i ;
es realmente cierto y >, % diverge. Este tipo de razonamiento no prueba nada acerca
|

® i
de la serie >, ———— Desde luego, la iltima serie converge. ;Por qué? De manera
‘ 25 Vi - e

similar, no puede llegarse a una conclusioén al mostrar que una serie dada domina a una
serie convergente.

La siguiente tabla resume la prueba de comparacion directa. Sea > a, una serie
de términos positivos y 2 b, una serie que se sabe que converge o diverge (una serie de

pruebas).
Comparacion Serie de prueba | Conclusion sobre
de términos >b; 2ay
a, = b, converge converge
= by diverge ninguna
a. = b, diverge diverge
ar = by, converge " ninguna

“ DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-9.

193

= S S Ink

= Fundamentos 5. Eﬁ ; 22_5

En los problemas 1-14 utilice la prueba de comparacién direc- k=2 k=3

ta para determinar si la serie dada converge. 3 i 1ok i 1 + g*

Lo 2. i ! = S S 4+ 10°

Sk Dkt D) S+ 5 o 5 ity el

& s ey e el 10. >

3. Tlfl 4. 22’;—]{ k=1 3k4+1 k=2klnk
=2 &5 =L G
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Folt ool e
> 12 >-=
=57 = 9) =it e
iwurl—%
: k
4, — 4 1 Sl NG

En los problemas 15-28, utilice la prueba de comparacién del
limite para determinar si la serie dada converge.

15. ————— 16. . .

k:zl 2k+7 ;; 10 + V&
- 1 - 1

17. — 18.
nz::zn n®—1 ,;21 Vn + 1)(n + 2)
Snt—n+2 = n

19. 20. _
,,2:31 3n° + n? »22(4!4 L
o0 00 2 i

2, >——T vkt 1 22. _721(
=1 V64K + 40 =0k Lok 8
= k+Ink = 10

23. 24.
2‘2k‘+2k—1 g{*—z

25.

=
Il M8

o

w

=
==
Sl

(]

&
\E
/':“\ Y

|

e}

(o]

o
Ty
bl
s
A

27.

[\
e
1 | =
+
!\)|,_.
&
~—

e
ro
(U8 ]
B

W g

En los problemas 29-40, utilice cualquier prueba apropiada
para determinar si la serie dada converge.

~ k = 1
29, > ———— 30. Y,

=1100VE + 1 -

31, iln(S L %) 3.
33. EL 4. > £

= = = VR L TR
ey e e B
19 + sen’k =87 =l
AT 38. Ev———
k=2|2+k2k ;;12-5-/{2_1‘
& = (0.9
39. Zm(l h G
k=2 k ik

= Piense en ello

41. Vuelva a leer ii) de las Notas desde el aula en la pagina
anterior y discuta las razones por las que el siguiente
enunciado es cierto:

Si @, > 0 para todo k y 2a; converge, entonces Eaﬁ
converge.
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42. Suponga que p y g son funciones polinomiales sin facto-
res comunes de grado n y m, respectivamente, y que
px)/q(x) > 0 parax > 0. Discuta: ;Bajo qué condicio-
nes convergerd la serie 3, , p(k)/q(k)?

43. Analice si el siguiente enunciado es verdadero o falso:

Si ay < by, para todo k y 2 by converge, entonces 2,ay
converge.

44. Demuestre que si la serie > a, de términos positivos con-
verge, entonces >, In(1 + a;) converge.

En los problemas 45 y 46, determine si la serie dada con-
verge.

o

45. EW 2

47. La representacién decimal de
una serie infinita:

+2+3+ + k

n ndmero real positivo es

oy (s as ay
4= S
EG gl ot g

donde a; representa uno de los 10 enteros no negativos 0,

0.a;aa3ay ..

s

1,2,...,9. Demuestre que la serie de la forma
a | 4 as a, - i a,

105 0% w0l 10t

siempre es convergente.

= Proyecto
48. ;Cuan grande es infinito? La prueba de la integral

o0

puede usarse para verificar que 2 converge, en
k=1

kl‘OOOI

= 1
tanto que E Tk diverge. Sin embargo, con la ayuda de
k=2

un SAC se observa a partir de las grificas dey = 1/x"%%!

y=1/(x In x) en la FIGURA45.1 que

1 1
kink = kl.OOOl

para 2 = k < 15 000. De hecho, la desigualdad anterior
es cierta para 2 = k = 99999 999 X 10”. ;Entonces

por qué 2 & In & 1O converge por la prueba de compara-
k=2

¢i6n directa?

YA
= 1
o il Y Looon
xlnx
} > X
5000
FIGURA 45.1  Grifica para el problema 48
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4.6 Pruebas de las proporciones y de la raiz

I Introduccion En esta secci6n, como en la anterior, las pruebas que se consideran son aplica-
bles a series infinitas de términos positivos.

I Prueba de las proporciones La primera de estas pruebas emplea el limite del cociente entre
el primer término (7 + 1) y el término n-ésimo de la serie. Esta prueba es especialmente dtil

cuando a, implica factoriales, potencias k-€simas de una constante y, algunas veces, potencias
k-ésimas de k.

Teorema 4.6.1 Prueba de las proporciones

oo . . . e
Suponga que X, - 4, es una serie de términos positivos tal que

a,
lim— = L.
n—00 an
1) Si L < 1, la serie es convergente.
ii) Si L > 1, 0si L= o0, la serie es divergente.
iif) Si L =1, la prueba no es conclusiva.

DEMOSTRACION

i) Searun nimero positivo tal que 0 = L = r = 1, Para n suficientemente grande, n = N para
algin entero positivo N, @,-/a, < r; esto es, a,-, < ra,, n = N. La iiltima desigualdad
implica

Ayyl << Tay

Apn+2 < Fdn+ te aN.”'z

3
ayss < Fays, < ayt,

’ . ~ o0 o +

y asf sucesivamente. De tal modo la serie 3, _ . | @, converge por comparacién con la serie
S o0 r o0 - 0

geométrica convergente 3, _ ayr”. Puesto que 3, _,a, difiere de X,_ 4, a lo sumo un
numero finito de términos, se concluye que la primera serie también converge.

i) Sea r un nimero finito tal que 1 < r < L. Entonces para n suficientemente grande, n = N
‘Para digim wtero postivo ¥, a,4,/a, > 70 a,4, > ra, Para r > 1 esta {ilima desigual-

: s % b 00

dad implica a, 4, > a,, y por ello }Lrgcan # 0. Del teorema 4.3.3 concluimos que X,_a;
diverge. ]

En el caso en que L = 1, debemos aplicar otra prueba a la serie para determinar su conver-
gencia o divergencia.

EYEEE Empleo de la prueba de las proporciones

9 e
Pruebe la convergencia de Z %

k=1 K

Selucién  Se identifica que a, = 5"/n! y por ello a,.; = 5"/(n + 1)!. Luego se forma el
cociente de @, ¥ a,. se simplifica y se toma el limite cuando n — co:
i el i Stk
e g b+ D 5

mn.
e
e
lim 5 n!
nn o Repase las propiedades del fac-
n + 1 sffiepase lasp
G ) torial en la seccién 4.1. Vea (4)

= lim 5 =9 y (5) en esa seccion.
n—oop + 1 L

Puesto que L = 0 <I 1, se concluye del teorema 4.6.1i) que la serie es convergente. |
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| H]3\[He B8 Empleo de la prueba de las proporciones

=
Examinar la convergencia de i
k=1%
Soluciéon En este caso se tiene que @, = #"/a!y a,.; = (n + 1)"7/(n + 1)!. Entonces
i pt1 1, (n 33 1)n+l n’
M soi=: M7 =rme =i
n—o0 g, nsoo (n+ 1) n°
5 (n+ 1t
T i pt 1 n"

y (n + 1)”
= lim
n—0oQ n

n
= lim(l = ;) = e. <« Este lfmite es la definicién de e.

n—0o0

Puesto que L = e > 1, se concluye del teorema 4.6.1ii) que la serie es divergente. B3

I Prueba de la raiz Si los términos de una serie X a, consisten sélo en potencias k-ésimas,
entonces puede aplicarse la siguiente prueba, la cual implica tomar la rafz n-ésima del término
n-ésimo.

Teorema 4.6.2 Prueba de la raiz

[+o) " » . e
Suponga que 2, - ;a; es una serie de términos positivos tal que

lim Va, = lim (a,)""" = L.
n—oo

n—00

i) Si L < 1, la serie es convergente.
if) SiL > 1, 0si L = 0o, la serie es divergente.
iti) Si L =1, la prueba no es conclusiva. J

La demostracién de la prueba de la raiz es muy similar a la prueba de las proporciones y no
se presentard.

N [\I[JXeB® Empleo de la prueba de la raiz

= k
Examinar la convergencia de 2 (%) ’
k=1

Solucién  Se identifica primero a, = (5/n)", y después se calcula el limite cuando n — 00 de

la raiz n-ésima de a,,:
n|l/n 5
lim Ké) } = lim = = 0.
n—00 n n—oo f

Puesto que L = 0 < 1, se concluye del teorema 4.6.21) que la serie converge. B

2 NOTAS DESDE EL AULA

i) La prueba de las proporciones siempre producird un caso no conclusivo cuando se aplique
a una serie p. Inténtelo con la serie 3, ,1 /K> y vea lo que ocurre.

ii) Las pruebas examinadas en ésta y en las dos secciones anteriores indican cuando una serie
tiene una suma, pero ninguna de estas pruebas da alguna pista respecto a lo que es la suma
real. Sin embargo, al saber que una serie converge, es posible sumar cinco, cien o mil tér-
minos en una computadora para obtener una aproximacién de la suma.
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DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-8.

= Fundamentos

En los problemas 1-16, recurra a la prueba de las proporcio-
nes para determinar si la serie dada converge.

s « 2
: =
7 JEI (1J—1) 5. J; 7(0.99)
7. 2 ri%” : " 2 !72:%
9. 2(2ki<')' = 2 k(‘f;)f;k
e it
5 :]1-3-5';2(2"_1) 16. gﬁ

En los problemas 17-24, utilice la prueba de la raiz para deter-
minar si la serie dada converge.

< 1 S ke
17. 18. E(H 1)

skt k=1
(o] k (2]
19, (L) Joitly ele
(=2 \Ink S5 (n k)
(o) i 2 00 2 2
21. ,;(—kJr 1) 23, z 1 k)
o0 62k+1 o] kk
23, 24,
L g k;ekﬂ

En los problemas 25-32, use cualquier prueba apropiada para
determinar si la serie dada converge.

S B +k k
25. —_ 26.
S+ 2k + 1 E(Z’Hl) :
o0 1/n 00 2
oy 28 >0
n=1 N n=1
S 5h 03
29, 30.
,g*l(k+1)z e 7 A
e, 92" eyl
31'263* = B0 h b o

En los problemas 33 y 34, recurra a la prueba de las propor-
ciones para determinar los valores no negativos de p para los
cuales la serie dada converge.

00 o0 k
35 5 4. > k?(g)
k=1 k=1 p

En los problemas 35 y 36, determine todos los valores reales
de p para los cuales la serie dada converge.

S In
3s. k:zf 36. 2 kp

37. En los problemas 78 y 79 de los ejercicios 4.1 se vio que
la sucesion de Fibonacci {F,},

Lol2,5, 508, oo

estd definida por la férmula de recursion F,,,
donde F; = 1, F, = 1.
a) Verifique que el término general de la sucesi6n es

e L(uﬁ) b L(l_—ﬁ)
TS s 5 /5 2

mostrando que este resultado satisface la férmula de
recursion.
b) Utilice el término general en el inciso @) para calcular
I, F,, Fa, Fyy Fs.
38. Sea F, el término general de la sucesién de Fibonacci
dada en el problema 37. Demuestre que
oo Bnin . 1 £345
lim— i ———=

n—00 F} 2

i T,

39. Explique ¢émo el resultado del problema 38 demuestra
que la serie
Il g RIL N N PR

T+1+2+3+5+ +-

i L
o= Fﬂ
converge.

40. Un poco de historia En 1985, William Gosper utilizé
la siguiente identidad para calcular los primeros 17
millones de digitos de 7

1

=y 980]2(1 103 + 26, 390n)

(4n)!
(n)*(4 - 99)*

Esta identidad fue descubierta en 1920 por el matem4-

tico indio Srinivasa Ramanujan (1887-1920). Rama-

nujan fue notable por su excepcional conocimiento en

¢l manejo de manipulaciones y cdlculos algebraicos ex-

tremadamente complejos.

a) Verifique que la serie infinita converge.

b) (Cuantos lugares decimales correctos de 7 produce el
primer término de la serie?

¢) (Cudntos lugares decimales correctos de 7 producen
los dos primeros términos de la serie?
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Una serie geométrica tal como

»

e EE R R

k=1

es una serie alternante. Vea el
ejemplo 4 en la seccién 4.3.

La condicién 0 < a4y = ag
significa que
012(1225132---2(1,(2

Opey = ° 0

P

4.7 Series alternantes

I Introduccion En las dltimas tres secciones se consideraron pruebas para la convergencia que
resultaron aplicables sélo para series con términos positivos. En la presente discusion se consi-
deran series en las cuales los términos se alternan entre nimeros positivos y negativos, esto es,
las series tienen la forma

ay = 4ot da— gk Pl (- a, + -

I

S (— 1), m)
=1

k=
0 —a 0 gy = (= E(—l)i"ak, (2)
=1

donde a, > Oparak = 1,2, 3, ... Las series (1) y (2) se dice que son series alternantes. Ya se
encontrd un tipo especial de serie alternante en la seccién 4.3, pero en esta seccion se examina-
rén las propiedades de series alternantes generales y las pruebas de su convergencia. Debido a
que la serie (2) es s6lo un miltiplo de (1), se confinard la discusion a la ultima serie.

m&arie alternante

Las series

1 et & (=D
= + e — + S —
e Z} k

In2 .. In3, o Ind s 1S N Jn k

3 = e — = X
TR ke e T = Y

son ejemplos de series alternantes. B
I Prueba de la serie alternante La primera seric en el ejemplo 1, 1 —5 +3 — 3+ -, se

denomina serie arménica alternante. Aunque la serie arménica

e S s
zk—1+2+374+

es divergente. la introduccién de términos positivos y negativos en la sucesi6n de sumas parcia-
les para la serie arménica alternante es suficiente para producir una serie convergente. Se demos-
oo [ 13)tl
) =l ; S
trard que E T o onveiEs Dot medio de la siguiente prueba.
k=1

Teorema 4.7.1  Prueba de la serie alternante

Si lima, =0y 0 < a,,, < a; para todo entero positivo k, entonces la serie alternante
n—rod

S (=1, converge.

DEMOSTRACION Considere las sumas parciales que contienen 2n t€rminos:

Sop =00 @ s — e T T 3)
—igy— )Pl — )+ s = G
Puesto que la suposicion 0 < a4 = @ implica a; — a4+ = 0 parak = 1, 2.3, ... tenemos

SEES4£56S”'SS2H'<—:”'

De tal modo, la sucesién {S,,}. cuyo término general S,, contiene un nimero par de términos
de la serie, es una sucesién mondtona. Al reescribir (3) como

Son=a) — (ap —az) — =+ — Gy
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demuestre que S,, < @, para todo entero positivo n. En consecuencia, {S,,} estd acotada. Por el
teorema 4.2.1 se concluye que {S,,} converge a un limite S. Ahora,

52n+1 i 5211 o Aop+l

implica que lim §»,.; = Um §,, + lima,,.; =8 +0=S. Esto muestra que la sucesién de sumas
£ n—o00 n—=o0 n—o0 i 57 i & i A

parciales {5,411}, cuyo término general S,,.; contiene un nimero impar de términos, también

converge a S. Como {S,,} y {S,,+:1} convergen a S, se concluye que {S,} converge a S. E|

(A3 [IHe M Serie armoOnica alternante
00 *‘1 k+1

Demuestre que la serie arménica alternante Y, -
k=1

converge.
Solucién  Con la identificacién a, = 1/n tenemos de inmediato

lima, = lim 1o 0.

n—00 n—oo 1
Ademds, puesto que

1

- =

kit 1

==

para k = 1 se tiene 0 < a;+; = a;. Se concluye del teorema 4.7.1 que la serie armonica alter-
nante converge. ]

]S JEe N Serie alternante divergente
2 =
3 —

La serie alternante E (—1kH! diverge, ya que
k=1

Ikl | 2

lim a, = lim = —.
n—s00 n—3n — 1 3

Este tltimo resultado indica que

e A L
lim e e

no existe. Recuerde del teorema 4.3.2 que es necesario que el Gltimo limite sea 0 para la conver-
gencia de la serie. |

Aunque demostrar que a;.; = g, quizd sea una tarea directa, éste muchas veces no es el caso.

=8/ e R Uso de la prueba de la serie alternante

: o k
Pruebe la convergencia de E (—I)HIL.
= k+1

Solucion  Para demostrar que los términos de la serie satisfacen las condiciones a;4; = a,, se
considerard la funcién f(x) = \/;c/ (x + 1) para la cual f(k) = a;. De la derivada, se observa que
=

ohpemed ot
Fe) 2Vx(x + 1)

@0 para x> 1y

"y, en consecuencia, la funcion fdecrece parax > 1. De tal modo, a;-; = aes ciertaparak = 1.
Ademds, la regla de L"Hopital muestra que

lim f(x) = 0 y por ello lim f(n) = lim a, = 0.

Por consiguiente, la serie dada converge por el método de la serie alternante. E

199
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FIGURA 4.7.1 Sumas parciales
sobre la recta numérica
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I Aproximacion de la suma de una serie alternante Suponga que la serie alternante

o0 g 5 =
2 =1(—1D*"'a; converge al nimero S. Las sumas parciales

Sl=a1, 52:(11*02, S3=a1—a2+a3, S4=a1—a2+a3—a4,...

pueden representarse sobre una linea numérica como se muestra en la FIGURA 47.1. La sucesidn
{S,} converge de la manera ilustrada en la figura 4.1.1¢); esto es, los términos S, se acercan a S
cuando n — ©© aunque oscilan a ambos lados de S. Como se indica en la figura 4.7.1, las sumas
parciales con nimero par son menores que S y las sumas parciales con niimero impar son mayo-
res que S. De manera aproximada, las sumas parciales numeradas par se incrementan hacia el
ndmero S y, a su vez, las sumas parciales numeradas impar disminuyen hacia S. Debido a ello,

la suma S de la serie debe ubicarse entre sumas parciales consecutivas S5 S

S, =8 =S5, paran par,

y S;1 =8 =8, paranimpar

En este caso (4) produce 0=S—-5,=<5,.,—§, para n par, y (5) implica que

0=S§,—§=S, — S,:; paran impar. De este modo, en cualquier caso 18, =8| = (801 — 5,
Pero 8,41 — 8, = a,4 paranpary S,., — S, = —a,,, paran impar. Asi, |S, — S| < a,,,

para toda n. Se enuncia este resultado como el siguiente teorema.

Teorema 4.7.2 Cota de error para una serie alternante

5 oo . - 5
Suponga que la serie alternante >,_,(—1)**'a,, @, > 0, converge hacia un nimero S. Si §,
es la suma parcial n-ésima de la serie y a;.; < a, para todo k, entonces

ISn o S| = Gyt

para toda n.

El teorema 4.7.2 es (til para aproximar la suma de una serie alternante convergente. Sefiala
que el error S, — S| entre la n-ésima suma parcial y la serie es menor que el valor absoluto del

primer término (n + 1) de la serie.

HISIJKOM A Aproximacion de la suma de una serie

o0 (1 k+1

Aproxime la suma de la serie convergente 2 e hasta cuatro Iugares decimales.
k=1 y

Solucién  Primero, observamos que a, = 1/(2n)!. El teorema 4.7.2 indica que debe tenerse

ot
Gt = G g1 < 0.00005

para aproximar la suma de la serie hasta cuatro lugares decimales. Ahora a partir de

n=1, ay = % = (0.041667
n=2 a5 = é ~ 0.001389
=3, a ==~ 0000025 < 0.00005
se ve que [S; — S| = a, < 0.00005. Por tanto,
Sy = 97 = 2 + a0 ~ 04597

tiene la exactitud deseada.
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I Convergencia absoluta y condicional Una serie que contiene signos mezclados tal como

L -G-G G

no es estrictamente de la forma dada en (1) y por ello no se clasifica como una serie alternante.
El teorema 4.7.1 no es aplicable a este tipo de serie. No obstante, veremos que la serie (6) es con-
vergente debido a que la serie de valores absolutos

201

2 3 4 5 6
2 o (2) At (2) 4 (2) P (2) i (g) e (7) 4 DéE un vistazo adelante y lea las
3 4 3 2 3 3 dos oraciones que siguen inme-

: o) 2 2 5 - i i lo 7.
es convergente (una serie geométrica con = 3 < 1). La serie (6) es un ejemplo de una serie ~ diatamente al ejemplo
que es absolutamente convergente.
. . 5 b L 3 £ (o2} . .
En la siguiente definicion se estd dejando que el simbolo X, _ , a, represente cualquier serie
(los términos «; podrian alternar como en (1) o contener signos mezclados); los signos pueden
seguir cualquier regla [como en (6)] o no.

Definicion 4.7.1 Convergencia absoluta

Una serie 3. 1ay se dice que es absolutamente convergente si la serie de valores absolutos
Sie i lay| converge.

NI\ BGN Convergencia absoluta

oo [— 13kt

La serie alternante E — - es absolutamente convergente, puesto que se mostré que la serie
=Ltk

de valores absolutos

i A s
= 1+k2 k=|1+k2
era convergente por la prueba de la integral en el ejemplo 1 de la seccién 4.4. E

Definicion 4.7.2 Convergencia condicionada

Se dice que una serie E,‘L 16 €8 convergente de manera condicional si 3, _ ,a, converge pero
la serie de valores absolutos ,—,|a;| diverge.

A5\ [KeBMv8 Convergencia condicional
oo ( 1)k+l

En el ejemplo 2 vimos que la serie arménica alternante 2 es convergente. Pero al tomar

o0
el valor absoluto de cada término se obtiene la serie arménica divergente E = Por ello,
k=1

o0 (_ l)k-H

e es convergente de manera condicional. [ ]
k=1

El siguiente resultado muestra que toda serie absolutamente convergente es también conver-
gente. Por esta razén es que la serie en (6) converge.

Teorema 4.7.3 La convergencia absoluta implica convergencia

. o0 o0
Si 2 - 1|ai| converge, entonces >, _ @, converge.
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DEMOSTRACION  Si se define ¢, = a, + |a;|, entonces ¢; = 2|ay|. Puesto que 3|a,| converge,
se sigue de la prueba de comparacién que ¢, converge. Ademds, > (¢; — |a;|) converge, ya que
tanto > ¢, como > |a;| convergen. Pero

o0 00
2“1: & Z(Ck i |ak|)-
k=1 k=1

Por tanto, > a, converge. =

Advierta que X |a,| es una serie de términos positivos, y por ello las pruebas de la seccién
anterior pueden utilizarse para determinar si una serie converge absolutamente,

SV IRE:R La convergencia absoluta implica convergencia
La serie

+ - + 4o

i senk  senml o, sem2 .  sen3' send
“ e 1 4 9 16

contiene t€rminos positivos y negativos puesto que

senl >0, sen? > 0, .5en3 =0, 5enid 155 0:4: sen 5.<.0;, -sen6 <0,

y asi sucesivamente. De la trigonometria se sabe que [sen k| = I para todo k. Por tanto,
=

sen k e
=

k?

sen k
2

(23]
para todo k. Por la prueba de comparacién directa, teorema 4.5.1, la serie 2
k=1

converge

o] o0
y k 1 ormet sen k
puesto que es dominada por la serie p convergente E Z Por consiguiente, 2 >~ es abso-
k=1 k=1
lutamente convergente, vy en virtud de ello por el teorema 4.7.3 converge. =

I Pruebas de las proporciones y de laraiz Las siguientes formas modificadas de 1a prueba de
las proporciones y de la prueba de la raiz se aplican directamente a una serie alternante.

Teorema 4.7.4 Prueba de las proporciones

0 G " : Camats
Suponga que 2,4, es una serie de términos distintos de cero tal que:

Ay

a,

lim =i

n—0oo

i) SiL < 1, la serie es absolutamente convergente.
ii) SiL > 1,051 L = o0, la serie es divergente.
iii) Si L =1, la prueba no es conclusiva.

Empleo de la prueba de las proporciones

oo (7 l)kw-l 22&—1
Examine la convergencia de E e
k=1 k3"
Solucién Con a, = (—1)""2*""/(n3"), observamos que
Tim Guvr | _ I (_1)n+222"+1 ‘ n3"
n—00 | a1, N—s 00 (fl 4 1)3”+1 (71)n+122n—1
g 4dn 4
= lim

n—00 3(?’! o [) : g‘

Puesto que L = % > 1, veremos por el teorema 4.7.4ii) que la serie alternante diverge. |
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Suponga que X, _,a; es una serie tal que:
S n , /
lim V |a,| = lim |a,|'" = L
n—00 n—00

i) SilL < 1.la serie es absolutamente convergente.
if) SiL > 1,0s1 L = o0, la serie es divergente.
itf) Si L= 1, la prueba no es conclusiva.

I Rearreglo de términos Cuando trabajamos con una serie finita de términos tales como

ay — a, + a3 — a; + as — ag, (8)
cualquier rearreglo del orden de los términos, tal como

—ay -k ay — Gy ey —ds it s
0 (a1 — @) + (a3 — ay) + (as — ag)

tiene la misma suma que la original (8). Este tipo de manipulacién despreocupada de términos
no lleva a una serie infinita:

» Silos términos de una serie convergente de manera condicional se escriben en un orden
diferente, la nueva serie puede diverger o converger hacia un nimero por completo dife-
rente.

De hecho, es posible demostrar que mediante un rearreglo adecuado de sus términos, una serie
convergente de manera condicional puede hacerse converger a un nimero real r predeterminado.

En contraste, un rearreglo de los términos de una serie absolutamente convergente no afec-
ta su suma:

* Siuna serie Xay es absolutamente convergente, entonces los términos de la serie pueden

rearreglarse en cualquier manera y la serie resultante convergerd al mismo nimero que la
serie original.

Por ejemplo, la serie eométrica 1 — 1+ 4§ — 3 + - es absolutamente convergente y su suma
5 T Oy 07 g

es 3. El rearreglo —1 + 1 — & =+ § — -+ de la serie geométrica no es una serie geométrica, aun-

que la serie rearreglada converge y su suma es 2. Vea los problemas 53-56 en los ejercicios 4.7.

2 NOTAS DESDE EL AULA

B U DU U PU S U s S0 G b PSSR P ewesanae

i) La conclusion del teorema 4.7.1 sigue siendo vilida cuando la hipétesis “a;.; = a; para
todo k positivo” se susutuye con el enunciado “a;,; = @, para k suficientemente grande”.
Para la serie alternante >, (—1)*"'(In k)/k"/, se muestra de inmediato por medio del
procedimiento utilizado en el ejemplo 4 que @,.,; = a; para k = 21. Ademss, hm a,=0.
En consecuencia, la serie converge por la prueba de la serie alternante. _

if) Sila serie de valores absolutos X, | resulta divergente, entonces no es posible estable-
cer ninguna conclusion relativa a la convergencia o divergencia de la serie Xay.

4.7 Series alternantes

203

k+5

DESARROLLE SU COMPETENCIA  |as respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-9,
= Fundamentos °° et il 3 .
= : 3. 21y — PEEhe
En los problemas 1-14 utilice 1a prueba de la serie alternante k= k=1 Ll
para determinar si la serie dada converge. - e 5 =
)k+1 = l)k 1 E )Hl_ E )kH

=
12k+2 ZE\@ 5 E

k=1 k=1
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IR STy
7. 31 (k+ - 8. 1( 1) :

k=1 36 k= 4
& 4\n N &
e st e VR — 1yl
9.;‘,21( - 10.,12:‘,i S o
o0 ok 00 AL
11. E(cosnw)-i—_l-zl B2 -1 _]‘_ﬂ
n=2 L k=2 k
oo R ki o0 (,1)-’6
13. g‘z( e 14. g e

En los problemas 15-34, determine si la serie dada es absolu-
tamente convergente, convergente de manera condicional o
divergente.

(B S Ch
15. 16.
z 2k + 1 6 2\‘1 T+ 5
o0 k oQ
17. E(_I)kvl<2) 18. E( 1)[\4»127&
k=1 3 k=1 3
19. 2(—1)*’5’1 20. D (—1fKH
k=1 k=1
S (D SPPM:))
21. 22, =)t
,Z k! E,( ) 2!
2 e k! & 55
23. — 1)kt 24. B
;\;( ) IOOA /Z( ) 10k+2
< =k o= k
25. — ]l 26. iyl
fg( ) 1+ & g‘,( ) 1+ K
sen(zk =F lﬂ_)
o0 (o 0] 2
2 0s k 28.
g‘lc % 2‘1 o
S (-1 s 1) S AN
29, ;( 1) sen(k 30. k; = sen 2

31. i(—l)f{L—lJ 32. i(—l)*’[\/kﬂ—%]
k=1
& % ¥
- ;(_l)k(wrso)

N k+1 63;(
34. E( 1 &
En los problemas 35 y 36, aproxime la suma de la serie con-
vergente al nimero indicado de lugares decimales.
o) _l)fd"l oo (_1)1’c+1

35. E(Zk )1, cinco

En los problemas 37 y 38, encuentre el entero positivo n més
pequefio de modo que S, aproxime la suma de la serie conver-
gente al niimero indicado de lugares decimales.

lk+1 1Ic+l
37 E( ) : dos 38. E( ) i dres

En los problemas 39 y 40, aproxime la suma de la serie con-
vergente de manera que el error sea menor que la cantidad
indicada.

1 1 1

31— e
O
2 *
40.1-52+;75—4 ot

En los problemas 41 y 42, estime el error de usar la suma par-
cial indicada como una aproximacién a la suma de la serie
convergente.

50 (_l)k+l o0 (_l)kJri
41. E T. SIOO 3
k=1

En los problemas 43-48, indique por qué la prueba de la serie
alternante no es aplicable a la serie dada. Determine si la
serie converge.

i sen (km/6) i 100 + (ﬁl)kf‘
=1V + 1 =1
{Bet o Tl 1
s
1 1 1 1 1 1
46. 1 7 = ‘9" + 16 + % S
P allogn2 e 3108 2amlio 220 1
sLo T sl e RS
[Sugerencia: Considere las sumas parciales S, para n =
e ]
T B e A e 1
B e gt

En los problemas 49-52, determine si la serie dada converge.
QIR [ AR

S0 (L= + Q=1+l —1)-+ -

SlS [ D) o 1) e

2. 1+ (-1+D+(—1+1—1)+ .

= Piense en ello

53. Vuelva a leer la discusién previa a Notas desde el aula de
esta seccion. Explique después por qué el siguiente enun-
ciado es cierto:

Si una serie de términos positivos 2.ay, es convergente, enton-
ces los términos de la serie pueden rearreglarse de cualquier
manera y la serie que resulta converge al mismo niimero que la
serie original.

54. Suponga que S es la suma de la serie arménica alternan-
te convergente 1 —§+3 **+"‘—g+

Demuestre que el rearreglo de la serie

1 o 1 | 1
prOC[qu:jS—gfg'f-g—ng"'

55. Utilice S =1—3+3—F+1-1+...
del problema 54 en la forma
1 1 1 1 1

ES:0+§+O—Z+O+E+O—§+“-

y el resultado
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para demostrar que la suma de otro rearreglo de términos ~ 58. Proporcione un ejemplo de una serie convergente >, a;
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de la serie armédnica alternante es para la cual X af diverge.
ég =1+ 1 1 't 1 o 1 1 e 59. Proporcione un ejemplo de una serie convergente > a;
2 A ot el ] Pt para la cual 3 af converge.
- 1 1 1 - !

56. La serie 1 —3 + 5 — 57 + -+ es una serie geométrica g0, D¢ un ejemplo de una serie divergente S, para la cual

absolutamente convergente. Demuestre que su rearreglo > a converge.

—3+1{—2 44— es convergente. Intente con la : ‘

prueba de las proporciones y con la prueba de la rafz. 61. Explique por qué la serie

[Sugerencia: Examine 3" k=0, 1,2,.. ] e “senx + e Fsen2x + ¢ *sen3x + ---

57. Si Ya; es absolutamente convergente, pruebe que a3
converge. [Sugerencia: Para n suficientemente grande,
la,| < 1. ;Por qué?]

4.8 Series de potencias

I Introduccion En matematicas aplicadas es comun trabajar con la serie infinita de funciones,

Eockuk(x) = coip(x) + crig(x) + caun(x) + <o . (1)
k=

Los coeficientes ¢; son constantes que dependen de k y las funciones u(x) podrian ser diversos
tipos de polinomios o incluso funciones seno y coseno. Cuando se especifica la variable x, por
ejemplo x = 1, entonces la serie se reduce a una serie de constantes. La convergencia de una
serie tal como (1) dependerd, desde luego, de la variable x, con la serie convergiendo usualmen-
te para algunos valores de x mientras que divergird para otros valores. En ésta y en la siguiente
seccidn se considerardn series infinitas (1) donde las funciones wu.(x) son polinomios (x — a).
Estudiaremos las propiedades de este tipo de series y se demostrard como determinar los valo-
res de x para los cuales la serie converge.

I Series de potencias Una serie que contiene potencias enteras no negativas de (x — a)F,
o0

Eck(x —af=cteolx—a)+ex=al+ - +ex—a)+ -, (2)
k=0

recibe el nombre de serie de potencias en x — a. Se dice que la serie de potencias (2) estd cen-
trada en a o tiene centro a. Un importante caso especial de (2), cuando a = 0,

o0
Dok =cot ex ek + e oopx” o, (3)
k=0

se denomina serie de potencias en x. La serie de potencias en (3) estd centrada en 0. Un proble-
ma que enfrentaremos en esta seccion es:

* Encontrar los valores de x para los cuales una serie de potencias converge.

Observe que (2) y (3) convergen a ¢y cuando x = a y x = 0, respectivamente.

NI\ INe BN Serie de potencias centrada en 0

La serie de potencias en x donde los coeficientes ¢, = | para todo &,

oo
SE=1+txtatt bzt oo,
k=0

se reconoce como una serie geométrica con el mismo cociente comin r = x. Por el teorema
4.3.1, la serie converge para aquellos valores de x que satisfacen |x| << 1 0 —1 < x < 1. La serie

diverge para|x| = 1, estoes, parax=—-lox= 1. |
En general, la prueba de las proporciones, como se establece en el teorema 4.7.4, es espe-

cialmente 1itil al determinar los valores de x para los cuales una serie de potencias converge. La
prueba de la raiz, en la forma del teorema 4.7.5, también es 4til pero en menor grado.

converge para todo valor positivo de x.

«{ Es conveniente definir
(x—a)l=1ysL=1
incluso cuando x=a y x=0,
respectivamente.
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divergente convergente divergente

T [ e HE S W (O
=T T 11
2

0 2
—|R=2}=
FIGURA 4.8.1 El conjunto de
niimeros x para los cuales la serie

en ¢l ejemplo 2 converge se
muestra al centro

=913 Ke 8 Intervalo de convergencia
k

5
Encuentre el intervalo de convergencia para e
£ . 20 2Kk + 1)

Selucién  Con la identificacién de que @, = x"/(2"(n + 1)*) se usa la prueba de las proporcio-
nes, teorema 4.7.4,

i Qpiq Kl 2"(n + 1)?

n—c| g, n—»o0 2114—1(}1 5 2)2 bl
£tig2 kel |xl divida entre n el numerador y el
= =] 9 denominador del primer término

I

a i 1+ 1/ny |
T ie ) 2

Del inciso i) del teorema 4.7 4, se tiene convergencia absoluta siempre que este limite sea estric-
tamente menor que 1. De tal modo, la serie es absolutamente convergente para aquellos valores
de x que satisfacen [x|/2 < 1 o x| < 2. Puesto que la desigualdad de valor absoluto ¥ < 2es
equivalente a —2 < x < 2, advertimos que la serie dada converger4 para cualquier nimero x en
el intervalo abierto (—2, 2). Sin embargo, si x| /2 = =2, 0ocuandox=20x = -2,
entonces la prueba de las proporciones no brinda informacién. Es necesario efectuar verificacio-
nes independientes de la serie dada para la convergencia en estos puntos extremos. Al sustituir 2
por x la serie se convierte en

o0

2 1

=10k + 1)2’

57 . . o] 5
que es convergente por comparacion directa con la serie p convergente ¥, ,(1/k%). De manera
similar, al sustituir —2 por x se obtiene

i 1)

=1k + 17
que es convergente por la prueba de la serie alternante, teorema 4.7.1. Concluimos que la serie
dada converge para toda x en el intervalo cerrado [ —2, 2]. La serie diverge parax < -2y x> 2,
0 equivalentemente, para x| > 2. m

I Intervalo de convergencia En la FIGURA 4.8.1 se ha ilustrado el conjunto [—2, 2] de todos los
nimeros reales x para los cuales la serie en el ejemplo 2 converge y el conjunto
(=00, =2) U (2, 00) de niimeros x para los cuales la serie diverge. El conjunto de ndmeros para
los cuales la serie converge es un intervalo centrado en 0 (el centro de la serie). Como se mues-
tra en la figura, el radio de este intervalo es R = 2. En general, el conjunto de fodos los nime-
ros reales x para los cuales converge una serie de potencias Zc,(x — a)* se dice que es su inter-
valo de convergencia. El centro del intervalo de convergencia es el centro a de la serie. El radio
R del intervalo de convergencia se denomina radio de convergencia.

El siguiente teorema, que se presenta sin demostracion, resume todas las maneras posibles
en las que puede converger una serie de potencias.

Teorema 4.8.1 Convergencia de una serie de potencias

. . o k . - .
Para una serie de potencias X, _,c,(x — a)* exactamente uno de los siguientes puntos es cierto:

i) La serie converge s6lo en el mimero x = a.
ii) La serie converge absolutamente para todos los mimeros reales x.
iit) La serie converge absolutamente para los nimeros x en un intervalo finito (¢ — R, a + R),
R > 0, y diverge para los nimeros en el conjunto (—00,a — R) U (a + R, o). En un
punto extremo del intervalo finito, x =a — R 0 x = a + R, la serie puede converger abso-
lutamente, converger de manera condicional o divergir.

Desde luego en ii) y en iii), cuando la serie de potencias converge absolutamente a un nime-
ro x, sabemos, por el teorema 4.7.3, que converge. En i) del teorema 4.8.1 el intervalo de con-
vergencia consiste de un elemento {a} y afirmamos que la serie tiene radio de convergencia
R = 0. En ii) del teorema 4.8.1, el intervalo de convergencia es (— 00, 00) y la serie tiene radio
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de convergencia R = . Por iltimo, en iii) del teorema 4.8.1, hay cuatro posibilidades para el _(___H_
intervalo de convergencia con radio de convergencia R > 0: u_R a

a+R
(@ = Rog =+ R, Bla=ReEFR]. (a=R.g Rl o [a'—Rig=iR) E 3
Vea la FIGURA 4.8.2. 4a—R & 4iR

Como en el ejemplo 1, si R > 0, debe manejarse la cuestién de convergencia en un punto
extremo x = a = R al sustituir estos nimeros en la serie dada y reconociendo después la serie H
resultante como convergente o divergente o probando la serie que resulta respecto a la conver-
gencia mediante una prueba apropiada diferente a la prueba de las proporciones. Recuerde que:

0—R & a+R

* La prueba de las proporciones siempre es no conclusiva en un punto extremo x = a + R.
P pEap p P FIGURAASBE - Posilesimervales

2 finitos de convergencia con R = 0
S gRe R Intervalo de convergencia
Encuentre el intervalo de convergencia para 2 L
k=0

Solucién  Por la prueba de las proporciones, teorema 4.7.4, se tiene

li Ayt ’ k] n! It n! I |x|

m|[—=| = lim | ——— =| = lim —~—|x = lim ——,

n—co | a, n—co|(n + 1) x" r:—>90(n a5 1}'| | n—oon + 1

Puesto que 1fm |x|/(n + 1) = 0 para cualquier eleccién de x, la serie converge absolutamente para
n—co . . s

todo nimero real. De tal modo, el intervalo de convergencia es (—c0, 00) y el radio de conver-

genciaes R = 00, o

mwrvalo de convergencia

: : o (x 54 5)"
Encuentre el intervalo de convergencia para 2

Solucién  Por la prueba de las proporciones, teorema 4.7.4, tenemos

@5 e T
(kD3 (= 5)°

i n x =9
_nl)ngo =Rl 3

e e
n—>\1+ 1/n) 3 Ty

La serie converge absolutamente si |x — 5|/3 < 1 o |x — 5| < 3. Esta desigualdad de valores  La primera serie es
absolutos produce el intervalo abierto (2, 8). Enx = 2 y x = 8, los puntos extremos del interva- =l ey
lo, obtenemos, a su vez,

Api
a

-

Iim
n—o n—00

n

o)t SN e ]
4 La serie entre corchetes es la
serie arménica alternante

& (U 3
> TR
k=1 k k=
La primera serie es un miultiplo de la serie armdénica altemante y por ello es convergente, la segun- ~ convergente.
da serie es la serie arménica divergente. Consecuentemente, el intervalo de convergencia es [2, 8).

e

El radio de convergencia es R = 3. La serie diverge six < 2 0x = 8. Vea laFIGURA483. 8  divergente convergenie divergente
Pt e Bl LT e By
T L R § T T T T } T T
; 0 5 8
=SSRl Intervalo de convergencia > R=3
Encuentre el intervalo de convergencia para 3.  k!(x + 10)~. FIGURA 4.8.3  Intervalo de

convergencia del ejemplo 4
Solucién  De la prueba de las proporciones,

(n+ D!(x + 10)*"!
ni(x + 10)
11'11010(}1 + Djx + 10|

, an+1
lim [—

n—0oo

= lim

—00

a

n

se observa que el limite cuando n — 00 sélo puede existir si |x + 10| = 0, a saber, cuando x =
—10. De tal manera,

lim

n—00

(s ] A Ko e + —10
a, 0y o0 — —10.
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La serie diverge para todo niimero real x, excepto x =—10. En x =—10, obtenemos una serie comn-
vergente que consta s6lo de ceros. El intervalo de convergencia es el conjunto {10} y el radio de

convergencia es R = 0.

“ DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-10.

= Fundamentos

En los problemas 1-24, recurra a la prueba de las proporcio-
nes para encontrar el intervalo y el radio de convergencia de
la serie de potencias dada.

bl

L2
Sk

k=1 =1k
~ 2_k k < Sk k
3 k:Eka 4 kgok'x
& & — 3) S
5 6.
k;l £ ;; Vk
& (D S
7/ — 3) 8. x — 4)f
g T };(Hzf( )
9. 3 krakt 10. Ek — L
k=0 k=0 k"k
= (3x — 1) o (Axm Ol
11. 12.
,Z:, K+ k EO 3
2 & 2 (— 1
o g“zlnk L ;22 klnk
o0 2 o0
15. zgﬂ(x 4+ 7k 16. ;k@“(x 1)
e (x)k & 01000% ,
7. % = | 18.
?:‘15" 3 ;;ZJ & *
-3 k o0 k
19. (=) — 1F20. X (+5

=
]

Z(k + 1)k + 2)( (=2 k(k + 1)
i (

) (_l)k+] ()C = 2);( e 6 A X)RT]
21, 22. ————
=1 (k!)z 3 2 V2k+ 1
& D 2+ e
23. gﬁ . 24. ;Z(Mﬂx

En los problemas 25-28, emplee la prueba de la raiz para
determinar el intervalo y el radio de convergencia de la serie
de potencias dada.

% A ;
.gz(ln k) 26. ga[(k S SBE

27 f}i)k + 3y 8.3 ")klg"
.k:l3(x -k=lk+1 (x —e)

En los problemas 29 y 30, encuentre el radio de convergencia
de la serie de potencias dada.

o k! x Y
29.
,;1-3 5. (2kl)<>
©1-3:5---(2k—3)
30. — 1)
g’z 3! x )

En los problemas 31-38, la seric dada no es una serie de
potencias. No obstante, encuentre todos los valores de x para
los cuales la serie dada converge.

o0 k
3~k s
k= 1’C F=1X
33 i( ) 34 f‘,i( = )k
Vs kNt 2
e, SESD R s
2 el (29
370 e 38. > kle™™
k=0 k=0

39. Encuentre todos los valores de x en [0, 277 ] para los cua-
k
sen” x converge.

<[ 2
les (—)
k; V3
40. Demuestre que %52, (sen kx)/k* converge para todos los
valores reales de x.

= Problemas con calculadora/SAC

41. En los problemas 71 y 72 del ejercicio 1.5 se sefialé que
algunas funciones importantes en matematicas aplicadas
se definen en términos de integrales no elementales.
Algunas de estas funciones especiales de matemdticas
aplicadas también se definen mediante series infinitas. La
serie de potencias

e D

= 22k(k|)2

recibe el nombre de funcién de Bessel de orden 0.

a) El dominio de la funcién Jy(x) es su intervalo de con-

vergencia. Determine el dominio.

b) El valor de Jy(x) se define como la suma de la serie

para x en su dominio:
Jolx) = lim S,,(x),

Gho
>

= 02%("61)2
es el término general de la sucesion de sumas parcia-
les. Emplee una calculadora o SAC y grafique las
sumas parciales Sp(x), S1(x), S>(x). S5(x) y Su(x).

¢) Hay varios tipos de funciones de Bessel de diferentes
ordenes. Jy(x) es un caso especial de una funcién mds
general J,(x) llamada funcién de Bessel de primer
tipo de orden v. Las funciones de Bessel son funcio-
nes incorporadas en sistemas algebraicos computari-
zados tales como Mathematica y Maple. Emplee un
SAC para obtener la grifica de Jy(x) y compdrela con
las gréficas de las sumas parciales en el inciso b).
[Sugerencia: En Mathematica, Jy(x) se denota por
medio de Bessel J[0, x].]

Jolx) =

donde S(x) =
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4.9 Representacion de funciones mediante
series de potencias

B Introduccion - Para cada x en su intervalo de convergencia, una serie de potencias Je;(x — a)f
converge a un numero. Por esta razdén, una serie de potencias es en si misma una funcién, la cual
se denota como f, cuyo dominio es su intervalo de convergencia. Entonces para cada x en el inter-
valo de convergencia se define el elemento correspondiente en el rango de la funcién, el valor
f(x), como la suma de la serie:

fW=c+telx—a)+ clx—a+ - = ick(x — a).
k=0

Los dos siguientes teoremas, que se anuncian sin demostracién, responden algunas de las
preguntas fundamentales acerca de la diferenciabilidad, integrabilidad y continuidad de una fun-
cion f definida por una serie de potencias.

I Diferenciacion de una serie de potencias La funcién f definida por una serie de potencias
Scx — a)es diferenciable.

Teorema 4.9.1 Diferenciacién de una serie de potencias

Sif(x) = E,iock(x — a)* converge sobre un intervalo (@ — R, a + R) parael cual el radio de
convergencia R es positivo o oo, entonces f es diferenciable en cada x en (@ — R,a + R), y

FiE) = Ekck(x — a). (1)

El radio de convergencia R de (1) es el mismo que el de la serie original.

El resultado de (1) establece simplemente que una serie de potencias puede diferenciarse
término por 1érmino como se harfa para una funcién polinomial:

fx) = Co i ;’c](x a) + %Cz(x e %C,,(x Ll »
=c +20x—a)+3c(x—a)+ -+ ne,(x — a)"! + = Ekck(x L

Puesto que (1) es una serie de potencias con un radio de convergencia R, es posible aplicar el
teorema 4.9.1 a f” definida en (2). Esto es, puede afirmarse que f' es diferenciable en cada x en
(a — R,a + R)yf" estd dada por

') =2c+32cx—a)+ - +nn—De,x—a)" 2+ = D k(k — Deylx — a) 2
=2

Continuando de esta manera, se concluye que:

* Una funcion f definida por una serie de potencias sobre (a — R, a + R), R > 0, o sobre
(—o0, c0), posee derivadas de todos los érdenes en el intervalo.

El radio de convergencia R de cada serie derivada es el mismo que el de la serie original.
Ademads, puesto que la diferenciabilidad implica continuidad, también tenemos el resultado:
* Una funcién f definida por una serie de potencias sobre (a — R, a + R), R > 0, o sobre
{(—o0, 00), es continua en cada x en el intervalo.

B Integracion de una serie de potencias Como en (1), el proceso de integracién de una serie
de potencias puede llevarse a cabo término por término:

Jf(x) dx = Jco(x —a)ldx + fcl(x —)idx ch(x —aYdx+ -+ Jcn{x sualide + -

¢ ¢
:C(}(cha)ﬁL%(x—a}z-f-—2

3(x—a)3+---+——x—a)”“+ -+ C

L

00

Ck k+1
= G G
Ig‘ak St

El resultado se resume en el siguiente teorema.
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Teorema 4.9.2 Integracién de una serie de potencias

Sif(x) = Eiock(x — a) converge sobre un intervalo (a — R, a + R) para el cual el radio de
convergencia R es positivo o oo, entonces

Jf(xJ o= ;Z]k i T = gtk & 3)

El radio de convergencia R de (3) es el mismo que el de la serie original.

Puesto que la funcién f(x) = 372 ,c(x — @)* es continua, su integral definida existe y estd

definida por
B 0 B
f fx)dx = E C"(J (x — a)f dx)
” k=0

a
para cualesquiera nimeros ¢« y Ben(a — R,a + R),R > 0,0en (—00, ) si R = co.

En los teoremas 4.9.1 y 4.9.2 se establecié que si la funcién f(x) = E:iock(x — a) tiene
radio de convergencia R > 0 o R = oo, entonces la serie obtenida que forma f'(x) e [f(x) dx
tiene el mismo radio de convergencia R. Esto no significa que la serie de potencias que definen
af(x), f'(x)e [f(x)dx tengan los mismos intervalos de convergencia. Esto no es tan malo como
parece. Si el radio de convergencia de la serie que define a f(x), f'(x) e [f(x) dxes R = 0, enton-
ces los intervalos de convergencia pueden diferir sélo en los puntos extremos del intervalo.
Como regla, al diferenciar una funcién definida por serie de potencias con radio de convergen-
cia R > 0 es posible perder convergencia en un punto final del intervalo. Al integrar una fun-
ci6én definida por una serie de potencias con radio de convergencia R > () puede ganarse con-
vergencia en un punto extremo del intervalo.

NS\ Ke Bl Intervalo de convergencia
k

Para la funcién f definida por f(x) = E %,
k=1

a) f'(x) b) J fx) dx.

Solucién  Se muestra facilmente de la prueba de las proporciones que el intervalo de conver-
gencia de la serie de potencia que define a fes [1, 1).
a) La derivada

encuentre los intervalos de convergencia de

o) = idii i’”*lex-Fx + 3+ )

Se Teconoce como una serie geométrica cuyo intervalo de convergencia es (—1, 1). La
serie diferenciada (4) ha perdido convergencia en el punto extremo izquierdo en el
intervalo de convergencia de f.

b) La integral de fes

2] )Ck oG xk+]
¢ = = =
Jf(x)d_x ;‘Jk dx gk(k rETL (5)
Enx = —1 y x = 1, las series en (5) se convierten, respectivamente, en
e O

,{zlk(k+ [ Ek(k+ 1)

= k=1
Como ambas series convergen, el intervalo de convergencia de (5) es [—1, 1]. En este

caso, la serie integrada (5) ha ganado convergencia en el punto extremo derecho del
intervalo de convergencia de f. |

I Representacion de series de potencias de una funcién Con frecuencia es posible expresar
una funcién f conocida o dada (tal como e o tan™ ' x) como la suma de una serie de potencias
en algtin intervalo. En este caso puede afirmarse que la serie es una representacion de f en serie
de potencias sobre el intervalo.

El siguiente ejemplo es importante debido a que conduce a muchos otros resultados.
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=815\ Mo 8 Representacion de una funcién por una serie de potencias

Encuentre una representacion en serie de potencias de 1 centrada en 0.

i
Solucién Recuerde que una serie geométrica converge a a/(1 — r)si | < 1:

a
l=1r

='g Liarttlar s gt i

Identificando ¢ = 1 y r = x, observamos que

#:i+,r+x2+x3+---+x”+'~-:E;cj‘. (6)
k=0

==

La serie converge para |x| < 1. El intervalo de convergencia es (—1, 1). En la FIGURA 49.1 se ha 1
desplegado la grificade y = 1/(1 — x) junto con las gréficas de las sumas parciales Sy(x), Ss(x),
Sg(x) y So(x) de la serie de potencias (6). Al inspeccionar esta figura, ponga atencién s6lo en el 5511 8

intervalo (—1, 1). La serie no representa la funcion fuera de este intervalo. @ FIGURA 49.1 Grdficas de las
; sumas parciales del ejemplo 2

Al sustituir x por —x en (6), obtenemos una representacion de serie de potencias para la fun-
cién 1/(1 + x): ‘

1
1 o

O
=1l=x+x2 =+ + (1) + = > (— DA 7)
k=0

La serie (7) converge para|—x| <1 o x < 1. El intervalo de convergencia es otra vez (—1, 1).

Muchas funciones conocidas pueden representarse mediante una serie infinita a través de
cierto tipo de manipulacién de las series en (6) y en (7). Por ejemplo, podria multiplicarse la serie
por una potencia de x, reemplazar x con otra variable o quiz4 combinar la sustitucién de x con
otra variable con el proceso de integracidon (o diferenciacién), etcétera.

==\ JHe N Representacion de una funcidn por una serie de potencias

Encuentre una representacién de serie de potencias de centrada en 0.

158

Solucién Al sustituir simplemente el simbolo x por 3x en (7) obtenemos

L e g e = S
Jea sty k=0
Esta serie converge cuando|—3x| <1 o |x| < }. El intervalo de convergencia es (—3, §). "

=SS Ne " Representacion de una funcion por una serie de potencias

centrada en 0.

o : : 1
Encuentre una representacion de series de potencias de =

Solucion Factorizando 5 del denominador,

1 1 1 1

S ( x)_? %
e 5ot
{4 5

estamos en posibilidad de utilizar (6). Al reemplazar el simbolo x en (6) con x/5 obtenemos

igide g stlincion 1ol 0 o (1)2 (1)5
5-x 5 _£_5{]+5+ AL

: 5
1 :lm(ﬁ)k: o] 1 .
. 5<% 5%5 ,(:Eoyﬂx

La serie converge para|x /5 <1 o|x| < 5. El intervalo de convergencia es (—5, 5). s
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Con un poco de habilidad, las representaciones en serie de potencias en (6) y (7) muy a
menudo se utilizan para encontrar una representacion de serie de potencias de una funcién
centrada en un nimero a diferente de 0.

[ZEYETE Serie de potencias centrada en 3

Determine una representacién de serie de potencia de

centrada en 3.
1= =

Solucién Puesto que el centro de la potencia va a ser 3, deseamos que la serie de potencias con-
tenga s6lo potencias de x — 3. Con ese fin, sustraemos y sumamos 3 en el denominador:

ides, 1 - 1
l+x 14+x—3+3 4+ @x—3)

A partir de este punto, procedemos como en el ejemplo 4, a saber: factorizamos 4 del denomi-
nador y usamos (7) con x sustituida por (x — 3)/4:

15y 1
Tt fdehi(n: =.3)
=—1—. ]

4 o)
[t 1

Esta serie converge para |(x — 3)/4 <1 o|x — 3| <4. La solucién de la tltima desigualdad
muestra que el intervalo de convergencia es (—1, 7). |

EENENA Diferenciacion de una serie de potencias

La diferenciacién término por término de (7) produce una representacién en serie de potencias
de 1/(1 + x)* sobre el intervalo (=1, 1):

il ki e aitl d Dt B3 b e i i
Pk T e TS T T S

produce —_% = —14+2x =32+ -+ (—1)'nx""" + -+« semultiplican ambos
(=) lados por —1
IO 1 —2x+ 324+ -+ (=1)"*"ax" + - = E(—l)kﬂkx"*l. B
(%t -’C)2 k=1

EEIEEEA [ntegracion de una serie de potencias

Encuentre una representacidn de serie de potencias de In(l + x) sobre (—1, 1).

Solucién Primero introducimos un cambio de variable de integracién al sustituir x = 7 en (7):

1

2 3 (%]
=] -t PPt (P
5 7 1 T r =0

Entonces, para cualquier x dentro del intervalo (—1, 1),

X

X X X X
J 11 dt = J dt — ert-i‘ Jrzdt---+(—1)”Jz”dr+---
0 + 1 0 0] 0

0
3 1l Eal" o Bl il
rL Zt 0+3r]0 (=1 n+lt :
2 3 n+l1
i SRl it e s S iy
T 2+3 =k 1)n+1+

Pero J ! dt = In(1 + I)} =In(l + x) —Inl = In(1 + x)
i izt

0
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y asi

et xZ x3 : xn+] 3 Oo(fl)k =t
Wl St o S 1)m+"",§,k+1x : (8) m

Advierta que el intervalo de convergencia de la serie en (8) es ahora (—1, 11, esto es, hemos

agregado la convergencia en x = 1. Dejando x = 1 en (8), la serie en el lado derecho de Ia igual-

-dad es la serie arménica alternante convergente; sobre el lado izquierdo se obtiene In 2. De tal
manera, hemos obtenido la suma § de la serie arménica alternante:

=i adil Ly ©)

o gy
=SSV el R Aproximar un valor de In x

Aproxime In(1.2) hasta cuatro lugares decimales.

Solucién Al sustituir x = 0.2 en (8) se obtiene
0.2)% 0.2) 0.2)* 0.2)° 0.2)°
O ©2° 020 03 @©2°

In(1.2) =02 - 3 3 A 5 G (10)
=02 — 0.02 + 0.00267 — 0.0004 + 0.000064 — 0.00001067 -+ -
~ 0.1823. (1) m

Si la suma de 1a serie (10) en el ejemplo 8 se denota mediante S, entonces sabemos del teo-
rema 4.7.2 que |S, — S| = a,.1. El nimero dado en (11) es exacto hasta cuatro decimales, ya
que, para la quinta suma parcial de (10),

IS5 — S| = 0.00001067 < 0.00005.

I Aritmética de series de potencias Las dos series de potencias f(x) = X by(x — a)'y g(x) =
Zex —a)* pueden combinarse mediante las operaciones aritméticas de adicion, multiplicacion
y divisién. Es factible que calculemos Jx) + g(x) y f(x)g(x) como en la adicién y multiplica-
cién de dos polinomios: agrupamos términos a partir de potencias similares de x — a. En cada
punto en el cual las series de potencias que definen a f'y g convergen absolutamente, las series

J@) + gx) = (by + cp) + (b + c)x — a) + (by + c)(x — a)* + --- (12)
y J(0g(x) = bocy + (boe; + bieo)(x — a) + (bocy + biey + bycp)(x — a)® + -+ (13)

convergen absolutamente. De manera similar, para ¢y # 0 podemos calcular f(x)/g(x) mediante
divisién larga:

@ bicy — bye,

e (W) e cociente
o C(% « Desde luego, no memorice (12),
ctalx—a)+- Jp, ¥ bix—a) +-- (13) y (14); sélo aplique el

0€17 507 (14)  dlgebra como lo haria para dos

bo + o el R polinomios.
bicg — by

0 +g—£—l(x*a)+-"

Co

La division es vélida en alguna vecindad del centro a de las dos series.

En ocasiones es posible que utilicemos las operaciones aritméticas tal como se ilustré junto
con los resultados conocidos previamente para obtener una representacidn de serie de potencias
de una funcion.

EXEVEEIN Suma de serie de potencias

: " ; : 4x
Determine una representacién de serie de potencias de ——————— centrada en 0.
P42 -3
Solucién  Para comenzar, descomponemos la funcién en fracciones parciales
4x 3 1

R
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Después factorizamos 3 del denominador de la primera fraccién parcial y usamos (7) con x sus-
tituida por x/3:

2 3 oo k
3 1 X X 2( 1) (15)

Esta serie converge para |x /3| < 1 o|x| < 3. El intervalo de convergencia para (15) es (=3, 3).
Ahora sabemos de (6) que

ﬁ=l+x+x3+x3+---zzxk (16)
converge para |x| < 1. El intervalo de convergencia para (16) es (=1, 1). Por tltimo, la suma de
(15) y (16) produce la siguiente representacién de serie de potencias para la funcién dada:

4x o 3 i 1 = 7& = § SEAL %8_ = " —1) k
x3+2x73ﬁ3+x =, B 3x T 27")L _1(21( T )
La serie (17) converge para todas las x comunes a (esto es, la interseccion de) los intervalos
(—3,3) y (=1, 1), es decir, para toda x en (1, 1). [ ]

El resultado (17) también puede obtenerse al multiplicar dos series de potencias.

A4\ JXe M} Repaso del ejemplo 9

Si reescribimos la funcion en el ejemplo 9 como un producto

4x 4 E6-7xlk

O e,
Xty 3 3 L=

%
1-5-3

y después usamos (15) y (16), se concluye que

: 2
r2+£§tc—3:_%x'(l_§+;—2_§+m>'(1+x+x2+x3+”')

wid o o R ks o DY i
x[1+1(1 3>x+(1 3+32)x+ ]

4 2 2Ba
. X 27x3 : B

—_x —

8
9

m DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-10.

= Fundamentos

En los problemas 1-8, utilice (6) y (7) para determinar una

tacién de serie de potencias, centrada en 0, de la funcién que
se indica. Seiiale el intervalo de convergencia.

representacion de serie de potencias, centrada en 0, de la fun- : Bt i L L
ci6n indicada. Proporcione el intervalo de convergencia. By (1 4 25)
1 1 2 1 11. _173 12, —]—3
S S & +2x) 4 +x)
1 1 x 1 — x*
a0 L+ 2% 4. e o 13. (1 gl xz)z 14. (1 i XZ)Z
1 x En los problemas 15-20, utilice la integracién de una serie
5. ) 6. e apropiada de los problemas 1-8 para encontrar una represen-
tacidn de serie de potencias, centrada en 0, de la funcién indi-
7. 1 = 8. 4 - cada. Proporcione el intervalo de convergencia.
e o 15. tan”' x 16. tan~'(x/2)

17. In(1 + x% 18. In(5 + 2x)

En los problemas 9-14, utilice la diferenciacién de una serie 19 i) 20. In (3 + x)

apropiada de los problemas 1-8 para encontrar una represen-

a5
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En los problemas 21-28, utilice (6), (7) o resultados previos para
encontrar una representacion de serie de potencias, centrada en
0, de la funcién dada. Indique el intervalo de convergencia.

=<2 ity
AT =
2 3
L —— 24. —
o (1 + x) 8 + 2x
25. xIn(l + x) 26. x%tan"'x
X X
27. f tan”~ 't dr 28: J In(1 + %) dr
0 0

En los problemas 29-32, proceda como en el ejemplo 5 y
encuentre una representacion de serie de potencias, centrada
en el nimero dado a, de la funcién indicada. Sefale el inter-
valo de convergencia.

I 1

29. 5@ =16 30.: =, a==2
1= X
I L= e
31'2+.¥.’ a =1 32')5—]’ a=2

En los problemas 33 y 34, proceda como en el ejemplo 9 y
utilice fracciones parciales para encontrar una representacién
de serie de potencias, centrada en 0, de la funcién dada.
Indique el intervalo de convergencia.

T 34. .

Xty — o0

En los problemas 35 y 36, proceda como en el ejemplo 10 y
utilice multiplicacion de series de potencia para determinar los
primeros cuatro términos distintos de cero de una representa-
ci6n de serie de potencias, centrada en 0, para la funcién dada.

XX—x-2

1 5t
Z=atl =2 2. (1 + 201 + 1)

En los problemas 37 y 38, encuentre el dominio de la funcién
dada.

35.

X x2 x3 )C4

3. == + —
® S T gy

iw éluczi 8x?
38.f(x)—1+2x+1_2,1'2.3+

410 series de Taylor y Maclaurin

410 Series de Taylor y Maclaurin - 215
En los problemas 39-44, use la serie de potencias para apro-

ximar la cantidad dada hasta cuatro lugares decimales.
39. In(1.1) 40. tan '(0.2)

1/2 1 1/3 -
41. J - dx 42. J L dx
ot b 5 Lk

03 12
43. J x tan ! x dx 44, J tan~! x%dx
o o

45. Utilice el problema 15 para demostrar que

T 1 1 1
4 : 3 = 5L 7 gk
46. Se sabe que la serie en el problema 45 converge muy len-
tamente. Demuestre lo anterior encontrando el entero
positivo n mas pequefio de manera que S, aproxime /4

hasta cuatro lugares decimales.
En los problemas 47 y 48, demuestre que la funcién definida
por la serie de potencias satisface la ecuacién diferencial dada.
s (1)l
2. 3= 3% =l 14
k=1 k
Sl %

48. J()()C) = ’E] 22k(k5)2x

x+1y"+y =0

Gy Byl = 0

= Piense en ello
00 Lk
49. a) Sif(x) = kEO %, entonces demuestre que f'(x) = f(x)
para toda x en (—00, 00),

b) (Qué funcién tiene la propiedad de que su primera deri-
vada es igual a la funcién? Conjeture sobre cudl funcién
se representa mediante la serie de potencias del inciso a).

50, &) Sifo— > ) e d
. a) Si f(x) = 2kt 1)!): , entonces demuestre
que f"(x) = —f(x) para toda x en (—00, 00),

b) ;Qué funciones tienen la propiedad de que su segun-
da derivada es igual al negativo de la funcién? Conje-
ture respecto a cudl funcién se representa mediante la
serie de potencia del inciso a). Advierta que las poten-
cias de x en la serie de potencias son enteros positivos

impares.

B Introduccion  Suponga que ¢, (x — @)* es una serie de potencias centrada en a y que tiene
un intervalo de convergencia con un radio de convergencia R distinto de cero. Luego, como se
vio en la seccion anterior, dentro del intervalo de convergencia una serie de potencias es una fun-
cién continua que posee derivadas de todos los 6rdenes. También se abord6 la idea de usar una
serie de potencias para representar una funcién determinada (tal como 1/(1 + x)) sobre un inter-
valo. En esta seccion se va a extender de manera adicional la nocién de representar una funcién

mediante una serie de potencias. El problema bésico es:

* Suponga que se cuenta con una funcion f que posee derivadas de todos los érdenes en un
intervalo abierto /. ;Es posible encontrar una serie de potencias que represente a f sobre /7

En palabras un poco diferentes: ;podemos expandir una funcién diferenciable infinitamente (tal
como f(x) = senx, f(x) = cosx o f(x) = ¢*) en una serie de potencias Sc;(x — a)f que conver-
ge al valor correcto de la funcién f(x) para toda x en algin intervalo abierto (@ — R, a + R),

donde ResR > 0o R = o0?
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B Serie de Taylor para una funcion f Antes de responder la pregunta del ltimo parrafo, se va
a hacer simplemente la suposicién de que una funcién f infinitamente diferenciable sobre un
intervalo (¢ — R, @ + R) puede representarse mediante una serie de potencias Yci(x — a)* sobre
ese intervalo. En ese caso es relativamente ficil determinar cudles deben ser los coeficientes c;.
La diferenciacion repetida de

f)=co+eclx—a)+tex—al+cex—al+ - +clx—a)+- - 0
produce
fi@) = c¢; + 2c:(x — a) + 3e3(x — a)* + -+ @
') =2¢, +3-2¢5(x — a) + - 3
fr@ =32 les + al

y asi sucesivamente. Al evaluar (1), (2), (3) y (4) en x = a, encontramos que
faF=ie,, fa) = 1, (@) =2l¢;, ¥y " = 3,
respectivamente. En general, se ve que f"(a) = nlc, o

(n)
o n(!“),n ) 5)

Cuando n = 0, interpretamos la derivada 0-ésima como f(a) y 0! = 1. Al sustituir (5) en (1) se
producen los resultados resumidos en el siguiente teorema.

Teorema 4.10.1 Forma de una serie de potencias

Si una funcién f posee una representacion en serie de potencias f(x) = D¢ (x — a)* sobre un
intervalo (¢ — R, @ + R), entonces los coeficientes deben ser ¢, = f®(a)/k!.

En otras palabras, si una funcién f tiene una representacidn en serie de potencias centrada
en a, entonces debe verse como lo siguiente:

flx) = f(a)%f()x*a)—)—%q(x—a)zﬂLj ()(t—c)3 x—a). (6

La serie en (6) se denomina serie de Taylor de f en a, o centrada en a. La serie de Taylor cen-
tradaen a = 0,

E ir Rk)(lﬂ)

0 "0 "0 ®(0
=+ L2 1 T T Ef()

)

se denomina serie de Maclaurin de f.
La pregunta planteada en la introduccién ahora puede reformularse como:

= ;Es posible expandir una funcién f infinitamente diferenciable en una serie de Taylor

(6)?

Pareceria que la respuesta es afirmativa (calculando simplemente los coeficientes como lo indi-
ca la férmula (5)). Por desgracia, no es tan simple el concepto de expandir una funcién f dada
infinitamente diferenciable en una serie de Taylor. Es necesario tener en mente que (3) y (6) se
obtuvieron bajo la suposicién de que f era representada por una serie de potencias centrada en
a. Si no se conoce a priori que una funcién f infinitamente diferenciable tiene una representa-
cién en serie de potencias, entonces debe considerarse una serie de potencias obtenidas de (6) o
(7) como un resultado formal, en otras palabras, una serie de potencias que es simplemente gene-
rada por la funcién f. No se sabe si la serie generada de esta manera converge o, incluso si lo
hace, si converge a f(x).

SIS\ Serie de Taylor de In x

Encuentre la serie de Taylor de f(x) = In x centrada en a = 1. Determine su intervalo de conver-
gencia.
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Solucion  La funcién f, sus derivadas y sus valores en 1 son:

flx) = inx Fl)—0
1
= = i =l
1
= Jou—=
X
12
fm(x) fm(l) i 2'
)C
== il
[P = (-1 L 1) FO) = (=1 (n — 1!

Puesto que (n — 1)!/n! = 1/n, n = 1, (6) produce

1 1 ; S *1)“ :
(x—1)—§(x~1)+§(x—1) 2} (x — DX (8)

La prueba de las proporciones,

. |Gt PN e n
lim [—| = lim .
n—x | a, N—00 n+1 (_l)n—l(x e 1)71
= i gl — 1l =

muestra que la serie (8) converge para|x — 1| < 1 o sobre el intervalo (0, 2). En los puntos extre-
mos x = 0y x = 2, las series

GigE s e
sk f=r, ok
son divergente y convergente, respectivamente. El intervalo de convergencia de estas series es
(0, 2]. El radio de convergencia es R = 1. B

Advierta en el ejemplo 1 que no se escribié la igualdad

0o (—1] =1
1nx=2( ) (x — )k
k=1 k

En este punto no se ha establecido que la serie dada en (8) representa a In x sobre el intervalo
(0, 21.

I Teorema de Taylor De acuerdo con (5), es claro que para tener una serie de Taylor centrada
en a es necesario que una funcién f posea derivadas de todos los érdenes que estén definidas en
a. Asi, por ejemplo, f(x) = In x no posee una serie de Maclaurin, debido a que f(x) = In x y todas
sus derivadas no estdn definidas en 0. Ademds, es importante notar que incluso si una funcién f
posee derivadas de todos los 6rdenes y genera una serie de Taylor convergente sobre algiin inter-
valo, es posible que la serie no represente a f sobre el intervalo, esto es, la serie no converge a
f(x) en toda x en el intervalo. Vea el problema 63 de los ejercicios 4.10. La pregunta fundamen-
tal de si una serie de Taylor representa la funcién que la generé puede resolverse por medio del
teorema de Taylor.

4.10 Series de Taylor y Maclaurin

Teorema 4.10.2 Teorema de Taylor

Sea f una funcién tal que f""(x) existe para toda x en un intervalo que contiene al nimero
a. Entonces para toda x en el intervalo

f&) = P,) + R,),
L@ AR
n!

donde P,(x) = f(a)

Xx—a)+ o+ x—a) ©)

(continiia)
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recibe el nombre de polinomio de Taylor de f en a, de grado n-ésimo, y

(n+1)
Existen varias formas del | 3 R, (x) = { % (1))]( )n+l (10)

residuo. Esta forma se debe al
matemdtico francés Joseph

: se llama forma de Lagrange del residuo. El nimero ¢ yace entre a y x.
Louis Lagrange (1736-1813).

Puesto que la demostracidn de este teorema desviaria la principal finalidad de esta discusion,
se reserva para el apéndice. La importancia del teorema 4.10.2 radica en el hecho de que los poli-
nomios de Taylor P,(x) son las sumas parciales de la serie de Taylor (6). El residuo se define como

R(x) =fx) — P,(x)  yasi  Py(x) =f(x) — Ry(x). (11)
Sil H_)m P, (x) = f(x), entonces la funcién f es la suma de la serie de Taylor que la genera. Sin
em:tl)a;:go, de (11) observamos que
Jim P,(x) = f(x) — lim R,(x)
por lo gue si es posible mostrar de algtin modo que R,(x) — 0 cuando n — oo, y entonces la
sucesion de sumas parciales converge a f(x). Resumimos el resultado.

Teorema 4.10.3 Convergencia de una serie de Taylor

Suponga que f es una funcién que posee derivadas de todos los 6rdenes sobre un intervalo
centrado en el nimero a. Si

nh}_;ﬁR,,(x) =0
para toda x en el intervalo, entonces la serie de Taylor generada por f converge a f(x),

(k)
Ef i ) (x — a).

En la préctica, la prueba de que el residuo R,(x) tiende a cero cuando n— oo depende
muchas veces del hecho de que

lim— = 0. (12)

Este tltimo resultado sigue de aplicar el teorema 4.3.2 a la serie ,,_,x*/k!, la cual se sabe que
es absolutamente convergente para todos los niimeros reales. (Vea el ejemplo 3 en la seccién 4.8.)

(Ao -8 Repaso del ejemplo 1

Demuestre que la serie (8) representa a f(x) = In x sobre el intervalo (0, 2].

Solucién En la solucién para el ejemplo 1 vimos que la derivada n-é€sima de f(x) = In x estd

dada por
(=1 n = D!
B o i N oo
f ()C) xiz i
=
De () = ( ,11) n‘, obtenemos de (10)
|f(n+1)( )‘ s e (_1)1*1”1 i St 1 xr—1 n+l
|Ru(x)| = n+ D! e e | T (;"H(n-i‘l)!.(x ) T n+1| ¢ 4

donde ¢ es algin nimero en el intervalo (0, 2] entre 1 y x.
Sil=x=2 entonces 0 < x — 1 = 1. Puesto que 1 < ¢ < x, debemos tener
0 < x—1=1 < cy, en consecuencia, (x — 1)/c < 1. Por consiguiente,

R@I=—T 'y ImR =0
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En el caso en que 0 < x < 1, también puede mostrarse que hm R”(x) 0. Se omite la demos-
tracmn En COHSGCH&HCIH

o (k=1
lnx:(xfl)*%(x—I)2+%(x*1)3—---=E( ) = 1

para todos los valores de x en el intervalo (0, 2]. B

SIS e Representacion de la serie de Maclaurin de cos x

Encuentre la serie de Maclaurin de f(x) = cos x. Demuestre que la serie de Maclaurin represen-
ta a cos x para toda x.

Solucién Determinamos primero la serie de Maclaurin generada por f(x) = cos x:

f(x) = cos x flo) =1
flx) = —senx| F(O) =0
J'(x) = —cos x| f'(0) = —
@) =senx | f"(0) =0
y asi sucesivamente. De (7) obtenemos la serie de potencias
xz )C4 xé L= = (_l)k 2%
el et *E)(Z@z*

La prueba de las proporciones indica que (13) converge absolutamente para todos los valores
reales de x, en otras palabras, el intervalo de convergencia es (— oo, 00). En este caso, con el ﬁn
de demostrar que cos x es representada por la serie (13), debemos mostrar que hm R,,(x)
Para este fin, advertimos que la derivada de f satisface

|F+O0) = { gl Migoar

1 impar.

(13)

En cualquier caso, | f*""(c)| = 1 para todo niimero real ¢, y consecuentemente por (10),

(n+l)( ) it
\Rn(x)| o |f H §n+l | J
et 1) 7O e
En vista de (12), tenemos para cualquier eleccién fija aunque arbitraria de x,
p q
e
n—co(n + 1)! 1

Pero }i_)m|Rn(x)] =0 implica que ’}an}c R,.(x) = 0. Por tanto,

2 4 6 "n
X X X
sx=1—--+4""— o4 (=
i 21 LA e
es una representacion vélida de cos x para todo nimero real x. ]

M= Hel¥: 8 Representacion de la serie de Taylor de sen x

Determine la serie de Taylor de f(x) = sen x centrada en a = 7/3. Compruebe que la serie de
Taylor representa a sen x para toda x.

Solucién Tenemos

flx) = sen x

~
e

w3

N
Il
I3

(%)

b | =

f'lx) = cos x

~
o
[

f"(x) = —sen x

3w

W |

/"i‘\
=05
e G e SR A O
I
\
- o3
(%)

](‘m(x) = —COS x f‘m(
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y asi sucesivamente. Por consiguiente, la serie de Taylor centrada en /3 generada por senx es

V3 1 T V3 a \ 1 a \
5B E 1) aENEEE ) Za sy T (143

También en este caso, de la prueba de las proporciones se sigue que (14) converge absolutamen-
te para todos los valores reales de x, esto es, su intervalo de convergencia es (—0co, c0). Para
demostrar que

it v o ) G e A Lo ol L I A
Sel i AR YR FARE IR GRSy il Gl

para todo valor real x, advertimos que, como en el ejemplo anterior, | f™""(c)| = 1. Esto impli-
ca que

e = /3

R = 1,

a partir de lo cual vemos, con la ayuda de (12), que ,115% R,(x)=0. |

Se resumen algunas representaciones importantes de series de Maclaurin y sus intervalos de
convergencia:

Intervalos de
Series de Maclaurin convergencia
T o x
e S L A 2 - 15
i Ao bty o z{)k! (=00, o0) (15)
i SN ol G
cos x = o + A T kE:O (Zk)lxz (—00, c0) (16)
)(3 xs XT — (ﬁl)k e+1
SR e AT e SO W = 17
senx=x =34 =yt = AGEr Loy i
s N e e (=1¥ 2t 1 b
tan” x = x 3 + 5 7+ —gjlk-t-l" [=15 1] (18)
Csh_=1+£2+£+£6+...—§x2k (—o0, 0 (19)
s 207 41" g T AR » )
x3 xS x? o) x2f\'+l
— == 2, = e — —_— — 20
e ,;)(Zkﬁ-l)f (—00, 00) (20)
JCZ x3 .)C4 = (_1);‘ r+1
S el R R = 21
In(Sgl=nr e e gﬁka [—1,1] 1)

Se pide al lector demostrar la validez de las representaciones (15), (17), (19) y (20) como ejer-
cicio. Vea los problemas 51-54 en los ejercicios 4.10.

Ademds, se le recomienda observar con cuidado las series dadas en (16)-(20) y responder
después la pregunta del problema 61 de los ejercicios 4.10.

I Algunas graficas de polinomios de Taylor En el ejemplo 3 vimos que la serie de Taylor de
f(x) = cos x en a = 0 representa la funcién para toda x, ya que nggio R,(x) = 0. Siempre es de inte-
rés ver graficamente cémo las sumas parciales de la serie de Taylor, las cuales son los polino-
mios de Taylor definidos en (9), convergen a la funci6én. En la FIGURA 4.10.1a) las gréficas de los
polinomios de Taylor

1 1 1
Pyx) = 1, Pyx)=1— Exz’ Pix) =1 = Exz e '4*!)(4,
1 1 1 1 1
y Pi@) = 1 = gy + 2t — g’ & g2’ — g

se comparan con la gréfica de f(x) = cos x que se muestra en oscuro.
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Una comparacién de los valores numéricos se presenta en la figura 4.10.15).

x Py(x) Py(x) - Plx) €os x
/6 086292 0.86605
/4 0.69157 0.70743
73 0.45169 0.50180
/2 —0.23370 0.01997
b)

FIGURA 4.10.1 Polinomios de Taylor Py, P, Py y Pq para cos x

I Aproximaciones Cuando el valor de x es cercano al centro a (x = @) de una serie de Taylor,
puede usarse el polinomio de Taylor P,(x) de una funcién fen a para aproximar el valor de la
funcidn f(x). El error en esta aproximacién estd dado por

IRx)| = [f(x) = P,(x)|.

=S el Aproximacion utilizando un polinomio de Taylor

Aproxime e~ 2 mediante un polinomio de Taylor P;(x). Determine la exactitud de la aproxima-
cion.

Solucién  Como el valor x = —0.2 es cercano a 0, recurrimos al polinomio de Taylor de
fix) =¢e*ena = 0:

7y ), L 10)

Pi(x) = f(0) + 1!x+ 1 X 30 X,
Shisigneds
| ) = F00) = ') = ") = &
F0) = £10) = £/0) = £7(0) = 1
que Pyx) =1+ x+ Ll

2 6
Este polinomio es la cuarta suma parcial de la serie dada en (15). Ahora,

Py(=02) = 1 + (~02) + 7(~02 + £(~02)° = 08187

y por ello, e %2 ~ 0.8187. (22)
Después de esto, de acuerdo con (10) es posible escribir
eC
Rs@)| = 7 kl* < Sy
puesto que —0.2 < ¢ <0y ¢ < 1. La desigualdad

= 4
Ry(—0.2)| < J%L < 0.0001

implica que el resultado en (22) es exacto hasta tres lugares decimales.
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En la FIGURA 4.10.2 hemos comparado las gréficas de los polinomios de Taylor f(x) = e cen-
trados en a = O:

Bicy—1 oy s =14 -&-x-i—%xz ¥ =1 tx %xz +%x3.

Advierta en las figuras 4.10.25) y 4.10.2¢) que las graficas de los polinomios de Taylor P,(x) y
P5(x) son indistinguibles de la grifica de y = ¢* en una pequedia vecindad de x = 0.2.

o s e e S5 —1-Ual s SIS Hoe g5 |Los 1 15
a) b) c)
FIGURA 4.10.2 Gréficas de los polinomios de Taylor del ejemplo 5 B

En las Notas desde el aula de la seccién 1.5 se introdujo la nocién de integrales no elemen-
tales, a saber: una integral tal como [sen x* dx, donde sen x* no posee una antiderivada en la
forma de una funcién elemental. La serie de Taylor puede ser una ayuda cuando se trabaja con
integrales no elementales. Por ejemplo, la serie de Maclaurin que se obtiene al sustituir x por 5
en (17) converge para —c0 < x < ©0, y por ello, de acuerdo con el teorema 4.9.2,

6 10 14
i ot e OSSR B
fsenx dx = J'( 30 + 51 7 =+ )dx

3
B .
B TR TN T T G @3

=N JHeM:R Aproximacion utilizando una serie de Taylor

Aproxime fol sen x° dx hasta tres lugares decimales.

Solucién De (23) advertimos de inmediato que

- 5 7 11 15 1
e B e & e
Lsenxdx e Ta Sl Bl
I e dngisl
RS T T &

Por el teorema de la cota del error para la serie alternante, teorema 4.7.2, el cuarto término en la
serie (24) satisface

—_— 1 —
a4 =15 71~ 0.000013 << 0.0005.
Por tanto, la aproximacién
1
R s cal Esiss.
Lsenx dx 37 7.3 + 1.5 0.3103
es exacta hasta tres lugares decimales. | |

I Limites Una representacion de serie de potencias de una funcién algunas veces es iitil en el
cilculo de limites. Por ejemplo, en el estudio de limites trigonométricos se recurre a un sutil

! e gibs ; S
argumento geométrico para demostrar que lm[]) = 1. Pero si usamos (17) y la division entre
x observamos de inmediato que 5

el limite de cada uno
de estos términos es 0
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=
P e 01 1 S
Evalde lim——
x—0 X

Solucién  Observe que el limite tiene la forma indeterminada 0/0. Puede intentarse la evalua-

cion de este limite mediante la regla de L’Hépital. Pero en vista de (18), podemos escribir

5

e
= B (x FERT iy T ) también vea el problema 15 en los

[l’mx = LI = lim <« ejercicios 4.9 para la representacién
el % =0 o de tan~! x en serie de potencias

&

s e O

= lim 3 5 < se factoriza x° del numerador
A X ¥ se cancela

I Empleo de la aritmética de una serie de potencias En la seccion 4.9 se discuti6 la aritméti-
ca de la serie de potencias. esto es, las series de potencias pueden bésicamente manipularse de

manera aritmética igual que los polinomios,

En el caso en que las representaciones de las series

de potencia f(x) = Jby(x — a) y g(x) = Scp(x — a)f convergen en el mismo intervalo abierto
(@ =R a+R)para R >0 o (—oc, 00) para R = co, pueden obtenerse las representacio-
nes de la serie de potencias para f(x) + g(x) v f (x)g(x) a su vez, sumando las series y multipli-
cdndolas. La suma y el producto convergen en el mismo intervalo. Si dividimos la serie de poten-
cias de f entre la serie de potencias de g, entonces el cociente representa a f(x)/g(x) en alguna

vecindad de a.

S He N Serie de Maclaurin de tan x

Encuentre los primeros tres términos distintos de cero de la serie de Maclaurin de f(x)=tan x.

Solucion De (16) y (17) podemos escribir

3 5 g

A X A

SRk, ] Bl BT

tanx = = = 1 z

COS X X X X
Bl A

Entonces mediante divisién larga

1.2 i Bt g
I =ox F ok

Por consiguiente, tenemos

x—%xBJrﬁ =
e
Bl
2+
f—5x5+---

2
tan)c=x-l-lx3 + =+

3 15

Desde luego, el tltimo resultado pudo también obtenerse utilizando (7). Vea el problema 11
en los ejercicios 4.10. Después de trabajar en el ejemplo 8 se le recomienda leer ii) en las Notas

desde el aula.
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P,(x) es el polinomio de grado

n definido en (9).

www.FreeLibros.me

I Polinomios de Taylor (Redux) Anteriormente se introdujo la nocién de una aproximacion
lineal local de fen a dada por f(x) = L(x), donde

L(x) = f(a) + f(a)x — a). (25)

Esta ecuaci6n representa la linea tangente a la grifica de fen x = a. Como es un polinomio li-
neal, otro simbolo apropiado para (25) es

Py(x) = fla) + fl(@)(x — a). (26)

La ecuacién se reconoce ahora como el polinomio de Taylor de primer grado de fen a. La idea
detrés de (25) es que la linea tangente puede usarse para aproximar el valor de f(x) cuando x estd
en una pequefia vecindad de a. Pero, puesto que la mayoria de las gréficas tienen concavidad y
una linea tangente, no es posible esperar que un polinomio de grado superior proporcionaria una
mejor aproximacién a f(x) en el sentido de que su grafica estaria cerca de la gréfica de f sobre
un intervalo mas grande que contenga a a. Advierta que (26) tiene las propiedades de P y su pri-
mera derivada concuerda con f'y su primera derivada en x = a:

Play=fla y Pilo=rla.
Si deseamos que una funcién polinomial cuadritica
Px) = ¢ + ci(x — a) + olx — a)’
tenga las propiedades andlogas, a saber:
Pya) = fla), Pl@=f@ vy Pia=[f),
entonces, siguiendo un procedimiento similar a (1)-(5), se advierte que P> debe ser

Py(x) = f(a) + 'f—](L‘;—) i) = f—z(?i)(x — a2 27

Graficamente, esto significa que la gréfica de fy la gréfica de P, tienen la misma linea tangente
y la misma concavidad en x = a. Desde luego, se reconoce (27) como el polinomio de Taylor de
segundo grado. Se afirma que f(x) = P,(x) es una aproximacién cuadratica local de f en a. Al
continuar de esta manera se construye f(x) = P,(x), que es una aproximacién local de grado
n-ésimo de f en a. Con esta discusion en mente, el lector necesita prestar mayor atencion a las
eréficas de f(x) = cos x, Py, P>, P4y Pyp cerca de x = 0 en la figura 4.10.1a) y las aproximacio-
nes en la figura 4.10.15). También debe reexaminar la figura 4.10.2.

I Posdata. Un poco de historia EI teorema 4.10.2 recibe su nombre en honor del matemdtico
inglés Brook Taylor (1685-1731), quien publicd este resultado en 1715. Sin embargo, la férmu-
la en (6) fue descubierta por Johann Bernoulli casi 20 afios antes. La serie en (7) recibe su nom-
bre en honor al matemético escocés y estudiante de Isaac Newton, Colin Maclaurin (1698-
1746). No es claro por qué el nombre de Maclaurin se asocia con esta serie.

D, NOTAS DESDEELAULA

i) El método de la serie de Taylor para encontrar la serie de potencias de una funcién y la
prueba posterior de que la serie representa a la funcion tiene una gran y obvia desventa-
ja. La obtencién de una expresién general para la derivada n-ésima de la mayorfa de las
funciones es casi imposible. De tal modo, se presenta con frecuencia la limitacién de
determinar s6lo algunos de los primeros coeficientes c,. _ :

i) Es facil pasar por alto la importancia de los resultados en (6) y (7). Suponga que sc¢ desea
encontrar la serie de Maclaurin para f(x) = 1/(2 — x). Es posible, desde luego, utilizar
(7), 1o cual se le pide al lector en el problema 1 de los ejercicios 4.10. Por otro lado, el
Jector debe reconocer, de los ejemplos 3-5 de la seccién 4.9, que la representacion en 3
serie de potencias de f puede obtenerse utilizando series geométricas. El punto es:

« La representacién es unica. De tal modo que sobre su intervalo de convergencia,
una serie de potencias que representa a una funcion, independientemente de como
se obtuvo, es la serie de Taylor o de Maclaurin de esa funcién.
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m DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-10.

=Fundamentos

En los problemas 1-10, emplee (7) para determinar la serie de
Maclaurin de la funcién dada.

1
2

4. f(x) = In(1 + 2x)
6. f(x) =cos 2x

8. fx) = e

10. f(x) =cosh x

e e

3. f(x) =In(1 + x)
5. f(x) =senx

7. f(x) =ef

9. f(x) = senh x

En los problemas 11 y 12, emplee (7) para determinar los pri-
meros cuatro términos distintos de cero de la serie de Ma-
claurin para la funcién dada.

11. f(x)=tan x 12. f(x) = sen ' x

En los problemas 13-24, emplee (6) para determinar la serie de
Taylor de la funcién dada centrada en el valor indicado de a.

1
B f0 =15
1

a=4 Thig=2E p=1

15. flx) = PR =1

17. f(x) =senx, a = w/4

1608 — % 7 e

18. f(x) =senx, a= w/2

19. f(x) = cosx, a=m/3 20.f(x)=cosx, a=/6
21. f@) = &, a=1 22. fx) = e, a =%
23. = Inx g =2 24. flx)=In(x+ 1), a=2

En los problemas 25-32, utilice resultados, métodos o proble-
mas previos para determinar la serie de Maclaurin de la fun-
cién dada.

25 f)=e*
27. f(x) = x cos x

26. f(x) = x¢ ™
28. f(x) = sen x°

30. f(x) = mG +§)
32. f(x) = In(cos x)

29. f(x) = In(1 — x)
31. f(x) = sec’x

En los problemas 33 y 34, emplee la serie de Maclaurin como
una ayuda en la evaluacién de limite indicado.
¢ e

34. lim

33. lim—=
=0 1 — cosx

—0X — sen x
En los problemas 35 y 36, use adicién de series de Maclaurin

para e¢*y e para determinar la serie de Maclaurin de la fun-
cién dada.

35. f(x) = cosh x 36. f(x) = senh x

En los problemas 37 y 38, use multiplicacién para encontrar
los primeros cinco términos distintos de cero de la serie de
Maclaurin para la funcién dada.

37. f(x) =

(% G
T 38. f(x) = ¢ senx

En los problemas 39 y 40, utilice divisién para encontrar los

primeros cinco términos distintos de cero de la serie de

Maclaurin de la funcién dada.
e.‘(

39. fx) = ——

= 40. f(x) = sec x

En los problemas 41 y 42, establezca el valor indicado de la
integral definida dada.

e 1y |l =]
41. Lexdx—l_§+ﬁ‘&5+_"'
1
ot Lse%d"zl_ygﬁs-lsz_7~17z+”'
En los problemas 43-46, encuentre la suma de la serie dada.
43.1—%+%—%+--- 44.%—%+$—%+

En los problemas 47-50, aproxime la cantidad indicada utili-
zando el polinomio de Taylor P,(x) para los valores sefialados
de n y a. Determine la exactitud de la aproximacién.

47. sen 46°, n=2, a=m/4 [Sugerencia: Convierta 46° a
radianes. ]
48. c0s29°, n=2a=76 49.¢% n=4,a=0

50. senh(0.1),

51. Demuestre que la serie obtenida en el problema 5 repre-
senta a senx para todo valor real de x.

n=3,a=0

52. Demuestre que la serie obtenida en el problema 7 repre-
senta a " para todo valor real de x.

53. Demuestre que la serie obtenida en el problema 9 repre-
senta a senhx para todo valor real de x.

54. Demuestre que la serie obtenida en el problema 10 repre-
senta cosh x para todo valor real de x.

= Aplicaciones
55. Al nivelar una larga autopista de longitud L, debe hacer-
se una compensacion con respecto a la curvatura de la

Tierra.

a) Demuestre que la correccién de nivelacién y indicada
en la FIGURA 4.103 es y = R sec(L/R) — R, donde R es
el radio de la Tierra medido en millas.

b) Si Py(x) es el polinomio de Taylor de segundo grado
para f{x) = sec x en a = 0, utilice sec x = P,(x) para x
cercano a cero con el fin de demostrar que la correc-
cién aproximada del nivelado es y =~ L2/(2R).

¢) Encuentre el nimero de pulgadas de la correccion del
nivelado que se necesita para una autopista de 1 milla.
Emplee R = 4 000 mi.

d) Si se usa sec x = P4(x), entonces demuestre que la
correccion de nivelacion es

L. 5

YTER g
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Repita el cdlculo en el inciso c) utilizando la dltima
férmula.

—

FIGURA 4.10.3 La Tierra en el problema 55

Una onda de longitud L viaja de izquierda a derecha a tra-
vés de agua a una profundidad d (en pies), como se ilus-
tra en la FIGURA 4.104. Un modelo matemdtico que relacio-
na la velocidad vde laondacon Ly d es

ik
v = g—tanh (27”1).

29T L

a) Para agua profunda demuestre que v =~ VgL/2m.

b) Utilice (7) para determinar los primeros tres térmi-
nos distintos de cero de la serie de Maclaurin para
F(x) = tanh x. Demuestre que cuando d/L es pequefia,
v = Ved. En otras palabras, en agua poco profunda
la velocidad de una onda es independiente de la lon-
gitud de la onda.

= o

FIGURA 4104 Onda del problema 56

= Piense en ello

En los problemas 57 y 58, encuentre dos maneras, aparte
de utilizar (7), de determinar la representacion de la serie de
Maclaurin de la funcién dada.

5%

flx) = sen” x

58. f(x) = senx cosx

39!

60.

61.

62.
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Sin utilizar (6), encuentre la serie de Taylor para la fun-
cion f(x) = (x + 1)%¢* centrada en a = 1. [Sugerencia:
e.: = éx—!l—l ]

Discuta: ; f(x) = cot x posee una representacion en serie
de Maclaurin?

Explique por qué resulta lgico que las series de
Maclaurin (16) y (17) para cos x y sen x contengan solo
potencias pares de x y sélo potencias impares de x, res-
pectivamente. Después reinspeccione la serie de Maclau-
rin en (18), (19) y (20) y comente.

Suponga que se desea calcular f!%(0) para f(x) =
x* sen x°. Desde luego, podria utilizarse el enfoque de
fuerza bruta: recurrir a la regla del producto y cuando se
obtenga (a la larga) la décima derivada igualar x a 0.
Piense en una manera mds habil de determinar el valor de
esta derivada.

= Proyectos

63.

Un clasico matematico La funcién

x#0
x=0

f(x) = {g’—l/x :

aparece en casi todo texto de cdlculo. La funcién fes con-
tinua y posee derivadas de todos los Grdenes en todo
valor de x.

a) Emplee una calculadora o un SAC para obtener la grd-
fica de f-

b) Emplee (7) para determinar la serie de Maclaurin
correspondiente a f. Tendrd que recurrir a la definicion
de la derivada para calcular f'(0), £"(0), ... Por ejem-
plo,

: . fO + Ax) — f(0)
sl Ay et i

Podria ser de utilidad utilizar + = Ax y recordar la

regla de L'Hopital. Demuestre que la serie de

Maclaurin de f converge para toda x. ;La serie repre-

senta a la funcién f que la generd?

411 serie del binomio

I Introduccién La mayorfa de los estudiantes de matemdticas estin familiarizados con la
expansion binomial en los dos casos:

(1+x?=
(1 +xP =

1+ 2x + x?
14+ 3x + 3% + X

En general, si m es un entero positivo, entonces

(1+x)m=1+mx+fl(mT_1)x2+---

— o o™ X

mm—1Dm—2)-(m—n+1)
i i A (1

La expansion de (1 + x)™ en (1) se denomina teorema del binomio. Utilizando la notacién de

sumatoria, (1) se escribe

1+ 0" =

@

m m -



m

k) se define como

donde el simbolo (

por conveniencia este
término se define como 1

www.FreeLibros.me

m—k+1)=@m-—(k— 1))

NI - m\ _ m(m
(LRI

Estos niimeros se llaman coeficientes binomiales. Por ejemplo, cuando m = 3, los cuatro coe-

ficientes binomiales son

By Lo a iy Ty
HEEAL - RE

Si bien (2) tiene la apariencia de una serie, es una suma finita consistente en m + 1 términos que
finalizan con x™. En esta seccién se verd que cuando (1) se extiende a potencias 7 que no son «f Isaac Newton fue el primero

enteros positivos, el resultado es una serie infinita.

I Serie del binomio
real. De
f@) = +xy
Flo)=n(l +x7
Ty =nr 1Kl
8= e’ — D — 200 + xF 7

P =rnmr—-1)-@C—-n+DA+x"

—Dm—2)-(m—k+ 1)
k! ’

3\ 3G he— 3
BalgY e Sieal Bl

Suponga ahora que f(x) = (1 + x)", donde r representa cualquier nimero

f0)=1
f1=r
f10) = r(r — 1)

£1(0) = rir = 1)(r = 2)

fP0)=r(r— 1) (r—n+1)

advertimos que la serie de Maclaurin generada por fes

if”‘)(O)xk: il s D22 st B el e
P 20 31 z
-(]" R k o 1) k
X

k

i SO =)
=1+ ; k!
. N r kl

Eo@x

La serie de potencias dada en (3) se denomina serie del binomio. Advierta que (3) termina sélo
cuando r es un entero positivo; en este caso, (3) se reduce a (1). De acuerdo con la prueba de las

proporciones, la versién dada en el teorema 4.7 4,

. T r— 1 —n+ DF—nx"! 7l
e | n + 1)! rr—1)(r—n+ ¥
. \r—n|
:}}Lll;lcn+1|xi
f‘_l‘
=l L= [
Sl A
n

concluimos que la serie del binomio (3) converge para |x| < 1 0 =1 < x < 1 y diverge para
[x| > 1, esto es, para x> 1 0 x <—1. La convergencia en los puntos extremos x = =1 depende

del valor de r.

Desde luego no es una gran sorpresa aprender que la serie (3) representa la funcién f que la

generd. Se enuncia esto como un teorema formal.

411 Serie del binomio

227

que dio en 16635 la extension del

teorema del binomio (m un

entero positivo) a la serie del

binomio (m fraccionario y

niimeros reales negativos).
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Teorema 4.11.1 Serie del binomio

Si |x| < 1, entonces para cualquier nimero real r,

A+ = EE(;)xﬁ @

k=0

r r rir=2p=2) == 1)
e Libee

A3\ Xe N Representacion de una funcién mediante una serie del binomio

Encuentre una representacion en serie de potencias para f(x) = V1 + x.

Solucién Reescribiendo fcomo f(x) = (1 + x)"/? identificamos » = 1. Después se deduce de
(4) que para [x| < 1,

NI kxr= 1+ %x+ %x2+ %x3+---+ )
1 2 3
n

171 1/1 1
t sae 1) o sl el)Ewl)
:1+5 + o 2 4 3 Ly
I )0 Rl )
n!
- IS 1 -Bege o cam (ool HIES e S S =g )0
_]+2x 222!3( i : + (—1) =5 i

La tdltima linea se escribe utilizando la notacién de sumatoria como
= L 3512k~ 3
VIFa=1+1ic+ D1t k( L 3
2 s 2°k!

Suponga que la funcién en el ejemplo 1 ha sido f(x) = V4 + x. Para obtener la represen-
tacién en serie del binomio de f tendriamos que reescribir la funcién en la forma (1 + x)" facto-
rizando el 4 fuera del radical, esto es,

1 \/2 1 \2
o =Na +x= \/1(1 + Zx) = 2(1 + Zx) ,

Ahora es posible emplear (4) en la cual el simbolo x es sustituido por x/4. La serie resultante
convergeria entonces para |x/4| < 1o |x| < 4.

(A SN[ JHe 8 na formula de la fisica

En la teorfa de la relatividad de Einstein, la masa de una particula que se mueve a una velocidad
v relativa a un observador estd dada por

m = s (5)

;
1 — v?/
donde my es la masa en reposo y c es la velocidad de la luz.
Muchos de los resultados de la fisica cldsica no se cumplen para particulas, tales como elec-
trones, los cuales se mueven a una velocidad cercana a la de la luz. La energia cin€tica ya no es
K = lmgv? sino

2 — mgc’. (6)

Si identificamos r = —3 y x = —v?/c? en (5), tenemos |x| < 1, ya que ninguna particula puede
superar la velocidad de la luz. En consecuencia, (6) puede escribirse:
22
myC
E=——— Mo C?

Naltck e

= myc*{(1 + 072 — 1]

K = mc



www.FreeLibros.me

=

1 s 5
1y {(121+§x 16x F

of Ifw"Y Bt} 5"
me3(5) +3(2) (%) ]
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< ahora se sustituye
el valor por x

(7

En el mundo cotidiano donde v es mucho més pequefia que ¢, son ignorables los términos mdas
alld del primero en (7). Esto conduce al resultado cldsico bien conocido

s 1
0 2 b e b
K = myc {2(02)] = 5Mov.

3 NOTAS DESDE ELAULA

Al llegar al final de Ia discusion de series 1nﬁmtas es probable que el lector tenga la fuerte
impresion de que las series divergentes son inttiles. Nada de eso. Los mateméticos odian
que algo se desperdicie. Las series divergentes se usan en una teoria conocida como repre-
Sentaciones asintoticas de funciones. Ocurre algo como lo siguiente; una serie divergente

de la forma
ay + ay/x + ayfx® +
es una representacion asintética de la funcion £ si

ll'mx"[f(x) = S, 0] =0,

donde S,(x) es la suma parcial (n + 1) de la serie divergente. Algunas funciones unpor—

tantes en matemdticas aplicadas se definen de esta manera.

MESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-11

= Fundamentos

En los problemas 1-10, recurra a (4) para determinar los pri-
meros cuatro términos de una representacion en serie de poten-
cias de la funcién dada. Indique el radio de convergencia.

L@t 2. ) = VI=x

3. f = VO =% 1 o= \/_1_14___5

5. flx) = ﬁ 6. f(x) = T1x—_x?-

7. f&) = @ + 0 8. f(x) = ﬁg
9. flx) = ﬁ W= L7

En los problemas 11y 12, explique por qué el error en la apro-
ximacién dada es menor que la cantidad indicada. [Sugeren-
cia: Revise el teorema 4.7.2.]

11. (1 +x)1f"3==1+£; %xz,x>0
dim g
B o) 4 6

122061 ) 5= 2 +8x, 16

13. Encuentre una representacion en serie de potencias para
sen” ! x utilizando

sen ' x = J -1—dt.
) =%

14. a) Demuestre que la longitud de un cuarto de la elipse
x*/a® + y*/b* = 1 estd dada por L = aE(k), donde

E(k) 65
wf2
Ek) = J V1 — k% sen’ 6 46
yk* = (a® — b%/a® < 1. Esta integral recibe el nom-

bre de integral eliptica completa del segundo tipo.
b) Demuestre que

15. En la AGURA 4111 un cable colgante estd sostenido en los
puntos A y By soporta una carga distribuida uniformemen-
te (tal como el piso de un puente). Si y = (4d/I*)x* es la
ecuacion del cable, demuestre que su longitud estd dada por

_ 32d*
s=1+ 3l =

carga uniforme distribuida horizontalmente

FIGURA 4.11.1  Cable colgante del problema 15
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16. Aproxime las siguientes integrales hasta tres lugares 18. a) Suponga que
decimales.

0.2 12
a) J' V1 + X3 dx b) J V1 + x*dx
0 0

17. Por la ley de los cosenos, el potencial en el punto A en la

fy=1+rx + ___r(rf)—’ 1)x2 S

F rr— 1 r—n+1)
n!

x” + .-

FIGURA 4112 debido a una carga unitaria en el punto B es para |x| < 1. Determine f'(x) y xf"(x).
1/R = (1 — 2xr + r*)7'/2, donde x = cos 6. L.a expresion b) Muestre que
= 251 + r2)j1/2 se dice que es la funcién generadora B e e R
de los polinomios de Legendre P,(x), puesto que (n+1) o i =
(1 = 20r + ™V = X P Coe Meope o D
=0 = :

Recurra a (4) para determinar Py(x), Pi(x) y Pa(x). ¢) Demuestre que f/(x) + x 1) = rf(x).

d) Resuelva la ecuacion diferencial de primer orden
(1 + 0f ') = 1f(x)
sujeta a f(0) = L.
En los problemas 19 y 20, emplee (4) para determinar la

representacion en serie de potencias en x — 1 de la funcién
dada. [Sugerencia: 1 + x = Pt — ]

FIGURA 4112 Carga unitaria en el punto B del problema 17 19. f(x) = V1 +x 20. f(x) = (1 + JC)_2

Competencia final de la unidad 4

Las respuestas de problemas impares comienzan en la pagina RES-11.
A. Verdadero/falso

En los problemas 1-30, indique si el enunciado es verdadero (V) o falso (F).

1.-L o ST
. Al e
. La sucesion y 5-—— ( COnVerge.

Toda sucesion acotada converge.

Si una sucesion es no mondtona, es no convergente.
11

La sucesién { > } es no monotona.

= et

5. Sia, = Bparatodony a,/a, = 1 para todo n, entonces {a,} converge.

6. h’mLxL = () para todo valor de x.

n—00 1

7. Si {a,} es una sucesion convergente, entonces > a, siempre converge.
8. 0.999999... =1

. 2
9. Si Sa, = 3, entonces a, — 0 cuando # — 00.

10. Si a,, — 0 cuando n — o0, entonces > a; converge.

11. Si Sa; converge, entonces >, d; CONverge.

12. Si Xa, converge y >.b; diverge, entonces S(a, + by diverge.

(o]

13. E% converge para p = 1.0001.
el ;
14. La serie 1 + 5 + 3 + 3 -+ - - - diverge.

15. Si 3|ay| diverge, entonces > a; diverge.

16. Si Sap. a; > 0, converge, entonces X (— 1)*"'a, converge.

Sy el o
17. Si 3(—1)*"'a; converge absolutamente, entonces (= 1)“'-!(i converge.
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18. Si X b, converge y a; = by para todo entero positivo k, entonces ,a; converge.
i
a”l

19. Si lim

n—oo

= 1 entonces > a, converge absolutamente.

20. Toda serie de potencias tiene un radio de convergencia diferente de cero.
21. Una serie de potencias converge absolutamente en todo niimero x en su intervalo de conver-

gengiay Leus

22. Una serie de potencias >.¢,x* con un intervalo de convergencia [—R, R],R > 0, es una
funcidn infinitamente diferenciable dentro de (—R, R).

23. Si una serie de potencias >c.x* converge para —1 < x < 1 y es convergente en x = 1,
entonces la serie también debe converger en x = —1.

24. Si la serie de potencias Y.ax*, a; > 0, tiene el intervalo de convergencia [—R, R), R > 0,
entonces la serie converge condicionalmente, pero no absolutamente, en x =—R.

25. Puesto que [5%¢ " dx = 1, la serie 3;_qe * también converge a 1.

26. Laseriel-&-?—?—EJr?nLgﬁ =k Skt converge!

27. f(x) =1n x no puede representarse mediante una serie de Maclaurin.
28. Si la serie de potencias > c(x — 4)* diverge en x = 7, la serie diverge necesariamente en
x=4,

29. Si la sucesi6én {Zj-a.} converge a 10, entonces 5 a1

30. Sif(x) = 3,7 cu-1x* ! es la serie de Maclaurin de una funcién £, entonces f@(0) = 0.

B. Llene los espacios en blanco

En los problemas 1-12, llene los espacios en blanco.

1. Si {a,} converge a 4 y {b,} converge a 5, entonces {a,b,} converge a :
{a, + b,} converge a , {a,/b,} converge a y {a;} converge a

2. Lasucesién {tan ' n} converge a
o0 (_1 k+1
3. Para aproximar la suma de la serie alternante 2 R e a cuatro lugares decimales, sélo
k=1
se necesita utilizar la suma parcial -ésima.

4. La suma de la seric >, 4(2)*es
k=0

5. Sinesunentero, 1 =n = 9, entonces O.nan. .. = y por ello como un cocien-
te de enteros, 2.444444 ... =

6. La serie Zokil [tan ' k—tan"'(k + 1)] converge a

o0k
y > X o
7. La serie de potencias E ) Tepresenta a la funcién f(x) para toda x.
k=0%:

8. La representacién de la serie del binomio de f(x) = (4 + x)"/? tiene el radio de convergen-
cia
%0 k1
9. La serie geométrica 2 = converge para los siguientes valores de x:
k=1
k

=]
. X - . - L
10. Sie* = § 1 para todos los nimeros reales x, entonces una serie de potencias para e * =
k=0

=

X

5
; X : 2 x
11. Elintervalo de convergencia de la serie de potencias x — = + U heelies

|5,

12. Si o, —8 3(1 = %), entonces Eak =
k=1

k=1
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C. Ejercicios

En los problemas 1-12, determine si la serie dada converge o diverge.

s B S ek Toe

e =il+e* = o (n 2.5

= Vkln k 2 senk < k oo o
5y 6. 7. > —— 8.

Z o+ 4 .21 I k;\%cﬁ — 4k kzzk\/ln k

o S LR x (K)! = 1 = ( 3k )
Ofely' g (). . =12 N}

2‘1 Vk = (k) 21318+4k+6 Zlnkﬂ

En los problemas 13 y 14, encuentre la suma de la serie convergente dada.
o (—1 k=1 3 o0

TER O A ) MRS S
e R 10 S+ 11k +.30

En los problemas 15-18, encuentre el intervalo de convergencia de la serie de potencias dada.

o0 3k ) oo T = 0 ) o0 (Zx)k
15. > = 16512 =005 <1) 17. D kl(x + 5) 18. >,
k=1 k=l4 k=1 k=2 1[] k

19. Encuentre el radio de convergencia para la serie de potencias
i 2558 Gk 1)
Vel

&3-7-11 - (4k — 1)

20. Encuentre el valor de x para el cual S5 (cos x)* converge.

21. Para |a| > 1, encuentre la suma de la serie

i + é - é o
22. Determine si el siguiente argumento es valido. Si
SU— T 2 AR e entonces 28— A8 e G L
Al resolver 2§ = § — 1 produce § = —1.

En los problemas 23-26, determine por cualquier método los primeros tres términos distintos de
cero de la serie de Maclaurin para la funcién indicada.
1
23 ) =m——
V1 + x°
27. Encuentre la serie de Taylor para f(x) = cos x con centro en a = /2.

28. Demuestre que la serie del problema 25 representa a la funcién demostrando que R,(x) — 0
cuando n — o0.

24, f(x) = 5%; 25. f(x) = senxcosx  26. f(x) = ref dt
0

29. Una gran convencién de matematicos con gastos pagados aporta 3 millones a la economia
de 1a ciudad de San Francisco. Se estima que cada residente de la ciudad gasta % de su ingre-
so en la ciudad. De modo tal que la cantidad recaudada en la convencién, 3(%) = $2 millo-
nes, los gastan las personas de San Francisco en la ciudad. De esta tiltima cantidad, % se gasta
en la ciudad, y asi en lo sucesivo. A largo plazo, jcuanto gastan los residentes de San
Francisco en su ciudad como resultado de la convencion?

30. Si se invierten P délares a una tasa anual r de interés compuesto anualmente, el rendimien-
to S después de m afios es § = (1 + r)". Laregla del 70, que usan a menudo los agentes de
préstamos y los analistas de acciones, dice que el tiempo que se requiere para duplicar una
inversién ganando una tasa de interés r es aproximadamente 70/(1007) afios. Por ejemplo,
el dinero invertido a una tasa anual de 5% requiere aproximadamente 79/100(0.05) = 14
afios para duplicarse.

a) Muestre que el verdadero tiempo de duplicacién es In 2/In(1 + 7).

b) Utilice la serie de Maclaurin para In(1 + r) con el fin de deducir la regla del 70.

¢) Use los primeros tres términos de la serie de Maclaurin para In(1 + ) con el fin de apro- .
ximar esa tasa de interés para la cual la regla del 70 produce el verdadero tiempo de
duplicacion.



