Prologo

La presente recopilacion es el material para el curso trimestral de Probabilidad y Estadistica impartido por
José Antonio Climent Herndndez a los alumnos de las licenciaturas en ingenieria de la Divisién de Ciencias
Basicas e Ingenieria (DCBI) de la Universidad Auténoma Metropolitana, Unidad Azcapotzalco (UAM-A) a
partir del trimestre 2018-O. Las notas de curso incluyen temas fundamentales de un curso de Probabilidad y
Estadistica del tronco general (TG).

Las notas del curso de Probabilidad y Estadistica estdn dirigidas a los alumnos de las licenciaturas en
Ingenieria (Ambiental, Civil, Computacion, Eléctrica, Electrénica, Fisica, Industrial, Mecdnica, Metaldrgica
o Quimica) con los objetivos de interpretar y aplicar resultados tedricos.

Los requisitos incluyen conocimientos adquiridos en las unidades de ensefianza aprendizaje (UEA): Taller
de Matematicas, Complementos de Matematicas, Introduccién al Célculo, Célculo Diferencial y Célculo
Integral.

Las notas de curso son una recopilaciéon de temas que el autor estudié en la licenciatura de Actuaria en
los cursos: Probabilidad I y II, Estadistica I y II, Calculo Actuarial I y II, la revisién bibliografica para
elaborar la tesis de licenciatura Climent Hernandez (2001), la tesis de maestria Climent Hernandez (2004),
las notas de curso Climent Herndndez (2005) y la tesis de doctorado Climent Herndndez (2013), los cursos de
Estadistica I y II, Valuacién de Opciones, Matematicas Actuariales del Seguro de Personas I, Productos
Financieros Derivados I para la licenciatura de Actuarfa de la Facultad de Ciencias de Universidad
Nacional Auténoma de México (UNAM) durante los semestres 2001-2 al 2009-2, Probabilidad y Estadistica
para la licenciatura de Ingenieria de la Universidad Tecnolégica de México (UNITEC) en el trimestre 2014-1,
Estadistica Aplicada a la Administraciéon I para la licenciatura de Administracién de la UAM—A durante
el trimestre 2014-1, Investigacién de Operaciones II, Andlisis de Decisiones II, Ingenierfa Financiera y
Probabilidad y Estadistica de las licenciaturas en Ingenieria de la DCBI de la UAM—A en los trimestres 2016-1
y 2016-0, 2016-1, 2017-1 y 2017-0, 2018-0, 2019-P y 2020-I, respectivamente, ademés Introduccién a la
Demografia y a la Actuaria del diplomado en Sistemas de Pensiones impartido en el Centro Interamericano
de Seguridad Social (CISS) durante 2012 y 2013, Taller de Probabilidad y Estadistica y Laboratorio de
Probabilidad y Estadistica de la maestria en Ciencias Econémicas de la Escuela Superior de Economia (ESE)
del Instituto Politécnico Nacional (IPN) en los semestres 2013-B y 2014-A.

La revisiéon bibliografica estd integrada por Hoel, Port y Stone (1971), Mood y Graybill (1978),
Feller (1983), Canavos (1988), Devore (1998), Hernandez Arellano (2003), Hernandez del Valle y Herndndez
Lerma (2003), Devore (2008), Rincén Solis (2008), Hildebran y Ott (1998), Levin y Rubin (2004), Wackerly,
Mendelhall y Sheaffer (2008), Kazmier (1998), DeGroot y Schervish (2012), Rincén Solis (2017), Walpole,
Myers, Myers y Ye (2012), Johnson (2012) y Montgomery y Runger (2003).
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Las notas estin dirigidas para alumnos de licenciatura que estdn cursando Probabilidad o Estadistica y el
contenido estd presentado con un enfoque didactico y practico. Los resultados tedricos son presentados sin
demostracién formal y con ejemplos practicos para favorecer el aprendizaje con aplicaciones.

La UEA de Probabilidad y Estadistica, con la clave 1153001, es una UEA obligatoria (OBL) del TG de las
diez licenciaturas en ingenieria que son impartidas en la DCBI de la UAM—A. La UEA de Probabilidad y
Estadistica tiene caracteristicas que son presentadas en la tabla 1.

Tabla 1: Programa de estudios de la UEA de Probabilidad y Estadistica.

Clave 1153001
Créditos 9
Tipo TG
Horas tedricas 4.5
Horas practicas 0.0
Seriacion 1112029

La tabla 1 indica que el programa de estudios de la UEA de Probabilidad y Estadistica es de 9 créditos, 4.5
horas teéricas y estd seriada con la UEA de Célculo Integral (1112029).

Los objetivos generales estdn centrados en conocimientos, habilidades y actitudes para que al finalizar el
curso los alumnos sean capaces de:

1. Identificar la aleatoriedad de experimentos.
2. Organizar e interpretar datos y propiedades de eventos probabilistas y utilizar modelos comunes.

3. Analizar, plantear y resolver problemas de estimacién y de pruebas de hipétesis.
Los objetivos generales son alcanzados a través de temas incluidos en el contenido sintético siguiente:

1. Introduccién a la probabilidad y teoria de conjuntos.

Probabilidad axiomdtica, andlisis combinatorio y probabilidad condicional.
Variables aleatorias, funciones de probabilidad, esperanza matematica y varianza.
Distribuciones de probabilidad discretas y continuas.

Introduccién a la estadistica, variables y escalas de medicion.

Estadistica descriptiva, graficas, e intervalos de clase.

N ok wd

Estimacion puntual, por intervalos de confianza y tamafio de la muestra.

8. Pruebas de hipdtesis.

Las modalidades de conduccioén hacen referencia a que la UEA de Probabilidad y Estadistica es una clase
tedrica que se refleja en las caracteristicas presentadas en la tabla 1 con 4.5 horas tedricas y cero horas
practicas, la cual es impartida en modalidad de sistema de aprendizaje individualizado (SAI).
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Como parte de las modalidades de conduccién del proceso de ensefianza—aprendizaje:

1. Es requisito que los alumnos con apoyo del profesor, revisen y analicen al menos un texto técnico,
cientifico o de difusion en inglés que contribuya a alcanzar los objetivos del programa de estudios.

2. Se procura que los alumnos participen en la presentacién oral de trabajos, tareas u otras actividades
académicas desarrolladas durante el curso.

La referencia bibliografica necesaria que estd indicada en el contenido sintético y que el autor ha revisado es
Johnson (2012).

Las referencias bibliograficas recomendables que estdn indicadas en el contenido sintético y que el autor ha
revisado son: Canavos (1988), Devore (1998, 2008), Wackerly, Mendelhall y Sheaffer (2008), Montgomery
y Runger (2003) y Walpole, Myers, Myers y Ye (2012).

La UEA de Probabilidad y Estadistica del quinto trimestre es OBL del TG, es cursada por alumnos de las diez
licenciaturas en Ingenieria porque pertenece al TG y tiene como requisito las UEA siguientes:

1. Taller de Matemiticas' del primer trimestre del tronco de nivelacién académica (TNA).
2. Introduccion al Calculo del segundo trimestre del TG.
3. Calculo Diferencial del tercer trimestre del TG.

4. Calculo Integral del cuarto trimestre del TG.

Los conocimientos adquiridos en estas UEA permite plantear y resolver problemas de interés en Ingenieria
aplicando Aritmética, Algebra, Trigonometria, Geometria, Algebra Lineal, Calculo Diferencial e Integral
para adquirir conocimientos, habilidades y actitudes para identificar el comportamiento estocdstico de
eventos y aplicar modelos probabilistas con las distribuciones Bernoulli, binomial, geométrica, Pascal,
Huygens, Poisson, exponencial, Gauss y gama, para organizar, resumir y analizar informacién, estimar
parametros y realizar pruebas de hipétesis.

La version del 28 de noviembre de 2018 comenzé con 99 péginas.

La versién del 14 de noviembre de 2019 incluyé 8 capitulos, 4 apéndices, 146 pédginas, 95 ejemplos, 80
ejercicios, 21 tablas y 54 graficas.

La version del 7 de diciembre de 2021 contiene 8 capitulos, 4 apéndices, 218 péginas, 105 ejemplos, 90
ejercicios, 4 aplicaciones (andlisis combinatorio, distribucion binomial, distribuciéon Poisson y distribucion
Gauss), 29 tablas, 81 graficas, 86 referencias bibliogréficas e indice analitico.

Las notas de curso revisan temas relevantes para el curso, pero existen otros temas relevantes como:
esperanza condicional, varianza condicional, transformaciones de variables aleatorias, convergencia débil,
convergencia fuerte, convergencia en probabilidad, convergencia es distribucion, funcién generadora,
funcién generadora de momentos, funcién caracteristica, ley débil de los grandes nimeros, ley fuerte de
los grandes nimeros y las definiciones, proposiciones y teoremas relacionados.

Las notas estdn escritas en el sistema I4TEX y el autor agradece comentarios, sugerencias o correcciones para
mejorar el contenido y es posible enviarlos a la direccién jach@azc.uam.mx.

IEs posible acreditar por examen.
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Parte I

Probabilidad






Capitulo

Introduccion

El estudio de la teorfa de probabilidad comenzé en 1654 con el problema de la apuesta del juego de dados.
Gambaud envi6 a Pascal (1654) preguntas acerca del problema de los puntos. Pascal envié los problemas a
Fermat. Las soluciones se basaron en el principio de enumeracién de casos con probabilidades equivalentes
de ocurrencia. Huygens (1657a) escribi6 un tratado sobre los juegos de azar. Cardano (1663) public6 un libro
con temas de la probabilidad de los juegos de azar.

Problema 1. Cada uno de los dos jugadores selecciona un nimero del uno al seis donde ambos niimeros son
diferentes, los jugadores apuestan una cantidad en doblones de oro y el ganador es el jugador que selecciona
el nimero que aparece tres ocasiones antes que el nimero seleccionado por el adversario aparezca tres
ocasiones al lanzar un dado sucesivamente. Suponiendo que el nimero seleccionado por uno de los jugadores
ha aparecido dos ocasiones y el nimero del otro jugador sélo una vez, si se suspende el juego, ;cémo es
dividida la apuesta de 64 doblones de oro?

Entre 1654 y 1657 Pascal y Fermat plantean soluciones al problema 1 y a los problemas siguientes:

Problema 2. ;Cudntas veces es necesario lanzar un par de dados para que sea mas favorable obtener un par
de seises que no obtenerlo?

Problema 3. Los jugadores Py O lanzan alternadamente un par de dados, el juego comienza con el jugador P
lanzando el par de dados y si la suma de los nimeros es igual a seis, entonces el jugador P gana el juego.
En caso contrario el juego continda y el jugador Q lanza el par de dados y si la suma es igual a siete gana
el juego. En caso contrario el juego continda con el jugador P lanzando el par de dados bajo las condiciones
iniciales. ;Cudles son las probabilidades respectivas que cada jugador tiene de ganar el juego?

Problema 4. Los jugadores A y B poseen doce fichas cada uno y juegan a lanzar tres dados de forma sucesiva,
se establece que el jugador A entrega una ficha al jugador B cada vez que obtenga una suma igual a once
al lanzar los tres dados, mientras que el jugador B entrega una ficha al jugador A cada vez que obtenga una
suma igual a catorce. Si el ganador del juego es el primer jugador que tiene las veinticuatro fichas, ;cudles
son las probabilidades respectivas que cada jugador tiene de ganar el juego?

Huygens (1657a) encontré soluciones para los problemas 1y 2 y publicé las soluciones en De Ratiociniis in
Aleae Ludo que es la base para el cdlculo de probabilidades.



1. Introduccién

Bernoulli (1713) proporciond una definicién que estableci6 las condiciones necesarias para estudiar la teorfa
de probabilidad.

Kolmogorov (1931) y Kolmogorov (1933a) propuso los postulados para la teoria de probabilidad clésica.

1.1. Experimento aleatorio

En la naturaleza existen fendmenos o experimentos que son clasificados como:

1. Deterministas.

2. Aleatorios.
Definicién 1 (experimento). Un experimento es un proceso que conduce a un resultado especifico.

Definicién 2 (experimento determinista). Un experimento determinista es un proceso en donde las
condiciones en las que es realizado el experimento conducen a que el resultado esté determinado de
forma dnica.

Ejemplo 1 (movimiento uniforme). El movimiento con velocidad constante:
d
t

V=,

donde v es la velocidad, d es la distancia recorrida y ¢ es el tiempo necesario para recorrer la distancia. [

Definicion 3 (experimento aleatorio). Un experimento aleatorio & es un proceso en donde las condiciones
en las que es realizado el experimento conducen a que el resultado no esté determinado de forma tnica.

Ejemplo 2 (lanzamiento de un dado). El lanzamiento de un dado tiene el conjunto de resultados:
Q- {E.00888),
donde el conjunto Q contiene todos los resultados posibles del experimento aleatorio &. O

Definicién 4 (realizacién de un experimento aleatorio). La realizacién de un experimento aleatorio es la
repeticion del experimento aleatorio &.

Ejemplo 3 (lanzamiento de un dado dos o mas veces). El lanzamiento de un dado dos o mas veces es la
realizacion del experimento aleatorio &. U

Definicién 5 (evento). Un evento es un subconjunto del espacio muestra.

Ejemplo 4 (lanzamiento de un dado). El lanzamiento de un dado tiene al conjunto Q = {-J, (3, () (3 (I €8}
como resultados posibles y dos eventos relativos al experimento aleatorio del lanzamiento de un dado son:
1. A ={x|esun nimero par} = {(J,£J,EJ}, es decir A C Q.
2. B={x|es un nimero non} = {CJ,J,J}, es decir B C Q. O

La problematica en el cdlculo de probabilidades es medir la ocurrencia de un evento en la realizacién de un
experimento aleatorio &'

Definicién 6 (probabilidad). La probabilidad es una rama de las matematicas que estudia los experimentos
aleatorios.
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1.2. Espacio muestra

Definiciéon 7 (espacio muestra). El espacio muestra es el conjunto Q que estd formado por todos los
resultados posibles del experimento aleatorio &.

Ejemplo 5 (espacio muestra del lanzamiento de un dado). El espacio muestra del lanzamiento de un dado es
el conjunto:

Q={0,0,806,0) ={1,2,3,4,5,6).

Algunas referencias bibliograficas denotan al espacio muestra con & por sample space. U

1.3. Conjuntos

La teorfa de conjuntos proporciona los fundamentos para la teorfa de la probabilidad.

Definicién 8 (conjunto). Un conjunto es una coleccién de objetos.

Los objetos son entendidos en el sentido mas amplio de la palabra y no s6lo como elementos fisicos.
Definicion 9 (elemento). Un elemento es un objeto x que pertenece a un conjunto X, es decir x € X.
Definicién 10 (pertenencia). Six es un elemento del conjunto X, entonces x € X.
Definicién 11 (no pertenencia). Si x es un elemento que no pertenece al conjunto X, entonces x ¢ X
o-(xeX).
La cantidad de elementos que pertenecen a un conjunto X clasifica al conjunto como:

1. Finito.

2. Infinito.

Definicién 12 (cardinalidad de un conjunto). La cardinalidad de un conjunto es la cantidad de elementos que
tiene un conjunto X, es decir #X es la cardinalidad del conjunto X.

1.3.1. Definicion de conjuntos

Los conjuntos son definidos con los métodos siguientes:

1. Extension (listar cada uno de los elementos).

2. Comprensién (enunciar las propiedades de los elementos).

Ejemplo 6 (conjunto de los nimeros digitos definido con el método de extensién). El conjunto de los
nimeros digitos definido con el método de extensién:

D ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} .

La cardinalidad del conjunto D es #D = 10, es decir, el conjunto DD tiene 10 elementos. O
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Ejemplo 7 (conjunto de los niimeros digitos definido con el método de comprension). El conjunto de los
ndmeros digitos definido con el método de comprension:

Y={y|yesundigito} ={yeZ|0<y<9}={yeZ|-1<y<10},

donde el conjunto ¥ = D. O

Nota 1 (Y = D). El conjunto Y definido por comprensién estd expresado de tres formas diferentes que tienen
el mismo significado, la misma cantidad de elementos y la misma cardinalidad que el conjunto D.

1.3.2. Conjunto finito

Definicién 13 (conjunto finito). Un conjunto es finito si tiene una cantidad conocida de elementos.

Ejemplo 8 (conjunto finito). Sea X = {x ER|¥+3x+2= 0}. Calcular la cardinalidad de X, es decir, #X.

Solucion. La ecuacion x* +3x+2 = (x+2) (x+ 1) = 0, entonces las soluciones son x+2=00x+1 =0,
porlotantox; = —2o0x =—1, X = {x ER|X¥*+3x+2= O} = {—2,—1}, es decir X es un conjunto finito,
la cardinalidad de X es dos y #X = 2. U

1.3.3. Conjunto infinito

Definicién 14 (conjunto infinito). Un conjunto es infinito si es un conjunto no finito.

Ejemplo 9 (conjunto infinito). Un inversionista tiene un capital de $ 15,000 y tiene la oportunidad de invetir
una parte del capital a una tasa de interés del 7 % por unidad temporal y el resto a una tasa de interés del 8 %
por unidad temporal. Al final del periodo de inversion recibe mas de $ 1,125 de intereses, entonces calcular
el capital a invertir a la tasa del 7% y el resto al 8 %. Sea X la cantidad del capital que el inversionista invierte
a la tasa del 7 %, calcular la cardinalidad de X.

Solucion. El problema es planteado como una desigualdad lineal de una variable, donde x es la cantidad del
capital que es invertido al 7% y 1 — x es la parte complementaria que es invertida al 8 %. La solucién de la
desigualdad lineal 15,000 (0.07x+0.08 (1 —x)) > 1,125 estd indicando al inversionista que cantidad x del
capital tiene invertir al 7% y después deducir que cantidad 1 — x invertir al 8 %. Resolviendo la desigualdad
lineal de una variable 1,050x+ 1,200 (1 —x) > 1,125, se tiene que —150x > —75, entonces x < %, por lo
tanto la cantidad x del capital de $ 15,000 que es invertida al 7% es el conjunto X = {x eR|0<x< %}
que es el intervalo semicerrado [0, %), la cantidad del capital invertida al 7% es x € [0, %), es decir, el capital
a invertir al 7% es menor que $ 7,500 y la cardinalidad del conjunto X es no finita y no numerable, es
decir, #X — oo. O

Nota 2 (conjunto infinito). Si el espacio muestra Q considera tnicamente inversiones con centésimos,
entonces el espacio muestra es un conjunto finito porque X = {x € R|0.00 < x < 0.50} y #X = 50, por
lo tanto el espacio muestra no es tnico porque depende del objeto de estudio y del observador.

1.3.4. Conjunto vacio

Definicién 15 (conjunto vacio). Un conjunto vacio no tiene elementos y es denotado por @ o por @.

6
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Ejemplo 10 (conjunto vacio). Sea X = {x ER|¥+1= 0}. Calcular la cardinalidad de X, es decir, #X.

Solucién. La ecuacién x> + 1 = 0 tiene las soluciones complejas x; =1 =+/—1yxs = —1 = —/—1 =X, es
decir, X = {1,—1} € C, entonces X = {1,—1} ¢ R y no tiene solucién en los nimeros reales, por lo tanto X
es un conjunto vacio, X = 0 y la cardinalidad es cero, es decir, #X = 0. O

1.3.5. Conjunto universo

Definicién 16 (conjunto universo). El conjunto universo contiene inicamente a los elementos de la unién de
la familia de conjuntos considerados y es denotado por U.

Ejemplo 11 (conjunto universo). El conjunto de nimeros complejos C contiene al conjunto de nimeros
reales R que contiene al conjunto de nimeros racionales (Q que contiene al conjunto de nimeros enteros Z
que contiene al conjunto de nimeros naturales N. El conjunto C y el conjunto R contienen al conjunto de
los niimeros irracionales' Q°, entonces el conjunto universo U de los nimeros es representado por C. Lo
que significa que N C Z C Q C R C C, es decir, los conjuntos N, Z,Q,Q°, R son subconjuntos propios del
conjunto C y la unién de los conjuntos Q y Q° representada por el conjunto QQ° =R C C.

Solucion. El conjunto de los nimeros naturales N = {1,2,3,... } no es un conjunto cerrado con respecto a la
suma. Sea x+a = 0 donde a € N, entonces x = —a ¢ N, por lo tanto es necesario un conjunto que contenga
nimeros naturales N, nimeros negativos y al nimero cero.

El conjunto de los nimeros enteros Z = {...,—3,—2—1,0,1,2,3,...} no es un conjunto cerrado con
respecto al inverso multiplicativo. Sea gx = p donde p,q € Z y q # 0, de tal forma que p y ¢ son
primos relativos entre si, es decir, (p,q) = 1, entonces x = g ¢ 7, por lo tanto es necesario un conjunto
que contenga nimeros enteros y nimeros racionales Q.

El conjunto de los niimeros racionales Q = {r = g | p,q € Z donde g # O} no es cerrado con respecto a los
exponentes. Sea r = % € Q donde p,q #0y (p,q) = 1, entonces x> =2 ¢ Q, por lo tanto x; = 2 ¢ Q
yxo=—V2¢Q

Proposicién 1 V2 ¢ Q). El nimero V2 no pertenece al conjunto Q.

Demostracién. Suponiendo que v/2 € Qy que (p,q) = 1, entonces v/2 = % = p? =24, por lo tanto p® es un

ndmero par, es decir, p> = 2n'y p también es un nimero par, es decir, p = 2n, por lo tanto ¥n € N = p = 2n,
entonces 4n’> = 2q*> = ¢ = 2n?, por lo tanto ¢> es un niimero par y ¢ también es un niimero par, entonces p
y ¢ son niimeros pares, es decir, una contradiccién L porque si (p,q) = 1, entonces p y g no tienen factores
comunes, por lo tanto V2 ¢ Q. O

Los nimeros racionales Q tienen una representacién decimal que es alguno de los tipos siguientes:

1. Exacta.
2. Periddica pura.

3. Periddica mixta.

'Niimeros que son imposibles de representar como el cociente de dos niimeros enteros.
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3 1 3

7,15 € Q, entonces

2
5 > 7

2
Sean 3,

representacion decimal periddica pura y 1—12 = 0.083 tiene una representacion decimal periédica mixta.

= 0.4 tiene una representaciéon decimal exacta, 5 = 0.428571 tiene una

SeaC = {(x, y) ER? [ X2 +y? = 4} el conjunto que representa una circunferencia con centro en el origen del

plano cartesiano con radio de dos unidades. El conjunto C es presentado en la gréfica 1.1.

Griéfica 1.1: V2 ¢ Q.

La grifica 1.1 indica que la distancia d (-, -) entre los puntos O = (0,0) y A = (X,Y) es equivalente al radio de
la circunferencia r = d (0,A) = 2 si L& = 45°, entonces cos (&) = % donde la hipotenusa H del tridngulo
rectdngulo con vértices OXA y semejante al tridngulo rectangulo con vértices OAY es equivalente al radio de

la circunferencia, es decir, r = H = 2, por lo tanto x = 2cos (45) = 1.41421356237.

Por el teorema de Pitdgoras: H> = X2 +Y? y si ademds X =d (0,X) =d(0,Y) =Y, entonces 4 = 2X?, por

lo tanto X2 =2yA= <\/§,\/§> € R2,

El niimero v/2 no es posible de representar como un niimero racional de forma exacta, periédica pura o mixta

porque el teorema del binomio de Newton indica lo siguiente:

Teorema 1 (binomio de Newton). Sean a,b,n € R, entonces:

n

Z <n> dp"* sineN
k

Z <n> dv* sineR

i—o \k

Sin € Ry k € Z, entonces el coeficiente binomial estd dado por:

1 & nn—=1)---(n—k+1) n! )
« |mlemm= Kl T T
<k>: 1 Sik=0"
0 sik<0

(1.1)

(1.2)
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Sin € R, entonces el factorial estd dado por:

n—1 n
Hn—k:Hk:n(n—l)'-Q'l sineN
k=0 k=1

nl=41 sin=0- (1.3)
/ "exp(—t)dt=T(n+1) sineR
0
Por lo tanto (a+5b)" es un binomio de Newton. O

Por el teorema 1 (binomio de Newton) /2 = (1 -+ 1)% =1+ttt — Tt oo — Tt

es una serie (suma infinita) que oscila y converge a v/2 ~ 1.414213562373095 con quince digitos decimales.

El conjunto de nimeros que no es posible expresar como el conjunto de niimeros racionales Q es el conjunto
de los nimeros irracionales Q°, es decir, el conjunto de los nimeros irracionales es la negacion del conjunto
de los nimeros racionales =(QQ o el complemento Q° de éste.

La unién del conjunto de los nimeros racionales QQ y del conjunto de los niimeros irracionales Q¢ es denotado
mediante QJQ° y es el conjunto de los nimeros reales R = QJ Q.

Las soluciones anteriores indican que el conjunto de nimeros naturales N estd contenido en el conjunto de
ndmeros enteros Z, el conjunto de nimeros enteros Z estd, a su vez, contenido en el conjunto de niimeros
racionales QQ y el conjunto de niimeros racionales (Q estd contenido en el conjunto de nimeros reales R, lo
que simbélicamente es denotado N C Z C Q C R, por lo tanto Vn(n € N —+n € ZAn € QAn € R), ademas
se tiene que Vz(z € ZAz€ QAz € R) y finalmente Vr(r € QAr € R).

Nota 3 (Q y Q° son conjuntos ajenos). El conjunto de los nimeros racionales QQ y el conjunto de los nimeros
irracionales Q° no tienen elementos en comun, entonces la interseccion del conjunto Q y del conjunto Q° es
un conjunto vacio QM Q° = 0, es decir, son conjuntos ajenos.

Por lo tanto, el conjunto de los nimeros irracionales Q° resuelve la ecuacién x> = 2 porque x = ++/2 € Q°.

El conjunto de los nimeros reales R = QJQ° no es un conjunto cerrado con respecto a las potencias pares
de nimeros negativos. Sea x> + 1 = 0, entonces x> = —1 ¢ R porque (x—l— V-1 ) (x —v/—1 ) = 0, entonces
las soluciones conjugadas x; = v/—1 ¢ Ry xo = —/—1 ¢ R, es decir, las soluciones conjugadas x; =1 ¢ R
yxo = —1 ¢ R, donde 1 = v/—1 es la raiz imaginaria, por lo tanto es necesario un conjunto que contenga
nimeros reales y nimeros imaginarios, es decir, el conjunto de los nimeros complejos C.

El conjunto de los nimeros complejos C = {z = (x,y) |[z=x+yt} donde x,y ERe 1> = -1 01 =+/—1
resuelve la ecuacién x> 41 = 0, porque z =i = v/—1 y el niimero conjugado 7 = —i = —/—1 son soluciones
de la ecuacién x> 4 1 = 0, por lo tanto X = {1, -1} € C. O

1.3.6. Axiomas de la teoria de conjuntos

La teoria es presentada a partir de axiomas y siguiendo un razonamiento sistemadtico. Por lo tanto,
los objetivos son la generalidad en el planteamiento y la precision de la demostracion.

Definicién 17 (axioma). Una axioma es una proposicion légica que es admitida sin demostracién porque es
una premisa para deducir consecuencias y presentar resultados.



1. Introduccién

Las teorias son construidas con razonamiento l6gico partiendo de axiomas que son las premisas para deducir
consecuencias.

Axioma 1 (extensién). Los conjuntos A y B son iguales si tienen los mismos elementos:
Vx(x€A<+<>x€B)—+A=B.

Ejemplo 12 (conjuntos iguales). En el ejemplo 7 los conjuntos D y ¥ son iguales porque por el axioma 1 se
tiene que Vd (d € D <> d € Y), es decir, los conjuntos D y Y tienen los mismos elementos, entonces D =Y.

Solucion. Se comprueba que para todo elemento, si un elemento pertenece al conjunto ID es equivalente a
que el elemento pertenece al conjunto Y, por lo tanto, los conjuntos D y ¥ son iguales, es decir, D =Y. [

Axioma 2 (comprensién). Sea A un conjunto y sea P (x) una proposicién abierta en el conjunto A, entonces
existe el conjunto B, cuyos elementos son objetos en el conjunto A y que satisfacen la proposicién P (x).
Ejemplo 13 (axioma de comprensién). Sea X = {x€Z|0<x<9} ={0,1,2,3,4,...,9} el conjunto de
los nimeros digitos, sean P(x) = {x € X [x <5}y Q(x) ={x€ X |x=0 (mdd 2)} proposiciones abiertas
sobre el conjunto X, entonces el conjunto R = {x € X | x <5} = {0,1,2,3,4} satisface la proposicién P (x)
y el conjunto S={x € X |x=0 (méd 2)} = {0,2,4,6,8} satisface la proposicion Q (x).

Solucion. Los elementos del conjunto X que satisfacen la proposicién abierta P (x) son los elementos del
conjunto R = {0,1,2,3,4} y los elementos del conjunto X que hacen verdadera la proposicién abierta Q (x)
son los elementos del conjunto S = {0,2,4,6,8}. El conjunto R es un subconjunto del conjunto X que tiene la
notacién R C X, el conjunto X no es un subconjunto del conjunto R y es utilizada la notacién — (X C R). Los
elementos {0,2,4} son elementos en comtn de los conjuntos R y S, es decir, son elementos que pertenecen
a la interseccion de los conjuntos Ry Sy es utilizada la notacién RS = SR = {0,2,4}. O

1.3.7. Subconjunto

Definicién 18 (contencion). El conjunto A es un subconjunto del conjunto B si y sélo si todos los elementos
del conjunto A son elementos del conjunto B y la notacién es A C B.

Vx(xeA—x€B).
Ejemplo 14 (contencion). SeaA = {a,n € N|a=2n}ysea B= {b,nc N|b=2"}, entonces B C A.

Solucion. El conjunto A = {2,4,6,8,10,12,... } y el conjunto B={2,4,8,16,... }, entonces la definicién 18
(contencién) se satisface y Vx(x € B— x € A), por lo tanto B C A. U

1.3.8. Subconjunto propio

Definicion 19 (contencién estricta). El conjunto A es un subconjunto propio del conjunto B siy s6losiA C B
con A # By lanotacién es A C B.

10



1.3. Conjuntos

Ejemplo 15 (contencién estricta). SeaA ={a,n € N|a=2n}yseaB={b,n € N|b=2"}, entonces B C A.
Solucion. El conjunto A = {2,4,6,8,10,12,... } y el conjunto B = {2,4,8,16,... }, entonces se satisface la
definicién 19 (contencién estricta) y Ix(x € A — x ¢ B), lo que significa = (A C B), entonces A # B, por lo
tanto B C A.

El conjunto B esta contenido estrictamente en el conjunto A, es decir, B C A, A C N, entonces BCA CNy
la contencidn estricta es presentada en la grafica 1.2.

Grafica1.2: BC A CN.

La gréfica 1.2 indica que la definicién por el método de extension del conjunto A representa a los nimeros
naturales pares A = {2,4,6,8,10,12... } y que la definicién por el método de extensién del conjunto B
representa a las potencias naturales del nimero dos B = {2,4,8,16,32,... }, entonces B es un subconjunto
propio de A, es decir, B C A y A es un subconjunto propio de N, es decir, A C Ny porlotanto BCACN. [

1.3.9. Operaciones con conjuntos

Dados los conjuntos A y B son definidos los conjuntos siguientes:

1. Launién de los conjuntos A y B tiene la notacién A | B.
2. Lainterseccion de los conjuntos A y B tiene la notacién A B.
3. Ladiferencia de los conjuntos A y B tiene la notacién A \ B.

4. El complemento del conjunto A tiene la notacién A° = A’ = U\ A.

11
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1.3.10. Unién de conjuntos

Definicion 20 (unién de conjuntos). Sean A y B conjuntos diferentes del conjunto vacio (), entonces la unién
de los conjuntos A y B es el conjunto:

AUBz{x\xeAVxEB}z{x\xerxeB},
donde se satisface que Vx(x e A|UB > (x€eAVx€B))oVx(x e AUB<> (x€Aox€B)).

Ejemplo 16 (unién de conjuntos). La unién de los conjuntos A y B es el conjunto A|JB vy si la interseccién
de los conjuntos A y B es diferente del conjunto vacio @, es decir, A(\B # 0, entonces el conjunto A|JB
cuando A (B # 0 es el conjunto representado por la gréfica 1.3.

Griéfica 1.3: A|B cuando A B # 0.

La gréfica 1.3 representa la unién de los conjuntos A y B cuando A(\B # 0, es decir, los conjuntos A 'y B
tienen elementos en comun, representados por el conjunto A(B # 0. El conjunto A|JB estd formado por
los elementos que estdn en el conjunto A o en el conjunto B, es decir, por los elementos que estin sélo
en el conjunto A, por los elementos que estdn sélo en el conjunto B o por los elementos que estdn en los
conjuntos A y B simultineamente A B. O

Ejemplo 17 (AUB cuando ANB # 0). Sea R = {(x,y) € R? |y =x—1} el conjunto que representa la linea
recta R en el plano cartesiano R” y sea P = {(x, y)eR?|y=1 —x} el conjunto que representa la linea
recta P en el plano cartesiano R?, encontrar el conjunto R|JP que representa la unién de los conjuntos Ry P
e indicar si el conjunto R\ P # 0.

Solucion. El conjunto R(JP representa a dos lineas rectas en el plano cartesiano R>, R=x—1=1—x=P,
entonces x = 1 e y = 0, por lo tanto el conjunto RNP = {(x,y) € R* |[x=1Ay=0} = {(1,0)}, entonces
el conjunto R{JP tiene elementos {(x,y) € R? | (x,y) € RA (x,y) ¢ P} que pertenecen s6lo al conjunto R,
tiene elementos { (x,y) € R? | (x,y) € RV (x,y) € P} que pertenecen, de forma simultanea, a los conjuntos R
y Py también tiene elementos {(x,y) € R* | (x,y) ¢ RA (x,y) € P} que pertenecen sélo al conjunto P. Las
lineas rectas representadas por los conjuntos Ry P son perpendiculares (ortogonales), es decir, R L P porque

la linea R tiene pendiente mg = 1 y la linea P tiene pendiente mp = —1, por lo tanto las pendientes son
reciprocas y de signo contrario mgmp = —1. El conjunto R{JB cuando RN P # 0 esta representado en la
grafica 1.4.

12



1.3. Conjuntos

Grifica 1.4: R{JP cuando R(P # 0.

La gréfica 1.4 representa la unién de los conjuntos Ry P cuando PR # 0, es decir, los conjuntos Py R
tienen un elemento en comtin representado por el conjunto A(\B = {(1,0)}. El conjunto R(J P estd formado
por elementos que estan en el conjunto R o en el conjunto P, es decir, por elementos que estan sélo en
el conjunto R representados por la linea ascendente, por los elementos que estdn sélo en el conjunto P
representados por la linea descendente y por el elemento que estd simultineamente en el conjunto R y en el
conjunto P, es decir, en el conjunto R( P que est4 representado por el punto (1,0) € R2. O

1.3.11. Unién de conjuntos ajenos

Definicién 21 (conjuntos ajenos). Sean A,B conjuntos diferentes del conjunto @, entonces A y B son
conjuntos ajenos si A(\B = 0.

La unioén de los conjuntos A y B es el conjunto A |JB y si la interseccion de los conjuntos A y B es el conjunto
vacio 0, es decir, A(B = 0, entonces el conjunto A|JB cuando A (B = 0 es el conjunto representado por la
gréfica 1.5.

Griéfica 1.5: A|JB cuando ANB = 0.
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La gréfica 1.5 representa la unién de los conjuntos ajenos A y B, es decir, los conjuntos A y B no tienen
elementos en comun, entonces A(|B = 0.

Ejemplo 18 (A|UB cuando A(N\B=0). SeaX = {x ER|¥+3x+2> 0}, entonces el conjunto X tiene dos
conjuntos ajenos que son solucién de la desigualdad x* +3x+2 > 0, los conjuntos ajenos estdn representados
porelconjunto A={x € R| —oo <x < =2} =(—oo,—2] yelconjunto B={x e R | =1 <x < oo} =[—1,00),
por lo tanto el conjunto X = A|JB cuando A(B = 0 es la unién de los conjuntos disjuntos A y B, es decir,
los conjuntos A y B no tienen elementos en comun.

Solucion. Los elementos del conjunto X que satisfacen la proposicién abierta P (x) en el conjunto R son
los elementos del conjunto X = A|JB donde A\ B = 0. Resolviendo la igualdad y = f (x) = 0, es decir, los
elementos del conjunto W que satisfacen la proposicion abierta Q (x) =y =0, entonces W = {—2,—1} y el
eje de las abscisas X estd dividido en tres conjuntos:

. A={x€R| —eo<x < =2} = (—o0, —2].
2. N={xeR|-2<x<—-1}=(-2,-1).
3. B={xeR|—1<x<oo}=[—1,00).

Entonces Vx EACR — f(x) >0, Vxe NCR — f(x) <0y Vx€ BC R — f(x) > 0. Evaluando un
elemento de cada conjunto A, N y B se tiene que:

l. -3€¢A— f(-3)=2>0.
2. -3eN—f(-3)=—3<0.
3.0eB— f(0)=2>0.
Por lo tanto, X = A|JB = (—o0,—2]J[—1,0) es el conjunto de nimeros reales que satisface la proposicion

abierta P (x) = {x € R|x*+3x+2>0} en R. El conjunto A{JB cuando AN B # 0 estd representado en la
grafica 1.6.

2ﬁ,
H/ 14
B 0N
0
—1 L+

Griéfica 1.6: A|JB cuando A(\B = 0.
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La grafica 1.6 presenta los conjuntos A = {x € R | —eo <x < -2} y G = {(x,y) ER?*|x€AAy >0} ylos
conjuntos B={x € R| -1 <x< oo}y H={(x,y) € R* | x € BAy >0} que satisfacen la proposicién P (x)
en el conjunto R. Los conjuntos abiertos N = {x e R| -2 <x< -1}y 0= {(x,y) e R* |xe NAy <0}
no satisfacen la proposicién abierta P(x). El conjunto G|JH estd representando a los elementos de la
funcién f(x) = x> +3x+2 > 0y el conjunto A{JB estd representando a los elementos del dominio de
la funcién f(x) que satisfacen la la proposicién abierta P (x). Los conjuntos A y B son conjuntos ajenos,
igual que los conjuntos G y H. Por lo tanto, los conjuntos A|JB y G|JH son conjuntos disjuntos. U
Sean A # 0,B # 0 y C # @ conjuntos, entonces el conjunto A | JB tiene las propiedades siguientes:
Propiedad 1 (conmutativa). Sean A y B conjuntos, entonces A|JB = B|JA.

Propiedad 2 (idempotencia). Sea A un conjunto, entonces AJA = A.

Propiedad 3 (asociativa). Sean A, By C conjuntos, entonces (A{JB)JC =AU (BUC).

Propiedad 4. Sea A un conjunto, entonces AJ0 = 0JA = A.

Propiedad 5. Sean A y B conjuntos, entonces A C (A{JB).

Propiedad 6. Sean A y B conjuntos, entonces A C B< A|JB = B.

1.3.12. Interseccion de conjuntos

Definicién 22 (interseccién de conjuntos). Sean A y B conjuntos diferentes del conjunto vacio @, entonces la
interseccion de los conjuntos A y B es el conjunto:

AﬂB:{x\xeA/\xEB}:{x\xeAyxeB},

donde se satisface que Vx(x e A\B <+ (xEAAxEB))oVx(x eANB<> (x€Ayx€B)).

La interseccion de los conjuntos A y B es el conjunto A (B que estd representado por la grafica 1.7.

Grifica 1.7: ANB.

La gréfica 1.7 representa la interseccidn de los conjuntos A y B, es decir, los elementos que tienen en comtn
los conjuntos A y B. El conjunto A (B esta formado por los elementos que pertenecen simultdneamente al
conjunto A y al conjunto B.
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Ejemplo 19 (Q(P). Una aplicacién de la teoria de conjuntos a la ingenieria se presenta al encontrar el
punto de equilibrio de mercado cuando la funcién de la demanda es gp + pp — 4 = 0, donde ¢gp representa la
cantidad demandada, pp es el precio por unidad del bien o servicio y un proveedor oferta un bien o servicio
a través de la funcién de oferta q%) —2g0 —3po =0, donde go es la cantidad ofertada y po es el precio por
unidad del bien o servicio. Encontrar la cantidad g y el precio p de equilibrio (¢*, p*).

Solucion. El punto de equilibrio de mercado se presenta cuando la cantidad demandada gp es igual a la
cantidad ofertada ¢gp, es decir, cuando gp = gp y esto ocurre en las intersecciones de las curvas de oferta y
demanda. Las soluciones para las cantidades de equilibrio de mercado son obtenidas igualando la funcién

de la oferta pp = —q20 +2g0+ 3y lafuncién de la demanda pp = 4 — gp, entonces es obtenida la ecuacién de

3-8 3+\/§}
2 T (-

Los precios de equilibrio de mercado son obtenidos con la sustitucién de las soluciones del conjunto Q en
las funciones de oferta y demanda, entonces el conjunto solucién de los precios de equilibrio de mercado

esP= {p ER, | p=—¢*+2q+3Vp=4— q} = {SJ’T‘E, S_Tﬁ} Por lo tanto, el conjunto de equilibrio
de mercado es QNP = {(¢*,p*) €RL, | pp=po} = {(3_2‘/57 5+2\/§) ; (3+2\/§7 5_2\/5) } El conjunto de
equilibrio de mercado Q[ P estd representado en la grafica 1.8.

segundo grado ¢*> — 3¢+ 1 = 0 con el conjunto solucién Q = {q ER, | —3g+1= 0} = {

: _i) ~ (2.62,1.38)

Griafica 1.8: QN P.

La gréfica 1.8 presenta la linea 4 — g que representa al conjunto de la funcién de la demanda pp =4 —¢gp, la
parabola —g> + 24+ 3 representa al conjunto de la funcién de la oferta pp = —q%) +2qo + 3y los puntos estdn
representando a los elementos del conjunto Q[ P. Los dos elementos del conjunto P (") Q son factibles porque
ambos son nimeros reales estrictamente positivos, es decir, los dos puntos de equilibrio estan ubicados en
el primer cuadrante. Entonces con un precio p* = 3.62 existe una demanda por la cantidad ¢* = 0.38 de
bienes o servicios con ingresos de $ 1.38, con un precio de p* = 1.38 existe una demanda por la cantidad
equivalente a g* = 2.62 de bienes o servicios con ingresos de $ 3.62. El oferente tiene ingresos mayores por
ofertar 2.62 bienes o servicios a un precio de $ 1.38, que por ofertar 0.38 bienes a un precio de $ 3.62, es
decir, a un precio de $ 1.38 existen mas demandantes dispuestos a consumir los bienes o servicios que al
precio de $ 3.62. Por lo tanto, el conjunto QP = {(0.38,3.62),(2.62,1.38)} representa a los elementos
que satisfacen simultdneamente la demanda y la oferta. O
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Sean A # 0,B # 0 y C # 0, entonces el conjunto A B tiene las propiedades siguientes:

Propiedad 7 (conmutativa). Sean A y B conjuntos, entonces A(|B = B(A.

Propiedad 8 (idempotencia). Sea A un conjunto, entonces A(A = A.

Propiedad 9 (asociativa). Sean A, By C conjuntos, entonces (A(\B)(C =AN(BNC).

Propiedad 10. Sea A un conjunto, entonces A(10 = 0A = 0.

Propiedad 11. Sean A y B conjuntos, entonces (A(\B) C A.

Propiedad 12. Sean A y B conjuntos, entonces A C B < A(\B = A.

Demostracion. Para demostrar que A C B = A(B = A, entonces por hipdtesis A C B = Jz € A(B, por
la definicion 22 (interseccién de conjuntos) z € A Az € B, entonces como z € A = A(VBCA. Siz€A,
entonces por hipétesis ACB=zcAANzEB=7cANB=ACANB= A(\B = A. Para demostrar

que A(NB =A = A C B, entonces por hipdtesis A(\B=A = Jz € A = z € A(\B, por la definicién 22
(interseccién de conjuntos) z€ AAz€ B=A C B.Porlotanto A C B< A(\B =A. [l

Sean A # 0,B # 0 y C # 0, entonces los conjuntos A|JB y A\ B tienen las propiedades siguientes:
Propiedad 13 (absorcién). Sean A y B conjuntos, entonces A|J (A B) = A.

Propiedad 14 (absorcién). Sean A y B conjuntos, entonces A (AUB) = A.

Propiedad 15 (distributiva). Sean A, By C conjuntos, entonces A|J(BNC) = (AUB)N(AUC).
Propiedad 16 (distributiva). Sean A,By C conjuntos, entonces A((BUC) = (ANB)U(ANC).

Demostracion. Por la definicién 22 (interseccion de conjuntos) A(J(BUC) ={xeU|x€AyxeBJC}y
por la definicién 20 (uni6én de conjuntos) A((BUC) = {xcU|x€Ayx e BoxeC}, entonces por las
definiciones 20 y 22:

Aﬂ(AUB) ={xelU|xcAyxcBoxcAyxecC}.
AN (aUB) = {xeulxeaNBoxeanc} = (aNB)U(aNcC).

Por lo tanto, AN (BUC) = (ANB)UJ(ANCO). O

1.3.13. Diferencia de conjuntos

Definicién 23 (diferencia de conjuntos). Sean A y B conjuntos diferentes del conjunto vacio @, entonces la
diferencia de los conjuntos A y B es el conjunto:

A\B={x|x€eAANx¢B}={x|x€Ayx¢B},

donde se satisface que Vx(x e A\B<>x € AN (x€B))oVx(x e A\B<>xcAy—-(x€B)).
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La diferencia de los conjuntos A y B es el conjunto A \ B representado por la grafica 1.9.

Gréfica 1.9: A\ B.

La gréfica 1.9 representa la diferencia de los conjuntos A y B, es decir, el conjunto A \ B representa a los
elementos que pertenecen al conjunto A y no pertenecen al conjunto B.

Ejemplo 20 (N =R\ X). SeaN = {x ER|X¥*+3x+2< O}, entonces el conjunto N es la diferencia entre el
conjunto de los nimeros reales R y el conjunto X = {x ER|[X*+3x+2> 0}, es decir, N =R\ X es el
conjunto que satisface la proposicién abierta P (x) = {x R | ¥ +3x+2 <0}, N={xeR | -2 <x < —1}
es el conjunto que representa al intervalo abierto (—2,—1) que es la diferencia entre el conjunto de los
nimeros reales R y el conjunto X =A|JB,donde A={x€R | —o<x < -2} yB={xceR|—1<x<oo}
son los conjuntos que satisfacen la proposicién abierta Q (x) = {x ER|X*+3x+2> 0}.

Solucion. El conjunto N =R\ X es el intervalo abierto (—2,—1) porque R\ X = R\ (A|JB), entonces el
conjunto N =R\ ((—ee, —2]|J[—1,%0)) = (—2, —1) satisface la proposicién P (x) = {x € R | x* +3x+2 < 0},
como se observa en la gréfica 1.6 donde el conjunto N estd representado por el intervalo (—2,—1) y ademas
el conjunto de los nimeros reales R = (A|JB)UN, es decir, R = X [JN. U

Sean A # 0y B # 0, entonces el conjunto A \ B tiene las propiedades siguientes:

Propiedad 17 (unicidad). Sean A y B conjuntos, entonces A \ B = C donde el conjunto C es tdnico.
Propiedad 18 (neutro). Sea A un conjunto, entonces A\OD=Ay 0\ A = 0.

Propiedad 19. Sea A un conjunto, entonces A \ A = 0.

Propiedad 20. Sean A y B conjuntos, entonces A\B=0< A CB.

Propiedad 21. Sean A y B conjuntos, entonces A\B=A < A(\B = 0.

Propiedad 22. Sean A y B conjuntos, entonces (A\ B)((ANB) =0.

Propiedad 23. Sean A y B conjuntos, entonces (A \ B)|J(A(NB) = A.

Propiedad 24. Sean A y B conjuntos, entonces A\ (A\ B) = A B.
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1.3.14. Conjunto complemento

Definicion 24 (conjunto complemento). Sean U y A conjuntos diferentes del conjunto vacio @, entonces el
complemento del conjunto A es la diferencia entre el conjunto U y el conjunto A:

A°=A"=U\A={x|x¢ A},

donde se satisface que Vx(x e UN\A <> x € UA—(x€A)) oVx(x e U\A > x €Uy ~(x €A)).

El complemento del conjunto A es el conjunto A° = A’ = U \ A representado por la gréfica 1.10.

Grafica 1.10: AC.

La gréfica 1.10 representa al complemento del conjunto A, es decir, el conjunto A€ representa a los elementos
que no pertenecen al conjunto A.

Ejemplo 21 (A°). SeaN = {x € R | x> +3x+2 < 0}, entonces el conjunto N = {x e R | =2 <x < —1} esel
conjunto que satisface la proposicién abierta P (x) = {x ER|X*+3x+2< 0} en el conjunto de los nimeros
reales R, entonces el conjunto complemento del conjunto N es el conjunto N° = R\ N, es decir, es el conjunto
que satisface la proposicién abierta Q (x) = {x ER|X*+3x+2> 0} en el conjunto de los nimeros reales R,
por lo tanto N =R\ (=2,—1) = (—oo, 2] J[—1,0).

Solucion. El conjunto N =R\ N es el conjunto complemento del intervalo abierto (—2,—1), entonces
es la unién de los conjuntos ajenos A = {x ER| —co<x < -2} y B={x € R| —1 <x < o}, es decir, el
conjunto complemento de N es el conjunto N =X = (—eco, —2][J[—1,00), como se observa en la gréfica 1.6,
donde el conjunto N° estd representado por el conjunto A |JB en el eje de las abscisas (los elementos que no
pertenecen al conjunto N representan al conjunto N°). O

Sean A # 0 y B # 0, entonces el conjunto A® tiene las propiedades siguientes:
Propiedad 25 (involutiva). Sea A un conjunto, entonces (A€)° = (A¢)° = A.
Propiedad 26. Sea el conjunto 0, entonces 0 = U.

Propiedad 27. Sea el conjunto U, entonces U® = 0.

Propiedad 28. Sea A un conjunto, entonces A[JA® = U.

Propiedad 29. Sea A un conjunto, entonces A(A® = 0.

Propiedad 30. Sean A y B conjuntos, entonces A( (B = A\ B.

Propiedad 31. Sean A y B conjuntos, entonces A° C B¢ < B C A.
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1. Introduccién

1.3.15. Leyes de De Morgan

De Morgan (1847) demostré que si A y B son conjuntos, entonces los conjuntos (A|JB)® y (A(\B)‘ tienen
las propiedades siguientes:

Propiedad 32 (primera ley de De Morgan). Sean A y B conjuntos, entonces (A|JB) = A B.

Demostracion. Por las definiciones 22 (interseccién de conjuntos) y 24 (conjunto complemento):
C
<AUB) - {xGU|x¢AUB} —{reU|x¢Ayx¢B}={xclU|xcAyxcBY}=A B

Por lo tanto, (A|UB) = A°(B°. O
Propiedad 33 (segunda ley de De Morgan). Sean A y B conjuntos, entonces (A()B)¢ = A°|JB°.

1.3.16. Conjunto potencia

Definicién 25 (conjunto potencia). El conjunto potencia del conjunto €, denotado por 2, es el conjunto que
estd constituido por todos los subconjuntos posibles del conjunto Q y si #Q < oo, entonces:

#? = 2" (1.4)

donde #29 es la cardinalidad del conjunto potencia y #Q es la cardinalidad del espacio muestra.
Ejemplo 22 (conjunto potencia). Sea Q = {Q,{ &}, encontrar:

1. El conjunto potencia del conjunto Q, denotado por 2.
2. Calcular la cardinalidad del conjunto potencia, es decir, #2.

Solucién. El conjunto potencia 2 es obtenido comenzando por el conjunto @ C Q, después, los elementos
son ordenados individualmente, por pares y asi sucesivamente hasta obtener el conjunto €, entonces:

2% = {07{@}a{<>},{&},{@,0}7{@7&},{0,&}79}

La cardinalidad del conjunto 2 es #2? = 2% = 23 = 8, por lo tanto el conjunto 2 tiene ocho elementos:
el conjunto vacio 0, tres conjuntos con elementos ordenados individualmente, tres conjuntos con elementos
ordenados por pares y un conjunto con elementos ordenados por ternas, que es el conjunto . U

1.4. Relaciones

Definicion 26 (par ordenado). Sean x,y € A, entonces se tiene el conjunto de la forma:

(ey) = {{x}s v},

donde x es el primer componente y y es el segundo componente del par ordenado.
Los pares ordenados tienen las propiedades siguientes:
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1.4. Relaciones

Propiedad 34 (conjunto singular). Si x =y, entonces:

Vx,y(x=y—= (xy) = (xx) = {{x} {x.x}} = {{x} {x}} = {{x}}).
Propiedad 35 (conjunto identidad). Six,y, v,V € A, entonces:

Vx,y,0,V((x,y) = (v, V)< (x=vAy=V)=(x=vyy=V)).

1.4.1. Producto cartesiano

Definicién 27 (producto cartesiano). Sean X y Y conjuntos, entonces el conjunto X x Y de pares ordenados
denotado por:

XxY={(xy)|xeXAyeY}={(xy)|xeXyyeY}.

Ejemplo 23 (producto cartesiano). Sean X ={x e N|x=2nVn=1,23}yY ={yeN|y=2nVn=1,2}
conjuntos. Describir a los conjuntos X,Y y X x Y por el método de extension, calcular # (X x Y) y presentar
la grafica del conjunto X X Y en el plano cartesiano.

Solucion. Los conjuntos X,Y y X x Y descritos con del método de extension son X = {2,4,6},Y = {2,4}
y X xY =4{(2,2),(2,4),(4,2),(4,4),(6,2),(6,4)}. La cardinalidad del conjunto X x Y es #(X xY) =6.
Los seis pares ordenados estdn representados por el conjunto P = {(x,y) |x € X Ay € Y}, donde el eje X es
el eje de las abscisas y el eje Y es el eje de las ordenadas.

La grafica del producto cartesiano consta de seis puntos que estdn ubicados en el primer cuadrante (Vx,y > 0)
del plano cartesiano, representados por el conjunto X X Y que es presentado en la grafica 1.11.

5,,

4 + o ] )
B=(2,4) D=(44) F=(64)

3,,

21 () [ ] ]
A=(22) C=(42) E=(62)

1,,

0 —_—

Grafical.11: X x Y.

La grafica 1.11 presenta los seis puntos A = (2,2),B = (2,4),C = (4,2),D = (4,4) ,E = (6,2) ,F = (6,4)
que son los seis elementos del conjunto X x Y = {(2,2),(2,4),(4,2),(4,4),(6,2),(6,4)} que representa el
producto cartesiano de los conjuntos X = {2,4,6} yY = {2,4}. O
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1. Introduccién

Sean A # 0y B # 0, entonces A x B tiene las propiedades siguientes:
Propiedad 36 (no conmutatividad). Sean A, B conjuntos, entonces Va € A,b € Bcona# b —AXB# B XxA.

Propiedad 37 (principio de multiplicacién). Sean A, B conjuntos, si #4 =m y #B = n, entonces la cardinalidad
del producto cartesiano es # (A x B) = #A#B = mn.

Nota 4 (principio de multiplicacién). Sean A, B conjuntos, entonces # (A x B) = #A#B = #B#A = #(B x A).

El principio de multiplicacién es aplicado en los procesos de conteo (propuesto por Bernoulli 1713).
Propiedad 38 (principio de multiplicacion para n conjuntos). Sean Ay # 0@ Vk = 1,--- ,n donde #A; < oo,
entonces: \
#(A1 x Ay x - x Ay) = [ [#Ax- (1.5)
k=1

Ejemplo 24 (principio de multiplicacién). Un tenista que esta sirviendo tiene dos oportunidades:

1. Primer servicio.

2. Segundo servicio.
En el primer servicio tiene las resultados siguientes siguientes:

1. Un servicio as (sin respuesta) en el primer servicio y gana un punto.

2. Un servicio con devolucién del adversario (es posible ganar o perder el punto).

3. Un servicio fuera de la zona (falta) y tiene oportunidad del segundo servicio.

4. Un servicio dentro de la zona permitida pero que toc6 la red y repite el primer servicio.
Si el tenista comete falta en el primer servicio, entonces en el segundo servicio es posible obtener uno de los
cuatro resultados siguientes:

1. Un servicio as (sin respuesta) en el segundo servicio y gana un punto.

2. Un servicio con devolucién del adversario (es posible ganar o perder el punto).

3. Un servicio fuera de la zona (falta) en el segundo servicio y pierde un punto.

4. Un servicio dentro de la zona permitida pero que tocé la red y repite el segundo servicio.
Indicar cudntas formas posibles tiene el tenista para:

1. Ganar un punto.
2. Perder un punto.
3. Realizar un servicio sin ganar o perder el punto.

Solucion. Las formas posibles que el tenista tiene para:
1. Ganar un punto son:

a) Obtener un servicio as en el primer servicio.
b) Obtener un servicio con respuesta en el primer servicio y ganar el punto.
c) Cometer falta en el primer servicio y obtener un servicio as en el segundo servicio.

d) Cometer falta en el primer servicio, obtener un servicio con respuesta en el segundo servicio y
ganar el punto.

22



1.5. Ejercicios

2. Perder un punto son:

a) Obtener un servicio con respuesta en el primer servicio y perder el punto.

b) Cometer falta en el primer servicio, obtener un servicio con respuesta en el segundo servicio y
perder el punto.

¢) Cometer falta en el primer servicio y cometer falta en el segundo servicio.

3. Realizar un servicio sin ganar o perder el punto.

a) Cometer falta en el primer servicio.
b) Realizar un servicio dentro de la zona permitida pero que tocé la red y repetir el primer servicio.

¢) Realizar un servicio dentro de la zona permitida pero que tocé la red y repetir el segundo servicio.

Las resultados que el tenista tiene son presentados en el diagrama de arbol de la grafica 1.12.

: ®

Griéfica 1.12: Diagrama de arbol.

Por lo tanto, es posible que el tenista gane un punto de cuatro formas, que pierda un punto de tres formas y
que realice un servicio sin ganar o perder el punto de tres formas. O

1.5. Ejercicios

Ejercicio 1. Determinar un espacio muestra para los experimentos aleatorios siguientes:

1. La posicién de una particula que se mueve en un espacio tridimensional en un instante dado.
2. Lanzar un dado hasta obtener un (.
3. Lanzar tres monedas distinguibles (©O,®,®) al mismo tiempo.

4. Lanzar tres monedas indistinguibles (©,©,®) al mismo tiempo.
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1. Introduccién

5. Lanzar dos dados distinguibles (8,(3) y considerar los eventos siguientes:

a) A={(xy)|x+y="T}
b) B ={(x,y) | un dado obtiene un nimero par y el otro obtiene un nimero non}.
c) C=ANB.
d) D=B".
Ejercicio 2. Sea A = {x eER| 42x+1= 0}, calcular la cardinalidad del conjunto A, es decir, #A.
Ejercicio 3. Sea B = {x €cCl¥+1= O}, calcular la cardinalidad del conjunto B, es decir, #B.
Ejercicio 4. Sea R = {(x,y) € R* | (1,1)+1(1,1)Vr € R} yseaS= {(x,y) e R*[ (0,1) +7(1,1)Vr € R}.
1. Encontrar el conjunto T que representa la interseccion de R y S denotado por T = R(S.
2. Calcular la cardinalidad del conjunto 7', es decir, #7T .
Ejercicio 5. Dibujar un diagrama de Venn—Euler para cada caso:
1. SANB=0=A CB“.
2. SSACB=AU(B\A)=B8B.
3. Si(A°NB)UANB°) = (ANB)".
Ejercicio 6. Demostrar que AN (BUC) = (ANB)U(ANC).
Ejercicio 7. Demostrar que (ANB)N(ANB®)=(ANB)N(A\B) =0.
Ejercicio 8. Demostrar que A = (ANB)U(ANB®) = (ANB)U(A\B).
Ejercicio 9. Suponiendo que un juego con 20 cartas contiene 10 cartas rojas numeradas del 1 al 10, es decir,

el conjunto {1,,...,10,} y 10 cartas azules numeradas del 1 al 10, es decir, el conjunto {1,,...,10,} y son
seleccionados los conjuntos siguientes:

. A={x|x=2nV5>ne N} ={2,,4,,64,8,,10,,2,,4,,6,,8,,10,}.
2. B={x|xesazul} = {1,,2,,34,44,54,64,74,84,94,10,}.
3. C= {X ’ x < 5} = {1a72a73a74a7 1r72r73r74r}-

Describir el espacio muestra € y describir cada uno de los eventos siguientes:

1. AnNBNC.
2. BNC*.
3. AUBUC.
4. AN(BUCQ).
5. A°NB°NCe.
Ejercicio 10. Una persona:
1. Tiene 8 camisas, 5 pantalones y 2 pares de zapatos. Calcular las formas diferentes como la persona se
puede vestir combinando estas prendas (sin mezclar los pares de zapatos).

2. Tiene 6 blusas, 4 faldas y 3 pares de zapatos. Calcular las formas diferentes como la persona se puede
vestir combinando estas prendas (sin mezclar los pares de zapatos).
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Capitulo

Calculo de probabilidades

La probabilidad de un evento E es un niimero real en el intervalo cerrado [0, 1] que representa la frecuencia
de la ocurrencia del evento E cuando el experimento aleatorio & es realizado, es denotada por & (E) y es
una medida tal que 0 < & (E) < 1.

Son presentadas cuatro definiciones de probabilidad:

Probabilidad clasica (Laplace 1812).
Probabilidad geométrica (Arbuthnot 1692).
Probabilidad frecuentista (Bernoulli 1713).
Probabilidad subjetiva (Ramsey 1931).

Probabilidad axiomética (Kolmogorov 1933a).

A

2.1. Probabilidad clasica

Definicién 28 (probabilidad clasica). Sea E C Q donde #E < oo, entonces:

2 (E) = 2.1)

ma
donde & (E) es la probabilidad del evento E, #E es la cardinalidad del conjunto E y #Q es la cardinalidad
del conjunto Q.

La probabilidad clasica es conocida como probabilidad de Laplace, quien establecié6 formalmente los
principios y las propiedades para el cdlculo de probabilidades en un espacio muestra finito y con
probabilidades equivalentes.

Ejemplo 25 (seleccionar bolas de una urna). Un experimento aleatorio consiste en seleccionar una bola
de una urna regresando la bola a la urna. La urna contiene 2 bolas negras y 3 bolas blancas. Calcular la
probabilidad de que la bola seleccionada sea blanca y la probabilidad de que la bola seleccionada sea negra.
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2. Célculo de probabilidades

Solucion. El experimento aleatorio tiene el espacio muestra Q = {®,®,0,0,0}, entonces #Q2 =5y Vo € Q se
tiene que & () = £. Sean B = {b | b es una bola blanca} y N = {n | n es una bola negra}, entonces #B = 3
y #N = 2, por lo tanto, sustituyendo en la ecuacion (2.1) se tiene que & (B) = % yZ(N)= % O

La definicién 28 (probabilidad clasica) satisface las propiedades siguientes:

. 2(Q)=1.
2. P(A)>0y 2 (B)>0.
3. Z(AUB)=Z(A)+ & (B) cuando & (A(B) =0.

2.2. Probabilidad geométrica

Definicién 29 (probabilidad geométrica). Si un experimento aleatorio & tiene un espacio muestra Q C R”
con una medida definida y finita H (Q) < oo, entonces la probabilidad geométrica de un evento E C Q es:

P(E)= 7= (2.2)

donde & (E) es la probabilidad geométrica del evento E, H (E) es la medida del conjunto E y H (Q) es la
medida del conjunto Q (la aplicacién geométrica fue propuesta por Arbuthnot 1692).

La ecuacion (2.2) supone que el espacio muestra tiene probabilidades equivalentes; en el contexto de que la
probabilidad de observar la ocurrencia de un evento E depende de la medida H (E) y no del conjunto.

Ejemplo 26 (encuentro de dos personas). Las personas X y Y se citan en un lugar entre las 8 y las 9 horas y
acuerdan que el tiempo de espera es a lo mds de 15 minutos y hasta las 9 horas. Calcular la probabilidad de
que las personas coincidan durante la hora acordada.

Solucion. El tiempo de llegada de X es 8 < X <9, entonces Qx = {X |0 <X <60} y el tiempo de llegada
deY es 8 <Y <9, entonces Qy ={Y |0 <Y < 60}. Por lo tanto, la longitud de Qx y Qy es d(0,60) = 60.
SeaA={X|0<a<X<b<60} el evento que representa que X llega entre las a y las b horas, entonces
sustituyendo en la ecuacién (2.2), & (A) = &£.SeaB={Y |0 < ¢ <Y <d < 60} el evento que representa

que Y llega entre las ¢ y las d horas, entonces & (B) = %, como es presentado en la grafica 2.1.

9:00
8:50 1
8:40 +
[ Wik
8:30”B
8:20 ¢cC
8:10
a A Db
8:00 —o——¢—+—
8:00 8:20 8:40 9:00

Gréfica 2.1: Tiempos de espera de A y B.
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2.2. Probabilidad geométrica

La gréfica 2.1 presenta la longitud de A que representa al evento X, llegar entre las 8:15 y las 8:30 horas, es
decir d (a,b) = b — a que representa 15 minutos y la longitud del conjunto Q = X es 60 minutos; la longitud
de B representa al evento Y, llegar entre las 8:20 y las 8:35 horas, es decir, d (c¢,d) = b — a que representa 15
minutos y la longitud del conjunto Q =Y es 60 minutos.

Los tiempos de llegada a la cita estdn representados por la pareja (X,Y) donde 8 < X <9 es el tiempo de
llegadade X y 8 <Y <9 es el tiempo de llegada de Y, entonces los tiempos de llegada estdn representados
por el cuadrado 2 = X x Y que tiene un drea de 60 minutos cuadrados que es presentado en la grafica 2.2.

9:00

8:50 1

8:40
*d
8:30 1

8:20 ¢
8:10 + Q=Qy xQy=XxY

T a A b
8:00 +— ¢+
8:00 8:20 8:40 9:00
Griéfica 2.2: Tiempos de espera A X B C Q.

La grifica 2.2 presenta la medida de Q = Qy x Qy = X x Y, es decir, H (Q) que tiene un 4rea de 60°.

Si los tiempos de llegada son independientes, entonces & (A(\B) = (b*‘g#. Por lo tanto, si los tiempos

de espera de X y Y estdn ubicados en cuadrildtero A x B = (a,b) X (c,d), sin la restriccion de los 15 minutos
tiene el drea d(a,b) -d(c,d) y que ambas lleguen entre 8 y 9 estd representado por el conjunto Q =X x Y
que tiene el drea 60° como es presentado en la grafica 2.3.

9:00
8:50 1
8:40 4
*d
8:20 ¢c¢
8:10 Q:Q)(XQY:XXY
8:0077} } il \A\ g | | | } |

hd I I I I I I
8:00 8:20 8:40 9:00
Grifica 2.3: Tiempos de espera A(\B C Q.

La grafica 2.3 presenta la medida de Q = Qx x Qy = X x Y, es decir, H (Q) que tiene un drea de 60° y la
1

medida de A B, es decir, H (A(\B) que tiene un 4rea de 152, entonces & (ANB) = % = 15 = 0.0625 %.
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2. Célculo de probabilidades

Si X y Y coinciden en el lugar de la cita se satisface la condicién necesaria y suficiente |[X —Y| < 15,
entonces el encuentro de X y Y se encuentra en el drea (b —a) (b+a) = b> — a® porque' si X llega en el
instante 0 < a < 60, espera a Y hasta el instante b y después llega Y en el instante b+ a < 60.

9:00

8:50 1

8:40 4

8:30 1

8:20

8:00 8:20 8:40 ‘9:00
Grifica 2.4: Tiempos de espera X (Y C Q.

La gréfica 2.4 presenta la regién en donde X y Y coinciden entre las 8 y las 9 horas y la medida H (XY ) es

el drea 60 — 45, por lo tanto 2 (X Y) = 8" = LB — 1 — 04375 = 43.75 %, O

La definicién 29 (probabilidad geométrica) satisface las propiedades siguientes:
. 2(Q)=1.
2. Z(A) >0y Z(B) >0.
3. Z(AUB) = Z(A)+ & (B) cuando & (A(\B) =0.

2.3. Probabilidad frecuentista

Si un experimento aleatorio & es realizado n veces, registrando el nimero de ocurrencias del evento £ como
la frecuencia absoluta fg, entonces & (E) es calculada en funcién del nimero de ocurrencias acumuladas
del evento E, donde el nimero de ocurrencias acumuladas es la frecuencia acumulada Fg.

IEl resultado es equivalente a resolver:

60

+ 60t
15

45_ t(r —30)
0 2

60
_ 3,375 2,025 900 = 1,575,
45 2 2

60—x 60 60
/ 15+tdt—/ t—15dt+60/ 4= 18041
0 x 60—x 2

donde x es el tiempo de espera acordado por X y Y.
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2.3. Probabilidad frecuentista

Definicién 30 (frecuencia absoluta). La frecuencia absoluta del evento E es el nimero de veces que se
presenta el evento E en las n realizaciones del experimento aleatorio y es denotada por fr, la k—€sima
frecuencia absoluta del evento E es denotada por f; = 1; y es una funcién indicadora que indica si se
presenta o no el evento E en la k—ésima realizacion del experimento aleatorio, entonces f;, = 1 si se presenta
el evento E y fi = 0 si no se presenta el evento E, entonces:

n
fe =Y fi (2.3)
k=1
m m
SiQ = |J E; donde Vi # j se tiene que E;[E; = 0, entonces ), f; = n.
j=1 j=1

Ejemplo 27 (frecuencia absoluta). La UEA de Probabilidad y Estadistica del trimestre 2018-O (grupo CSI102)
inicié con 44 asistentes, 42 de alguna de las 10 licenciaturas en ingenieria y 2 de la licenciatura en disefio
industrial. El experimento aleatorio & consistié en preguntar a cada alumno a qué licenciatura pertenece y
registrar la respuesta. Los resultados de las 44 preguntas son presentados en la tabla 2.1.

Tabla 2.1: Licenciaturas del grupo CSI02 del trimestre 2018-O.

Alumno | Licenciatura Alumno | Licenciatura
1 | Electrénica 23 | Disefio
2 | Metalurgica 24 | Fisica
3 | Civil 25 | Electrénica
4 | Computacién 26 | Metaldrgica
5 | Ambiental 27 | Eléctrica
6 | Civil 28 | Computacion
7 | Quimica 29 | Disefio
8 | Industrial 30 | Civil
9 | Fisica 31 | Metaldrgica
10 | Quimica 32 | Mecanica
11 | Civil 33 | Fisica
12 | Metaldrgica 34 | Computacion
13 | Industrial 35 | Eléctrica
14 | Electrénica 36 | Ambiental
15 | Fisica 37 | Mecanica
16 | Fisica 38 | Mecanica
17 | Metaldrgica 39 | Eléctrica
18 | Computacion 40 | Computacién
19 | Metaldrgica 41 | Civil
20 | Fisica 42 | Metalirgica
21 | Metaldrgica 43 | Fisica
22 | Fisica 44 | Civil

Calcular la frecuencia absoluta para cada una de las once licenciaturas.
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2. Célculo de probabilidades

Solucion. El espacio muestra por clave de plan es Q = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,19,122}, que corresponde a las
licenciaturas: Ambiental, Civil, Eléctrica, Fisica, Industrial, Mecanica, Metaldrgica, Quimica, Electrénica,
Disefio y Computacién con los eventos A,C, E, F,I,M,T,Q,L,Dy O, entonces las frecuencias absolutas son:

fA:27 fC:67 fE:3 fF:87 f1:27 fM:37
fT:87 fQ:27 fL:37 fD:27 fOZS

La cardinalidad del espacio muestra es # = 11, entonces:

11
Y fi=24643+8+2+434842+34+245=44.
=

Por lo tanto, las licenciaturas con mayor frecuencia absoluta en el grupo CSI02 de Probabilidad y Estadistica
del trimestre 2018-O son Fisica con fr = 8 y Metaldrgica fr = 8. U

Definicién 31 (frecuencia relativa). La frecuencia relativa del evento E es el cociente de la frecuencia
absoluta del evento E y las n realizaciones del experimento aleatorio y es denotada por frg, entonces:

fre = f—E 2.4)
n
m m
Si Q= |J E; donde Vi # j se tiene que E;[E; = 0, entonces Y, fr; = 1.
j=1 j=1

Definicién 32 (frecuencia acumulada). La frecuencia acumulada del evento E es la suma de la frecuencia
absoluta del evento E hasta el k—€ésimo término de las n realizaciones del experimento aleatorio:

k
F=1Y f (2.5)
Jj=1

donde Fj es la frecuencia acumulada del evento E hasta el k—€simo término y f; es la frecuencia absoluta del
evento E en la j—ésima realizacién del experimento aleatorio.

Definicién 33 (frecuencia relativa acumulada). La frecuencia relativa acumulada del evento E considerando
hasta el k—€ésimo término de las n realizaciones del experimento aleatorio es el cociente entre la frecuencia
acumulada del evento E y las n realizaciones del experimento aleatorio y es denotada por Fry, entonces:

F
Fry = %, (2.6)
n

m m
SiQ = |J E; donde Vi # j se tiene que E;[E; = 0, entonces Y, Fr; = 1.
j=1 j=1
Definicién 34 (probabilidad frecuentista). Sea Fg el nimero de ocurrencias acumuladas del evento E en las
n realizaciones del experimento aleatorio, entonces:
F
P (E) = lim —=, (2.7)
n—o n
donde Z (E) es la probabilidad frecuentista del evento E, Fg es la frecuencia acumulada del evento E y n es
el nimero de realizaciones del experimento aleatorio.
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2.4. Probabilidad subjetiva

La definicién 34 (probabilidad frecuentista) presenta una aproximacion intuitiva de la probabilidad
frecuentista del evento E, es decir, & (E) ~ %E o equivalentemente &7 (E) ~ Frg. El concepto de
probabilidad frecuentista fue presentado por Bernoulli (1713).

Ejemplo 28 (probabilidad frecuentista del evento X). Utilizando la informacién de la tabla 2.1, ejemplo 27,
calcular la probabilidad del evento X = {x € X | x es alumno de Ingenieria Civil, Fisica o Metaldrgica} para
cada pregunta y presentar la grafica del experimento aleatorio para la probabilidad del evento X;.

Solucion. Calculando la frecuencia relativa acumulada del evento X se obtiene la gréfica 2.5.
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Grafica 2.5: Probabilidad frecuentista del evento X.

La grafica 2.5 muestra que la probabilidad frecuentista del evento X se aproxima a % O

La definicién 34 (probabilidad frecuentista) satisface las propiedades siguientes:
. 2(Q)=1.
2. Z(A) >0y Z(B)>0.
3. Z(AUB)=Z(A)+ & (B) cuando & (ANB) =0.

2.4. Probabilidad subjetiva

Definicién 35 (probabilidad subjetiva). La probabilidad subjetiva del evento E depende del conocimiento
que el observador tiene acerca del experimento aleatorio & (interpretacién propuesta por Ramsey 1931 y
formalizada por De Finetti 1937).

2.5. o-algebra

Una o—dlgebra es un conjunto que agrupa a todos los eventos de un experimento aleatorio & para los que
son definidas o calculadas probabilidades y que es cerrado bajo complementos y uniones numerables.
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2. Célculo de probabilidades

Definicién 36 (o—dlgebra). Sea .# # 0 una coleccion de subconjuntos de Q que satisface:

1. Qe &#.

2. SiIA€e F = A°c F.

3. SiAkeNeﬁ’: UAkEQ.
k=1

La primera condicidn indica que el espacio muestra pertenece a la coleccion .#, la segunda condicion asegura
que si A es un evento, entonces el complemento de este conjunto también es un evento y la tercera condicidn
indica que si existe una coleccién infinita numerable de eventos, entonces la unién de todos estos también es
un evento. Cada experimento aleatorio es asociado con una pareja (,.%) que estd compuesta por el espacio
muestra y una c—algebra de eventos.

Ejemplo 29 (c-dlgebra). Sea Q # 0, entonces los conjuntos .%; para k = 1,2,3 son subconjuntos del espacio
muestra €, donde cada .%; es una oc—algebra.

Solucion. Las o—algebras son:

1. Z; ={0,Q}, la c—dlgebra minima.

2. F={0,{A},{A°},Q} donde A° € Q.

3. %3 = 29, el conjunto potencia es la c—4lgebra maxima.
Las % satisfacen la definicién 36 (o—dlgebra), por lo tanto cada una del las .%; es una c—élgebra. [l
Ejemplo 30 (o—dlgebra). Sea Q = {0, ., M} ysea E = {e € Q|e= <}, encontrar la o—dlgebra minima,
la o—élgebra para el evento E y la c—algebra maxima.

Solucion. La o-dlgebra minima es % = {0,Q} y satisface la definicién 36 (c-élgebra), la c—dlgebra
parael evento E es .7, = {0,{0},{{ }, {M},Q} y satisface la definicién 36 (o—dlgebra) porque E€ € %, y
la c—dlgebra méaxima es el conjunto .73 =22 = {0, {Q}, {O}, {#}, {90, 0}, {0, 8}, {, M}, Q) y satisface
la definicion 36 (c—dlgebra) porque la realizacion infinita del experimento aleatorio & es un elemento del
conjunto potencia 2. O

La definicién 36 (o—dlgebra) indica que & (Q) =1, si 3Z (E), entonces 3FZ (E¢) y P (E¢) =1— P (E)
y si 3 (Exen), entonces 3% (Ey), P (Ea) , ...

Una o—délgebra agrupa a todos los subconjuntos de interés de € para calcular probabilidades y tal coleccién
es el dominio sobre el que estd definida una medida de probabilidad.

Definicién 37 (conjunto medible). Un conjunto medible es un conjunto E € .% tal que E es un evento del
experimento aleatorio &.

Definicion 38 (espacio medible). Un espacio medible es la pareja ordenada (Q,.%), donde Q es un espacio
muestra y .% es una c—algebra.

2.6. Probabilidad axiomatica

El estudio de la teoria de probabilidad fue formalizado cuando Kolmogorov (1933a) formulé un modelo
axiomatico que prevalece y que es el inicio de la teoria de la medida y de los procesos estocasticos.
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2.6. Probabilidad axiomatica

Definicion 39 (medida de probabilidad). Sea (£2,.%) un espacio medible y sea & : .% — [0, 1] una funcién
que satisface los postulados siguientes:

Z(Q)=1. (Axioma 1)
P(E)>0 VEecZ. (Axioma 2)

SiVEen € F y Vi# j se tiene que E;( E; = 0, entonces:
7 (U Ek> =) Z(E). (Axioma 3)
k=1 k=1

Las definiciones de probabilidad (clasica, geométrica y frecuentista) satisfacen los axiomas de la
definicién 39 (medida de probabilidad).

Definicion 40 (espacio de probabilidad). Un espacio de probabilidad es la terna ordenada (Q,.%,2%),
donde Q es un espacio muestra, .-# es una c—algebra y & es una medida de probabilidad.

2.6.1. Propiedades de la probabilidad

Los tres axiomas de la medida de probabilidad son el fundamento para demostrar las propiedades siguientes:

Proposicion 2 (probabilidad del evento imposible).
Z(0)=0. (2.8)

Proposiciéon 3 (principio de aditividad con eventos ajenos). Sea Ej una coleccién finita de eventos
mutuamente excluyentes dos a dos, es decir, E;(E; =0 donde n = 1,2,...,n, entonces:

P (U Ek> = Z P (Ey). (2.9)
k=1 k=1

Nota 5 (principio de aditividad con eventos ajenos). Sean A y B eventos tales que A(B = 0, entonces:
P (AUB) = P(A)+P(B). (2.10)

Ejemplo 31 (principio de aditividad con eventos ajenos). Los eventos A y B son mutuamente excluyentes, es
decir, ANB = 0 y presentan las probabilidades & (B) = 0.4y & (ANB°) =0.3. Calcular & (AUB).

Solucion. Por hip6tesis AN B = 0, entonces por la proposicion 3 (principio de aditividad con eventos ajenos)
es aplicada la ecuacién (2.10) y & (A) = & (ANB°), por lo tanto & (AUB) =0.44-0.3 =0.7. O

Proposicién 4 (probabilidad complementaria). Sea E un evento, entonces:

P(E)=1-P(E). (2.11)
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2. Célculo de probabilidades

Ejemplo 32 (probabilidad complementaria). El evento E presenta la probabilidad & (E) = 25—2 Calcular la
probabilidad complementaria del evento E, es decir, &7 (E€).

Solucion. Por la proposicién 4 (probabilidad complementaria) y aplicando la ecuacién (2.11), se tiene el
resultado siguiente: & (E€) =1— % =12 =0772~71.27 %. O

Proposicion 5 (probabilidad de la contencién). Sean A C B eventos, entonces:
Z(A) < Z(B). (2.12)
Proposicion 6 (probabilidad de la diferencia). Sean A C B eventos, entonces:
P (B\A)=Z(B)—Z(A). (2.13)

Ejemplo 33 (probabilidad de la diferencia). Los eventos D C G presentan las probabilidades &2 (D) = %
y Z(G) = 1. Calcular & (G \ D).

Solucion. Por la proposicion 4 (probabilidad complementaria) y aplicando la ecuacién (2.11), se tiene el

resultado siguiente: &2 (D) =1 — % = %; por la proposicién 6 (probabilidad de la diferencia) y aplicando

la ecuacién (2.13), 2 (G\D) = Z (G) — 2 (D) = 1 — 55 = 3 = 0.9545 ~ 95.45 %. O

Proposicion 7 (probabilidad de un evento). Sea E un evento, entonces:
0<Z(E)<1. (2.14)
Proposicion 8 (principio de aditividad). Sean A y B eventos, entonces:
@@U@:@W+@@—@@ﬂ@. (2.15)
Nota 6 (principio de aditividad). Sean A,B 'y C, entonces:
P AUBUC) =Z(A)+ Z(B)+Z2(C)— Z(ANB)— X (ANC)— Z (BNC)+ Z(ANBNC). (2.16)
Ejemplo 34 (principio de aditividad). Los eventos A y B presentan las probabilidades &2 (A) = 0.40,

Z(B)=0.50y & (ANB) = 0.20. Calcular la probabilidad de que:

1. Ocurra exactamente uno de los dos eventos A o B.

2. No ocurra ninguno de los dos eventos A o B.
Solucion. La probabilidad de que sélo ocurra A es &7 (A\ (ANB)), la probabilidad de que sélo ocurra B
es Z(B\ (ANB)) y la probabilidad de que no ocurran A y B es & (A° N B°), entonces:

1. Z(A\(ANB))+ Z(B\(ANB))=(04—0.2)+(0.5—-0.2) =0.5.

2. Z(A°NBY)=Z((AUB))=1-P(AUB)=1— (2 (A)+ Z(B)— Z(ANB))=1-0.7=0.3.
Por lo tanto, sustituyendo la ecuacién (2.13) de la proposicién 6 (probabilidad de la diferencia) y la
ecuacion (2.10) de la proposicién 3 (principio de aditividad con eventos ajenos) es obtenida la probabilidad

de eventos mutuamente excluyentes &2 (A \ (ANB))U Z (B\ (AN B)), entonces aplicando la proposicién 32
(primera ley de De Morgan) es obtenida &7 (A° N B®). O

34



2.7. Analisis combinatorio

Ejemplo 35 (principio de multiplicacién). La primera urna contiene tres corazones y cuatro espadas, la
segunda urna contiene siete corazones y seis espadas y la tercera urna contiene cuatro corazones y cinco
espadas. El experimento aleatorio & consiste de dos partes:

1. Seleccionar una urna al azar.

2. Seleccionar al azar un elemento de la urna seleccionada en la parte inicial.

Calcular la probabilidad de seleccionar un corazén.

Solucion. U; = {Q1,0,,03,81,8:,83,.8,}, Uy = {01,0,,03,04,05,06, 07,81, 82,83, 84, &5, 8¢ }
yUs ={91,02,03, 04, 81,8, 83,8, 85}, entonces #U; = 7,#U, = 13,#Us =9 y #Q = 29. Por hipétesis
son tres urnas, entonces la probabilidad de seleccionar una de las tres urnas es & (Uy) = % para k =1,2,3,
entonces por la la ecuacién (1.5) de la propiedad 38 (principio de multiplicacién) y la ecuacion (2.9), la

probabilidad de seleccionar un corazénes & (V) =1 (3+5+3) = % = 0.470492 ~ 47.05 %>. O

2.7. Analisis combinatorio

El experimento aleatorio & en un espacio muestra € que es equiprobable, donde #Q = n, entonces Ve € Q
tienen probabilidades equivalentes, es decir, & (@) = %, por lo tanto la probabilidad del evento E es:

(2.17)

donde & (E) es la probabilidad del evento E, #E es la cardinalidad del evento E y #Q es la cardinalidad del
espacio muestra (andlisis realizado por Pascal 1654, Huygens 1657a y Bernoulli 1713).

2.7.1. Muestras aleatorias ordenadas sin reemplazo

Definicién 41 (permutaciones de n en k elementos). Las permutaciones de n en k elementos son el nimero
de arreglos ordenados de k elementos tomados sin reemplazo que son formados a partir de n elementos
donde 0 < k < n € N, entonces:

k-1 n!
p(mk)zkljo(n—k):n.(n—l)...(n—k+1): (n_'k)!,

(2.18)

donde P (n,k) son las permutaciones de n en k elementos, n es el nimero de elementos del espacio muestra, k
es el nimero de elementos de los arreglos y Vn € N es definido el factorial® de n como n!.

2Los denominadores son primos relativos entre si, es decir, (7,9,13) = 1, entonces el minimo comtn miltiplo de 7,9 y 13
esmem (7,9,13) =7-3%-13 = 819, por lo tanto el denominador es 2,457.

n—1 n
3El factorial de n es definido como n! = [[ (n—k) =n(n—1)---(2) (1) = [] k, donde el factorial de cero es 0! = 1.
k=1
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2. Célculo de probabilidades

Ejemplo 36 (permutaciones de n en k elementos). Considerando cuatro cartas en Q = {Q, >, &, #}. Calcular
de cuantas formas diferentes son repartidas dos cartas (ordenadas y sin repeticion).

Solucion. Al repartir la primera carta existen cuatro posibilidades y al repartir al segunda existen sélo tres
posibilidades porque la primera carta no es reemplazada, entonces doce arreglos ordenados de dos elementos
son formados a partir de las cuatro cartas. Sustituyendo en la ecuacion (2.18):

4 4 4321

PO =G~ 2~ 20

P={{9,0} AV, &}, {0, 8} {0, 0}, {0, %} {C, 4} {%, O}, {&h, O}, {, 4}, {#,0} {4, O}, {4, &}}.

Por lo tanto, los doce arreglos de dos cartas estdn en el evento P. O

2.7.2. Muestras aleatorias exhaustivas ordenadas sin reemplazo

Definicién 42 (permutaciones de n elementos). Las permutaciones de n elementos son el nimero de arreglos
ordenados de n elementos sin reemplazo que son formados a partir de n elementos donde n € N, entonces:

Pin)=]](n—k)=n-(n—1)---- 2-1=n!, (2.19)

donde P (n) son las permutaciones de n elementos, n es el nimero de elementos del espacio muestray Vn € N
estd definido n!.

Ejemplo 37 (permutaciones de n elementos). Considerando tres cartas en Q = {O,{,&}. Calcular de
cuantas formas diferentes son repartidas las tres cartas (exhaustivamente, ordenadas y sin repeticion).

Solucion. Sustituyendo en la ecuacion (2.19):

P(3)=3!=6.
D={{90,0,%},{0.& 0},{0, %, 0}, {0,0,&} {40,001 {&%,0,01}.

Por lo tanto, las seis formas diferentes de repartir tres cartas estdn en el evento D. O

2.7.3. Muestras aleatorias ordenadas con reemplazo

Definicién 43 (ordenaciones con repeticién de n en k elementos). Las ordenaciones con repeticion de n en k
elementos son el nimero de arreglos ordenados de k elementos con reemplazo que son formados a partir de n
elementos donde k € N, entonces:

O (n,k) = nk, (2.20)

donde O (n,k) son las ordenaciones con repeticion de n en k elementos, n es el nimero de elementos del
espacio muestra y k es el nimero de elementos de los arreglos (k puede ser menor, igual o mayor que 7).
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2.7. Analisis combinatorio

Ejemplo 38 (ordenaciones con repeticién de n en k elementos). Si un byte estd compuesto por ocho bits y
cada bit tiene dos estados, entonces un byte es un arreglo ordenado de bits. Calcular el niimero de caracteres
que es posible representar con un byte.

Solucion. El espacio muestra es Q = {0, 1} ,#Q = 2 y cada byte tiene ocho bits, entonces sustituyendo en la
ecuacion (2.20):
0(2,8) =28 =256.

Por lo tanto, con un byte de ocho bits es posible representar 256 caracteres. U

2.7.4. Muestras aleatorias no ordenadas sin reemplazo

Definicién 44 (combinaciones de n en k elementos). Las combinaciones de n en k elementos son el niimero de
arreglos no ordenados de k elementos sin reemplazo que son formados con n elementos donde 0 <k <n €N,

entonces:
n n!
C(n,k) = =— 2.21
donde C (n,k) son las combinaciones no ordenadas sin repeticion de n en k elementos, n es el nimero de
elementos del espacio muestra y k es el nimero de elementos de los arreglos.

Ejemplo 39 (combinaciones de n en k elementos). Hay cuatro jugadores de tenis. Calcular cuantos equipos
de dobles (dos jugadores) diferentes existen.

Solucion. El espacio muestra es Q = {1,2,3,4} ,#Q = 4 y cada equipo cuenta con dos jugadores, entonces
sustituyendo en la ecuacién (2.21):

4 41 24
c42= (2) @2 4"

E={{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4} ,{3,4}}.

Por lo tanto, con cuatro jugadores existen seis equipos de dobles en el evento E. O

2.7.5. Coeficiente multinomial

Definicién 45 (coeficiente multinomial). El coeficiente multinomial de n elementos en m grupos es el nimero
de arreglos no ordenados de m grupos tomados sin reemplazo que son formados a partir de n elementos

m
donde n = Y k;ylos grupos 1 < j <n € N, entonces:
j=1

n n! n!

M(n,kj):< > = = , (2.22)
kiky-- kp n kil ki'ky!- - k!

LN

donde M (n,k;) es el nimero de combinaciones no ordenadas sin repeticién de n elementos en m grupos, n
es el nimero de elementos del espacio muestra, m es el nimero de grupos en los que esta dividido el espacio
muestra y k; es el niimero de elementos del j—€simo grupo.
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2. Célculo de probabilidades

Ejemplo 40 (coeficiente multinomial). Una organizacién cuenta con treinta miembros y tres comités, los
dos primeros comités estdn formados por doce miembros cada uno y el tercer comité esta formado por seis
miembros. Calcular el niimero de comités diferentes que existen.

Solucion. Sustituyendo en la ecuacion (2.22):

= 1'605,660,228,900.

M(30,kj):< 30 ) 30!

12126) — 1211216!

Por lo tanto, existen un billon seiscientos cinco mil seiscientos sesenta millones doscientos veintiocho mil
novecientos comités distintos. O

2.7.6. Aplicacion del analisis combinatorio

Suponiendo que cinco cartas de una baraja con trece nimeros N = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,0,K,A} y cuatro
simbolos S = {0, <, &, #} son repartidas, entonces es posible describir el espacio muestra con los eventos
posibles y calcular la probabilidad de cada uno de los eventos. La baraja estd representada en la tabla 2.2.

Tabla 2.2: Baraja con trece niimeros y cuatro simbolos.

20130 140 |50 |60 | 70 | 80 | 90 | 100 | JO | 00 | KO | AD
20 130 140 |50 [ 60 |70 [ 80 |90 | 100 [ IO | 00 | KO | AQ
2% [ 3% | 4% | Sk | 6% | Td | 8d | Ok | 10& | J& | O% | K& | Ad
20 |30 |40 | SA | 6h | Th | 36 |96 | 104 | JA | OA | K& | A

La tabla 2.2 presenta las 52 cartas de la baraja y si son repartidas cinco cartas es posible obtener alguno de
los eventos siguientes:

Quimera (cinco cartas con nimeros diferentes que no son consecutivos y con simbolos diferentes).
Un par (dos cartas con el mismo nimero y las otras tres con nimeros diferentes).

Dos pares (dos cartas con el mismo niimero, otras dos con otro nimero y otra diferente a las anteriores).
Tercia (tres cartas con el mismo nimero y las otras dos con nimeros diferentes).

Escalera (cinco cartas con nimeros consecutivos y simbolos diferentes).

Figura (cinco cartas con el mismo simbolo y nimeros que no son consecutivos).

Completo (una tercia y un par).

Péker (cuatro cartas con el mismo nimero y la otra con un nimero diferente).

A S RS A o

Botoén (cinco cartas con nimeros consecutivos del A al K y con el mismo simbolo).

H
e

Imperial (cinco cartas con nimeros consecutivos del 10 a A y con el mismo simbolo).

Por ejemplo: Quimera Q = {20,4{,5&%, 68,70}, es decir, un par, dos pares o tercia de un simbolo no son
eventos considerados en el juego. Un par U = {3&,3#,20, 5, AM}. Dos pares D = {3&,3#4,50,5),AM}.
TerciaT = {30,3&,38,50,AM}. Escalera E = {30 4, 5#,6,78}. Figura F = {30,50,60,100,00}.
Completo C = {99,9{,94,30,3&}. Péker P = {100, 10>, 10&, 10,50 }. Sin considerar comodines no
existen quintillas. Botén B = {4, 54 ,64,7#,84}. Imperial I = {10),JO, 00, KO,AQ
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2.7. Analisis combinatorio

El juego es ganado por el jugador que recibe el evento con menor probabilidad y en caso de que varios
jugadores tengan el mismo evento, el criterio de desempate es el evento con el mayor valor en funcién de los
nimeros, donde 2 <3< ... < 10<J < Q<K <A.

Ejemplo 41 (pdker). Suponiendo que son repartidas cinco cartas de una baraja con trece nimeros y cuatro
simbolos. Calcular:

1. La cantidad de manos que es posible repartir, es decir, el nimero de casos totales.
2. La cantidad de formas posibles de repartir cada uno de los eventos Q,U,D,T,E,F,C,P B,I.
3. La probabilidad de repartir cada uno de los eventos Q,U,D,T,E,F,C,P,B,1.

Solucion. Los célculos son realizados suponiendo que son repartidas cinco cartas de las 52 de la baraja.

1. La cantidad de manos que es posible repartir es el nimero de casos totales o la cardinalidad del espacio

muestra, es decir, #Q:
#Q = C(52,5) = 2'598,960.

Entonces existen 2°598,960 formas de repartir cinco cartas de una baraja con 52 cartas.

. La cantidad de formas posibles de repartir cada uno de los eventos Q,U,D,T,E,F,C,P B,1.

La cantidad de formas posibles de repartir una quimera es obtenida con cinco nimeros
diferentes C (13,5) y cuatro simbolos para cada uno de los cinco nimeros C° (4, 1) menos las escaleras
(cinco nimeros consecutivos y simbolos diferentes) E = C (10,1)C? (4,1) — (B+1), las figuras (cinco
cartas con el mismo simbolo y nimeros no consecutivos) F = C(13,5)C(4,1) — (B+1), los botones
(cinco nimeros consecutivos del A al K y con el mismo simbolo) B=C(9,1)C (4,1) y los imperiales
(cinco niimeros consecutivos del 10 al A y con el mismo simbolo) I = C (4,1):

#0=C(13,5)C%(4,1) — (C(IO7 1)C° (4,1)+(C(13,5) —C(9,1) — 1)C (4, 1)) = 1'302,540.
Es decir, existen 1°302,540 formas posibles de repartir una quimera.

La cantidad de formas posibles de repartir un par es obtenida con uno de los trece nimeros C (13,1)
y dos de los cuatro simbolos C(4,2), de los doce nimeros restantes son seleccionados tres C (12,3) y
cuatro simbolos para cada uno de los tres nimeros C> (4, 1), entonces:

#U =C(13,1)C(4,2)C(12,3)C? (4,1) = 1'098,240.
Es decir, existen 1°098,240 formas posibles de repartir un par.

La cantidad de formas posibles de repartir dos pares es obtenida con dos de los trece nimeros C (13,2)
y dos de los cuatro simbolos para cada uno de los dos ndmero C? (4,2), de los once nimeros restantes
es elegido un nimero C (11,1) y uno de los cuatro simbolos C (4, 1), entonces:

#D = C(13,2)C*(4,2)C(11,1)C (4,1) = 123,552.
Es decir, existen 123,552 formas posibles de repartir dos pares.

La cantidad de formas posibles de repartir una tercia es obtenida con uno de los trece ntimeros C (13, 1)
y tres de los cuatro simbolos C (4,3), de los doce ntimeros restantes son elegidos dos nimeros C (12,2)
y uno de los cuatro simbolos para cada uno de los dos niimeros C? (4, 1), entonces:

#T =C(13,1)C(4,3)C(12,2)C? (4,1) = 54,912.
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2. Célculo de probabilidades

Es decir, existen 54,912 formas posibles de repartir una tercia.

La cantidad de formas posibles de repartir una escalara E = {{A — 5} ,{2—6},...,{9—K},{10—A}}
es obtenida con las combinaciones C (10,1) y con uno de los cuatro simbolos para cada uno de los
cinco nimeros C° (4, 1) menos los botones B = C (9,1)C (4,1) y los imperiales I = C (4,1), entonces:

#E = C(10,1)C5(4,1) — (C(9,1)C(4,1) +C(4,1)) = 10,200.

Es decir, existen 10,200 formas posibles de repartir una tercia.

La cantidad de formas posibles de repartir una figura es obtenida con cinco de los trece nimeros con
el mismo simbolo C (13,5) y los cuatro simbolos C (4, 1) menos los botones B =C(9,1)C(4,1) y los
imperiales I = C (4, 1), entonces:

#F = C(13,5)C(4,1) — (C(9,1)C(4,1) +C(4,1)) = 5, 108.

Es decir, existen 5,108 formas posibles de repartir una figura.

La cantidad de formas posibles de repartir un completo es obtenida con una tercia, es decir, con uno de
los trece ndmeros C (13, 1) y tres de los cuatro simbolos C (4,3) y un par, es decir, de los doce niimeros
restantes es elegido uno C (12, 1) y dos de los cuatro simbolos C (4,2), entonces:

#C = C(13,1)C(4,3)C(12,1)C(4,2) = 3,744.

Es decir, existen 3,744 formas posibles de repartir un completo.

La cantidad de formas posibles de repartir un péker es obtenida con un cuarteto, es decir, con uno de
los trece niimeros C (13,1) y cuatro de los cuatro simbolos C (4,4), de los doce niimeros restantes es
elegido uno C (12,1) y uno de los cuatro simbolos C (4,1), entonces:

#P =C(13,1)C(4,4)C(12,1)C(4,1) = 624.

Es decir, existen 624 formas posibles de repartir un poker.

La cantidad de formas posibles de repartir un botén es obtenida con una escalera con mismo simbolo,
es decir, E = {{A—5},{2—6},...,{8—0},{9—K}} con las combinaciones C(9,1) y uno de los
cuatro simbolos C (4,1), entonces:

#B=C(9,1)C(4,1) = 36.

Es decir, existen 36 formas posibles de repartir un boton.

La cantidad de formas posibles de repartir un imperial es obtenida con la escalera E = {10 —A} y uno
de los cuatro simbolos C (4, 1), entonces:

#=C(4,1) =4.
Es decir, existen 4 formas posibles de repartir un imperial.
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2.8. Probabilidad condicional

3. La probabilidad de repartir cada uno de los eventos es presentada en la tabla 2.3.

Tabla 2.3: Probabilidad de repartir una mano de poker.

Evento | Cardinalidad | Probabilidad
1,302,540 0.501177
1,098,240 0.422569
123,552 0.047539
54,912 0.021128
10,200 0.003925
5,108 0.001965
3,744 0.001441

624 0.000240

36 0.000014

4 0.000002
2,598,960 1.000000

O ~| | = O = &= N8| T| D

La tabla 2.3 presenta los eventos posibles al repartir cinco cartas de una baraja con trece nimeros y
cuatro simbolos, es decir, con 52 cartas, la cardinalidad de cada uno de los eventos y la probabilidad
de cada evento, donde Q = QUUUDUTUEUFUCUPUBUIL.

Si X es alguno de los eventos posibles, entonces es posible comprobar que la ocurrencia de alguno de los
eventos satisface los axiomas de la definiciéon 39 (medida de probabilidad):

10

P(Q) =P <Lljxk> =Y 2(x)=1.
k=1 =1

k
@(Xk)zo VX/{EQ.
Q) =20Q)+2U)+ZD)+Z(T)+Z(E)+ P (F)+ 2 (C)+Z(P)+Z(B)+Z(I) =1.
Las soluciones representan la probabilidad de cada evento al repartir las cinco cartas y es posible extender

el juego cambiando hasta cinco cartas para obtener una mejor mano, problema que es una aplicacién de la
probabilidad condicional. O

2.8. Probabilidad condicional

Si un experimento aleatorio & estd compuesto por experimentos aleatorios que son realizados sucesivamente,
entonces los resultados de los experimentos sucesivos son:

1. Independientes.

2. Dependientes.
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2. Célculo de probabilidades

Definicion 46 (probabilidad condicional). Sean A y B eventos donde &7 (A) > 0, entonces:

P (ANB)

9(B|A):Wa

(2.23)

donde & (B | A) es la probabilidad condicional de B dado A, &7 (AN B) es la probabilidad de AN B, es decir,
la probabilidad de que A y B ocurran simultdneamente y &7 (A) es la probabilidad de A.

Ejemplo 42 (probabilidad condicional). La probabilidad condicional & (B|A) es una medida de
probabilidad, entonces satisface los axiomas de la definicién 39 (medida de probabilidad):

Solucion. Es suficiente comprobar que:

_ 2(em) _ 2(4) _
L 2(Q|A)= 250 = Z8 =1
2. Z(B|A)>0.

3. SiB;NB; =0, entonces & (BiUBy |A) =P (B |A)+ P (B2 | A). O

2.8.1. Propiedades de la probabilidad condicional

La probabilidad condicional & (B | A) satisface las propiedades siguientes:

Propiedad 39 (probabilidad condicional del evento imposible).
Z(0|A)=0. (2.24)
Propiedad 40 (probabilidad condicional complementaria).
P(B|A)=1—P(B°|A). (2.25)
Propiedad 41 (principio de aditividad).
P (B1UBy |A)= P (B |A)+ P (B2 |A)— P (B1NB2 | A). (2.26)

Ejemplo 43 (probabilidad condicional). Sea E un evento donde &7 (E) > 0y A y B dos eventos tales que,
dado que ocurre E, la probabilidad de que ocurra A es %, es decir, Z(A|E) = %, la probabilidad de
que ocurra B es 3, es decir, & (B |E) = § y la probabilidad de que no ocurran A 'y B (A°NB°) es 1, es
decir, Z (A°NB° |E) = %. Calcular las probabilidades de ocurrencia de que:

1. Al menos uno de los eventos A o B dado que ocurre E, es decir, Z (AUB | E).

2. Exactamente los dos eventos A y B dado que ocurre E, es decir, & (ANB| E).

3. Exactamente uno de los eventos A o B dado que ocurre E, es decir, & ((AUB)\ (ANB) | E).

Solucion. Aplicando la ecuacion (2.23) de la definicidn 46 (probabilidad condicional):

1. Por la propiedad 40 (probabilidad condicional complementaria) 2 (AUB |E)=1— 2 ((AUB)" | E),
entonces por la propiedad 32 (primera ley de De Morgan) 1 — £ ((AUB)° |E) =1— % (A°NB° | E),
entonces # (AUB|E)=1—1=3.

2. Por la propiedad 41 (principio de aditividad) & (ANB |E)= Z (A |E)+ Z (B|E)— Z(AUB|E),
entonces Z (ANB|E)=3+3—3=1.
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2.9. Independencia estocéstica de eventos

3. Z((AUB)\(ANB)|E) = Z(A\(ANB) |E)U Z (B\ (ANB) | E), entonces por la propiedad 41
(principio de aditividad) Z ((AUB)\(ANB)|E) = Z(A\(ANB)|E)+ Z(B\(ANB) |E) y
entonces Z (AUB)\ (ANB) |[E)=(3-%)+ (3 —3%) =3 O

It

Ejemplo 44. Un profesor realiza dos exdmenes, 90 % aprueba el primero y 70 % aprueba ambos examenes.
Calcular la probabilidad de seleccionar un alumno que aprueba ambos exdmenes, es decir, & (B | A).

Solucion. Sea A el evento aprobar el primer examen, B el evento aprobar el segundo examen y BNA el
evento aprobar ambos exdmenes, entonces & (A) = 0.9, % (ANB) = 0.7. Aplicando la ecuacién (2.23) de
la definicién 46 (probabilidad condicional):

Z(BNA) 0.7 =
PB|A)=—"=—=0T7~x77.78 %.
BlA)=—> A) 09 ’
Por lo tanto, la probabilidad de seleccionar un alumno que aprueba el segundo examen dado que aprobd el
primer examen es 77.78 %. U

Ejemplo 45 (probabilidad condicional de eventos independientes). Un experimento aleatorio & consiste
en lanzar un dado, los eventos son A = {3} y B = {(J,(],EJ}. Calcular las probabilidades condicionales
siguientes:

1. 2(B|A).
2. P(A|B).

Solucion. Aplicando la ecuacién (2.23) de la definiciéon 46 (probabilidad condicional), entonces son

obtenidas @(BmA):@(A)@(B|A):M=1—5yﬁ(AﬂB)Z«@(B)«@(AIB)ZMZTE

6

N

1. La probabilidad de que caiga un nimero impar dado que cay6 un tres es:

1
@(B|A):7“@g()izf) _ I :%.

L
6
2. La probabilidad de que caiga un tres dado que cay6 un un nimero impar es:

1
@(A|B):%:§:é.

—

Por lo tanto, la probabilidad de que caiga un nimero impar dado que cay6 un tres es un medio y la
probabilidad de que caiga un tres dado que cay6 un un nimero impar es un sexto. O

2.9. Independencia estocastica de eventos

La probabilidad condicional de un evento B dada la ocurrencia de un evento A es calculada en un espacio
muestra reducido, es decir, para el espacio muestra conformado por los resultados posibles del experimento
aleatorio en los que ocurre el evento A (propuesta por De Moivre 1710).

Definicién 47 (independencia estocéstica de dos eventos). Los eventos A y B son independientes (A_LB) si
y s6lo si:

P(ANB)=Z(A) P (B), (2.27)
donde & (AN B) es la probabilidad de AN B, & (A) es la probabilidad de A y & (B) es la probabilidad de B.
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2. Célculo de probabilidades

Afirmacion (independencia estocdstica de dos eventos). Si A y B son eventos independientes (A_LB),
entonces:

P (B|A) =2 (B) si Z(A) > 0.

P(A|B)=Z(A) si Z(B) > 0.

Es decir, la ocurrencia del evento A no afecta a la probabilidad del evento By, andlogamente, la ocurrencia
del evento B no afecta a la probabilidad del evento A.

Ejemplo 46 (independencia estocdstica de dos eventos). Si A y B son eventos estocdsticamente
independientes, no significa que los eventos son mutuamente excluyentes.
Solucion. Es necesario demostrar que si & (ANB)= P (A) P (B) # ANB=0.SeaA#0=ANQ=A,
entonces Z (ANQ) =P (A) Z(Q)=Z(A) yANQ =A # 0, es decir:

ZANQ)=Z(A)Z(Q) »ANQ=0.
Por lo tanto, la independencia estocéstica de A y B no significa que los eventos son ajenos. O
Ejemplo 47 (independencia estocéstica de dos eventos). Si A y B son eventos mutuamente excluyentes, no
significa que A y B son estocasticamente independientes.
Solucion. Es necesario demostrar que siANB =0+ & (ANB) = & (A) & (B). Sea & lanzar una moneda,
el evento A es © y A® es ®, entonces ANA =0y P (ANA®) =0, pero ¥ (A) ¥ (A°) = (%)2, es decir:

ANA =0 = P (ANAS) =0+ <%>2:@(A)@(A°):@(AOA°).

Por lo tanto, si A y B son ajenos no significa que los eventos son estocasticamente independientes. U

Ejemplo 48 (independencia estocastica de dos eventos). Las estadisticas indican que la probabilidad de que
un estudiante apruebe Quimica es 65 %, la probabilidad de que apruebe Fisica es 70 % y la probabilidad de
que apruebe ambas es 40 %. Sea Q el evento aprobé Quimica y F el evento aprobé fisica. Indicar si Q y F
son eventos estocasticamente independientes.

Solucion. Por hipétesis &7 (Q) = 0.65,Z (F) = 0.70 y £ (QNF) = 0.40, entonces aplicando la
ecuacion (2.27) de la definicién 47 (independencia estocdstica de dos eventos) se tiene que:

Z(QNF)=0.40#0.455=0.65(0.70) = 2 (Q) Z (F)..
Por lo tanto, los eventos Q y F no son estocdsticamente independientes. U

Definicién 48 (independencia estocdstica mutua de eventos). EI conjunto de eventos Agcy son mutuamente
independientes si satisfacen:

2
P (ﬂAk> =112 4. (2.28)

k=1 k=1
3 3
P (ﬂ Ak> =12 A). (2.29)
k=1 k=1

P (ﬁAk> i P (Ar). (2.30)



2.10. Probabilidad total

Existe una igualdad de la ecuacidn (2.28), si se satisface la igualdad, entonces los eventos son independientes
dos a dos. Existen C (n,3) igualdades de la ecuacion (2.29), si se satisfacen todas las igualdades, entonces los
eventos son independientes tres a tres. Existe una igualdad de la ecuacién (2.30), si se satisface la igualdad,
entonces los n eventos son independientes.

La independencia estocdstica de n eventos es probada comprobando las 2" —n — 1 igualdades* generadas por
las ecuaciones (2.28)-(2.30).

Es decir, si se satisface alguna de estas igualdades no significa que se satisface otra y los pares ordenados del
conjunto / = {(n, i) € N? | n es el ndmero de eventos ¢ i es el nimero de igualdades por satisfacer} tienen el
comportamiento siguiente: I = {(2,1),(3,4),(4,11),(5,26),(6,57),(7,120),(8,247),(9,502) }, entonces
para probar la independencia de 10 eventos es necesario comprobar 1,013 igualdades.

2.10. Probabilidad total

Definicion 49 (particion finita). Sea Q el espacio muestra de un experimento aleatorio &, entonces la
coleccién de eventos {Ej,...,E,} es una particién finita de Q si Vk = 1,...,n son satisfechas las
condiciones siguientes:

1. Si Ey # 0, entonces & (Ey) > 0.

2. Vi # j, entonces E;NE; = 0, es decir, son conjuntos mutuamente excluyentes (conjuntos disjuntos).

n
3. UE=Q.
k=1
Teorema 2 (probabilidad total). Sea {Ej,...,E,} una particién finita del espacio muestra Q de tal forma

que Vk=1,...,n se tiene que & (E;) > 0, entonces para todo evento B:
n
P (B) =), P (B|E) P (Ey), (231)
k=1

donde Z (B) es la probabilidad del evento B, &7 (B | E) es la probabilidad condicional del evento B dado el
evento E; y & (Ey) es la probabilidad del evento Ay. O

n
“La suma de las combinaciones de n en k elementos Y. C(n,k) = 2X y restando las combinaciones de n en k elementos
k

=0

1 n

para k =0, 1, es decir, restando Y, C(n,k) = 1+n, entonces Y. C(n,k) =2"—n—1.
k=0 k=2
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2. Célculo de probabilidades

Ejemplo 49 (probabilidad total). Una poblacién con 51 % de mujeres y 49% de hombres tiene 44 % de
hombres que realizan deporte y 31 % de mujeres que realizan deporte. Una persona es elegida al azar, calcular
la probabilidad de que la persona elegida realice deporte.

Solucion. Sea E1 = M el evento elegir una mujer, E; = H el evento elegir un hombre y D el evento elegir un
deportista, entonces por el teorema 2 (probabilidad total) y sustituyendo en la ecuacion (2.31):

2
PD)=), P (D|E) P (E) =P (D|E) P (E\)+ 2P (D| E) P (E).

k=1
31 [/ 51 49
D)=—|— =0.3737.
Z(D) 100 <100> T 100 100 <100> 0.373
Por lo tanto, la probabilidad de que la persona elegida al azar realice deporte es & (D) = 37.37 %. U

Ejemplo 50 (probabilidad total). La urna uno tiene dos bolas negras y tres bolas blancas y la urna dos tiene
cuatro bolas negras y una bola blanca. Una bola es extraida de la urna uno y es transferida a la urna dos y
después una bola es extraida de la urna dos. Calcular la probabilidad de que la bola extraida de la urna dos
sea negra.

Solucion. Sea E; el evento la bola transferida de la urna uno a la urna dos es negra, E, el evento la bola
transferida de la urna uno a la urna dos es blanca y N el evento la bola extraida de la urna dos es negra,
entonces por el teorema 2 (probabilidad total) y sustituyendo en la ecuacién (2.31):

2
- Z (N|E) P (Ey) =P (N|E) P (E))+ P (N|E) P (E).

441 2 4 3\ 1
L 033 %
4+1+1> <2+3>+<4+1+1> <2+3> 15 ’

Por lo tanto, la probabilidad de que la bola extraida de la urna dos sea negra es & (N) = 73.33 %. O

Definicion 50 (particién). Sea Q el espacio muestra de un experimento aleatorio &, entonces la coleccion de
eventos {E1,Ey, ..., } es una particién de Q si Vk = 1,.. ., son satisfechas las condiciones siguientes:

1. Si Ej # 0, entonces & (Ey) > 0.

2. Vi # j, entonces E;NE; = 0, es decir, son conjuntos mutuamente excluyentes (conjuntos disjuntos).

3. UEr=Q
k=1
Teorema 3 (probabilidad total). Sea {Ej,E5,...,} una particién del espacio muestra Q de tal forma

que Vk=1,2,..., se tiene que & (E}) > 0, entonces para todo evento B:
Z (B|E) 2 (E), (2.32)

donde & (B) es la probabilidad del evento B, &2 (B | E) es la probabilidad condicional del evento B dado el
evento E; y & (Ey) es la probabilidad del evento Ej (propuesto por Laplace 1812). [l
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2.11. Teorema de Bayes

2.11. Teorema de Bayes

Teorema 4 (Bayes 1763). Sea (Q,.7, %) un espacio de probabilidad y sea {Ej,Ey,..., } una particion del
espacio muestra Q de tal forma que Vk = 1,..., se tiene que & (Ey) > 0, entonces para todo evento B tal
que Z(B) >0yVm=1,...,fijo:

‘@(B ‘ Em) '@(Em)
L P (B|E) 2 (E)

P(Ey|B) = ) (2.33)

donde & (E,, |B) es la probabilidad condicional del evento E,, dado el evento B, & (B|E,) es la
probabilidad del evento B dado el evento E,, & (E,) es la probabilidad del evento E,,, & (B | E) es la
probabilidad del evento B dado el evento E; y & (Ey) es la probabilidad del evento Ej. O

Nota 7 (teorema de Bayes). La particién {E;,E>,...,} representa causales mutuamente excluyentes y
exhaustivas del evento B, es decir, una vez observado el evento B se determina cudl es la causa mas probable,
donde & (E,,) es la probabilidad de la causa E,, y & (B | E,,) es la probabilidad del evento B suponiendo
que E,, es la causa (Bayes 1763).

Ejemplo 51 (teorema de Bayes). Una poblacion con 51 % de mujeres y 49 % de hombres tiene el 44 % de
hombres que realizan deporte y 31 % de mujeres que realizan deporte. Una persona que realiza deporte es
elegida al azar, calcular la probabilidad de que la persona elegida sea:

1. Mujer.
2. Hombre.

Solucion. Sea Ey = M el evento elegir una mujer, £, = H el evento elegir un hombre y D el evento
elegir un deportista, entonces por el teorema 4 (Bayes) y sustituyendo en la ecuacién (2.33) es calculada
la probabilidad de que la persona que realiza deporte elegida al azar sea:

1. Mujer.
P (D|E) ? (E 3L (51 -
P (Ei| D)= - DIE)Z(E) _ e 1022 o~ = 0.472830175809 = 47.28 %.
Y 2 (D|E) 2 (Ey) o0 (00) + 700 (700)
k=1

Por lo tanto, la probabilidad de que la persona elegida al azar sea mujer dado que realiza deporte
es Z (M| D)=47.28 %.

2. Hombre.

2 (E, | D) = = 0.576933369012 ~ 57.69 %.

P (D|Ex)P(Ex) _ o (i)
2

0
£ 20|52 E) 0 lw) + o ()
k=1

Por lo tanto, la probabilidad de que la persona elegida al azar sea hombre dado que realiza deporte
es Z(H|D)=57.69 %. 0



2. Célculo de probabilidades

Ejemplo 52 (teorema de Bayes). Una prueba para detectar una enfermedad presenta probabilidades de un
falso negativo y de un falso positivo de @ =5 % donde 0 < o < 1. Suponiendo que la probabilidad de que
una persona elegida al azar estd enferma es 0 < p < 1y el resultado de realizar la prueba es positivo. Calcular
la probabilidad de que la persona estd enferma.

Solucion. Sea E; el evento la persona elegida estd enferma, E, el evento la prueba resulta positiva,
entonces por hipdtesis la probabilidad de que la prueba resulte negativa dado que la persona estd
enferma es & (ES | E), la probabilidad de que la prueba resulte positiva dado que la persona no estd
enferma es & (E; | EY) y la probabilidad de que la persona estd enferma es & (E;) = p.

Entonces por el teorema 4 (Bayes), la probabilidad de que la persona estd enferma dado que la prueba es
positiva es:

P (B |E)P(E) P (Ey| E1) P (Er)
PENIRI =0 T P E) 2B+ P (B E) P (B
P (E) | Ey) = (1-a)p 0.95p 0.95p

(1-2a)p+a 095p+0.05(1—p) 0.90p+0.05

Si la probabilidad p se aproxima a cero, dado que la prueba resulta positiva, la probabilidad de que la persona
esté enferma también se aproxima a cero. Si p = 0.006, entonces & (E; | E») = 0.1029, es decir, existe
menos de 11 % de probabilidad de que la persona esté enferma si la prueba es positiva. La probabilidad de
que la persona esté enferma es elevada para valores de p > 0.10. Si p = 0.2, entonces & (E; | E») = 0.8261,
es decir, existe mas de 82 % de probabilidad de que la persona esté enferma si la prueba es positiva.

Las probabilidades de que la persona esté enferma dado que el resultado de la prueba es positivo en funcién
de la probabilidad 0 < p <1 de que la persona elegida al azar estd enferma es presentada en la tabla 2.4.

Tabla 2.4: Probabilidad de que una persona estd enferma dado que la prueba es positiva.

p Z(E\ | E2) p | Z(E|E) p_| Z(A1|A)
0.0000 0.0000 0.00 0.0000 0.00 0.0000
0.0010 0.0187 0.01 0.1610 0.10 0.6786
0.0020 0.0367 0.02 0.2794 0.20 0.8261
0.0030 0.0541 0.03 0.3701 0.30 0.8906
0.0040 0.0709 0.04 0.4419 0.40 0.9268
0.0050 0.0872 0.05 0.5000 0.50 0.9500
0.0060 0.1029 0.06 0.5481 0.60 0.9661
0.0070 0.1181 0.07 0.5885 0.70 0.9779
0.0080 0.1329 0.08 0.6230 0.80 0.9870
0.0090 0.1472 0.09 0.6527 0.90 0.9942
0.0100 0.1610 0.10 0.6786 1.00 1.0000

La tabla 2.4 presenta las probabilidades de que la persona esté enferma dado que el resultado de la prueba es
positivo en funcién de la probabilidad 0 < p <1y las probabilidades son monétonas crecientes y asintéticas
a la unidad. Las probabilidades de que la persona esté enferma dado que el resultado de la prueba es positiva
en funcién de la probabilidad 0 < p < 1 de que la persona elegida al azar esté enferma es presentada en la
grafica 2.6.
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Gréfica 2.6: Probabilidad de que una persona esté enferma dado que la prueba es positiva.

La grafica 2.6 muestra que las probabilidades de que la persona esté enferma dado que el resultado de la
prueba es positivo en funcién de la probabilidad 0 < p < 1 son mondtonas crecientes y asintéticas a la
unidad. O

2.12. Ejercicios

Ejercicio 11. Una moneda con © y ® es lanzada tres ocasiones consecutivas. Calcular la probabilidad de
que el nimero de veces que:

1. Cae © es estrictamente mayor que el nimero de veces que cae ®, es decir, Z (O > ®).

2. Cae ® es estrictamente mayor que el nimero de veces que cae ©, es decir, Z (® > ©).
Ejercicio 12. Una carta es extraida de una baraja> con 52 cartas. Calcular la probabilidad de extraer:

1. Unas (A).

2. Unrey (king) de corazones (K©).

3. Un tres de tréboles (3é&) o un seis de diamantes (6<).

4. Un corazén (Q).
Ejercicio 13. Sean A y B eventos ajenos donde &2 (A) =0.2 y & (B) = 0.5. Calcular:

1. Z(AUB).

2. Z(A°NB°).

SLa baraja tiene trece nimeros 2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,0,K,A y cuatro simbolos O, <, &, .
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2. Célculo de probabilidades

Ejercicio 14. Sean A y B eventos donde &2 (A) = p, # (B) =qy & (AN B) = r. Calcular las probabilidades:
1. P (ANB).
2. P(A°NB).
3. Z(A°NB°).

Ejercicio 15. Un alumno es seleccionado al azar, B es el evento donde el alumno practica basquetbol y N
es el evento donde el alumno practica natacion. Las estadisticas indican que & (B) = 0.6, (N) = 0.3
y &Z (BNN)=0.2. Calcular la probabilidad de que el alumno seleccionado al azar:

1. Practique al menos uno de los dos deportes, es decir, & (BUN).
2. No practique ningun de los dos deportes, es decir, & ((BUN)°).
3. Practique solamente basquetbol, es decir, &7 (BUN°®).

Ejercicio 16. Una compaiiia ofrece una tarifa si el consumo de electricidad es menor que 200 kWh durante
un periodo mensual. Si A es el evento donde el usuario no excede el consumo de 200 kWh durante diciembre
y B es el evento donde el usuario no excede el consumo de 200 kWh durante marzo. Las estadisticas indican
que Z(A)=0.7,2(B)=0.8y & (AUB) =0.9. Calcular la probabilidad de que el usuario:

1. No exceda el consumo de 200 kWh en diciembre y marzo, es decir, & (AN B).

2. Exceda el consumo de 200 kWh en sélo uno de los meses, es decir, & ((AUB)\ (ANB)).

Ejercicio 17. La funcién & asigna una probabilidad a cada evento E C R, de la forma siguiente:

2x si0<x<1

P (E)= /f(x) dx, donde f (x) = , .
J 0  cualquier otro caso
Calcular la probabilidad del evento E} = {x | % <x< %}

Ejercicio 18. Suponiendo que no existen empates. Calcular las formas en que son clasificados los tres
primeros lugares de una carrera con ocho corredores.

Ejercicio 19. Calcular las formas posibles para sentar a cinco personas si s6lo existen tres lugares.

Ejercicio 20. La cava tiene cinco botellas de Zinfandel de fabricas diferentes. Si desea servir dos botellas
de Zinfandel y el orden de servicio es importante. Calcular las formas posibles que existen para servir las
botellas de Zinfandel.

Ejercicio 21. Calcular las formas posibles que existen para sentar a siete personas en una mesa circular con
siete lugares.

Ejercicio 22. Un librero tiene tres libros de Probabilidad. Calcular las formas posibles de ordenar los tres
libros de Probabilidad.

Ejercicio 23. Calcular la cantidad de niimeros enteros de tres cifras que es posible formar con el conjunto de
los nimeros digitos.

Ejercicio 24. Si Beethoven escribié nueve sinfonias y Mozart escribi6 veintisiete conciertos y el locutor de
una estacion de radio desea iniciar con una sinfonia de Beethoven y luego un concierto de Mozart. Calcular
las formas posibles que tiene el locutor para organizar las sinfonias y los conciertos.
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2.12. Ejercicios

Ejercicio 25. Calcular las formas posibles que existen de elegir una comision de tres personas a partir de un
conjunto de ocho personas.

Ejercicio 26. En un grupo de siete ingenieros, hay tres civiles y cuatro industriales que forman un comité de
dos civiles y un industrial. Calcular las formas posibles de integrar el comité.

Ejercicio 27. La cava tiene cinco botellas de Zinfandel, cuatro de Merlot y siete de Cabernet de diferentes
fabricas. Calcular las formas posibles que existen de servir seis de las dieciséis botellas utilizando dos botellas
de cada cepa.

Ejercicio 28. Una seleccién de basquetbol tiene doce jugadores y s6lo quedaran diez jugadores. Calcular las
formas que existen para seleccionar a los diez jugadores.

Ejercicio 29. Una urna tiene tres bolas rojas, dos blancas y tres azules. Calcular las formas que existen de
extraer las bolas de la urna.

Ejercicio 30. Calcular la probabilidad de que la suma de lanzar dos dados sea siete, por ejemplo: {8,(7}.

Ejercicio 31. Cien productos son elaborados y veinte presentan un peso diferente al deseado, diez de los cien
productos son pesados. Calcular la probabilidad de encontrar exactamente dos productos con peso incorrecto.

Ejercicio 32. Cinco cartas de una baraja son repartidas. Calcular la probabilidad de extraer tres ases y dos
reyes, es decir, un completo con tres ases y dos reyes, por ejemplo: C = {AQ A&, AN, KO, KM}

Ejercicio 33. Un librero tiene siete libros de Ingenieria y dos de Actuaria. Calcular la probabilidad de que
tres libros de Ingenierfa estén juntos.

Ejercicio 34. Si Z (A)=1,2(B|A)=1y #(A|B) = 1. Calcular Z (A | B)+ 2 (A | B°).

Ejercicio 35. Dos dados son lanzados. Calcular la probabilidad de que la suma sea diferente de seis u ocho,
por ejemplo: {88,(I}.

Ejercicio 36. Dos cartas de una baraja con 52 cartas son repartidas. Calcular la probabilidad de que ambas
cartas sean ases, por ejemplo: {AQ, AN}

Ejercicio 37. Si & (A) =%y & (BUA) = . Calcular & (B | A) suponiendo que:
1. Ay B son estocasticamente independientes, es decir, suponiendo que A LB.

2. Ay B son mutuamente excluyentes, es decir, suponiendo que AN B = 0.

3. La probabilidad de A dado B es un medio, es decir, suponiendo que & (A | B) = 5.

1
2
Ejercicio 38. Cuatro monedas con © y ®, donde para la k—ésima moneda &2 (©) = K para k=1,2,3,4. Si

5
una de las cuatro monedas es seleccionada y es lanzada. Calcular & (®).

Ejercicio 39. Un estudiante contesta un examen de opcién multiple donde cada pregunta tiene dos opciones y
s6lo una es correcta. Si el estudiante conoce la respuesta correcta, la selecciona, en caso contrario, selecciona
una de las opciones al azar. Suponiendo que el estudiante conoce la respuesta correcta de cualquiera de las
diez preguntas con probabilidad 0.5. Calcular la probabilidad de que el estudiante:

1. Responda correctamente una de las preguntas, es decir, & (C).

2. Responda correctamente mas de cinco preguntas, es decir, & (A).
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2. Célculo de probabilidades

Ejercicio 40. Una persona selecciona uno de los nimeros 1 o 2, con probabilidades idénticas, después
lanza un dado las veces indicadas por el nimero seleccionado y suma los resultados de los lanzamientos.
Calcular la probabilidad de seleccionar el nimero dos dado que la suma de los lanzamientos es cinco, es
decir, Z (2| 5).
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Capitulo

Variables aleatorias

Una variable aleatoria es una funcién del espacio muestra £ a los nimeros reales, entonces el andlisis del
experimento aleatorio & es trasladado al analisis de las variables aleatorias y sus caracteristicas, es decir, el
andlisis de un experimento aleatorio & en un espacio de probabilidad (Q,.%, 2).

Definicién 51 (c—algebra de Borel en R). Una c—algebra de Borel en R es la minima o-algebra generada
por los intervalos (—eo, x| donde x € R:

B(R) =0 {(—,x] | xR}, 3.1

donde % (R) es una o—élgebra de Borel en R y son conjuntos de Borel medibles o borelianos de R.

3.1. Variable aleatoria

El valor obtenido depende del resultado especifico del experimento aleatorio &, entonces las caracteristicas
de interés son representadas con una funcién X que depende del resultado del experimento aleatorio & con
una funcién de probabilidad definida y dado un conjunto de Borel medible % (R) es posible calcular la
probabilidad del conjunto (B € Z (R)) si éste es un elemento de la c—édlgebra .7.

Definicion 52 (variable aleatoria). Una variable aleatoria es una funcién X : Q — R, donde VB € # (R) se
satisface que el conjunto X !B € .%, entonces Vx € R:

XeB)={weQ|X(w) eB} .7, (3.2)

donde (X € B) es un conjunto de Borel medible respecto ala c—dlgebra .# y X !B € .Z es la imagen inversa
de B € #(R).

Es decir, Vx € R se satisface que (X € B) = {w € Q| X (0) < x} € . es un conjunto Borel medible.
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3. Variables aleatorias

Las variables aleatorias son clasificadas en:

1. Discretas.

2. Continuas.

La clasificacién es realizada por el conjunto de valores que tiene la variable aleatoria. Por ejemplo, una
variable aleatoria discreta tiene valores en un conjunto numerable (finito o infinito) y una variable aleatoria
continua tiene una funcién de distribucién continua.

3.1.1. Variable aleatoria discreta

Definicién 53 (variable aleatoria discreta). Una variable aleatoria es discreta si existe una coleccién finita o
infita numerable V, = {x,x,... } donde Vx;:

) =2 X=x)>0 sixy =x1,%,..., (3.3)
=Y fi)=) ZX=x)=1 sixp = X1,%0,..., (3.4)
keV, keVy

donde fx (x) es la funcién densidad de probabilidad de la variable aleatoria X, &7 (X = xi) es la probabilidad
de que la variable aleatoria X tenga el valor x; y Vi = {x1,x2,...,} es el conjunto de valores de la variable
aleatoria.

3.1.2. Variable aleatoria continua

Definicién 54 (variable aleatoria continua). Una variable aleatoria es continua si Vx € R existe una funcién
no negativa fy (x) : R — R, e integrable que satisface:

fx (x) >0, Vx e R, (3.5)
@SQFX(X):@(X@C):%/X fo (wdu=1, (3.6)

donde fx (x) es la funcién densidad de la variable aleatoria X, Fx (x) es la funcién de distribucion de la
variable aleatoria X y &7 (X < x) es la probabilidad de que la variable aleatoria X tenga un valor menor o
igual que x.

3.1.3. Propiedades de las variables aleatorias

Las operaciones con variables aleatorias en (Q,.%, Z?) son variables aleatorias. Las propiedades son:

Propiedad 42. Si X es una variable aleatoria y ¢ € R es una constante, entonces X = ¢ es una variable
aleatoria.

Propiedad 43. Si X es una variable aleatoria y ¢ € R es una constante, entonces cX es una variable aleatoria.
Propiedad 44. Si X y Y son variables aleatorias, entonces Z = X +Y es una variable aleatoria.
Propiedad 45. Si X y Y son variables aleatorias, entonces Z = XY es una variable aleatoria.

Propiedad 46. Si X y Y son variables aleatorias con Y # 0, entonces Z = % es una variable aleatoria.
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3.2. Funcién de densidad

3.2. Funcion de densidad

Definicion 55 (funcién de densidad discreta). La funcién de densidad discreta es una funcién fx (x) : R - R
que Vx € R satisface:

fx (%) =2 (X =x). (3.7)
Fe@)=Y fr(u) =2 (X <x). (3.8)
X EVx

Definiciéon 56 (funcién de densidad continua). La funcién de densidad continua es una funcién no
negativa fy (x) : R — R que Vx € R satisface:

0 (3.9)
FX(x):/x fowdu=2 (X <x). (3.10)

3.3. Funcion de distribucion

Definicién 57 (funcién de distribucién). Sea X : Q — R una variable aleatoria definida en un espacio de
probabilidad (Q,.%#, &), entonces la funcién de distribucién es una funcién Fx (x) : R — [0, 1] que satisface:

Fx(x)=2X<x)=Z{owcQ|X(w) <x}), (3.11)
donde Fy (x) es la funcién de distribucion y &7 (X < x) es la probabilidad de que la variable aleatoria X tenga

un valor menor o igual que x.

Definicién 58 (funcidn de distribucidon discreta). Sea X : Q — R una variable aleatoria definida en un espacio
de probabilidad (Q,.7, Z?), entonces la funcién de distribucién discreta es una funcién Fx (x) : R — [0, 1]
que satisface:

Fe() = 2(X <0= Y fi (o). (.12)
x=0

donde Fx (x) es la funcién de distribucién discreta, & (X <x) es la probabilidad de que la variable
aleatoria X tenga un valor menor o igual que x y fx (x) es la funcién de densidad discreta.

Definicién 59 (funcién de distribucion continua). Sea X: Q — R una variable aleatoria definida en un
espacio de probabilidad (Q,.7,27), entonces la funcién de distribucién continua es una funcién no
negativa Fx (x) : R — [0, 1] que satisface:

Fe(x) = P (X <x) = [;fU (u)du, (3.13)

donde Fx (x) es la funcién de distribucion continua, &7 (X <x) es la probabilidad de que la variable
aleatoria X tenga un valor menor o igual que x y fx (x) es la funcion de densidad continua.
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3. Variables aleatorias

3.3.1. Propiedades de la funcion de distribucion

La funcién de distribucién Fy (x) contiene informacién de la variable aleatoria X y de la medida de
probabilidad. Las propiedades son:

Proposicion 9 (funcién de distribucién). Si X es una variable aleatoria, entonces:

lim Fy (x) =0, (3.14)
X—p—oo

lim Fy (x) = 1, (3.15)
X—>+oo

six; <xp = Fy(x1) < Fx (x2). (3.16)

Proposicion 10 (funcién de distribucidn). Si X es una variable aleatoria, entonces:

P (X=x)=Fx(x)—Fx(x_), (3.17)
P (X <x)=Fx(x_), (3.18)
P (a<X <b)=Fx(b)— Fx(a), (3.19)
P (a <X <b)=Fx(b)—Fx(a-), (3.20)
P(a<X<b)=Fx(b_)—Fx(a), (3.21)
P(a<X<b)=Fx(b_)—Fx(a_), (3.22)

donde Fy (x_) = }lllil’(l) Fx (x—h) es el limite por la izquierda y Fx (x) = }1113(1) Fx (x+h) es el limite por la

derecha.

3.4. Esperanza matematica

Los conceptos de esperanza y probabilidad surgieron en los inicios del célculo de probabilidades. Pascal
(1654) y Fermat resolvieron problemas de probabilidad con métodos que son fundamentos de la teorfa de
probabilidad. Huygens (1657b) resolvié los problemas que resolvieron Pascal y Fermat y otros sin utilizar
probabilidades de eventos, las soluciones estdn basadas en el cdlculo de esperanzas.

Definicién 60 (esperanza matemadtica). Sea X una variable aleatoria discreta con funcién de densidad fy (x)
y g(x) : R — R una funcién 2 (R)-medible tal que Y. |g(xx)| < oo, entonces g (x) tiene esperanza finita si

xpeVy
s6losi Y. |g(xx)|fx (x) < oo, por lo tanto:
X €Vy
E(g(x) =) &) fx (%), (3.23)
xkevx

donde E (g (x)) es la esperanza matemética de la funcién g (x).

Nota 8 (esperanza matematica de una variable aleatoria discreta). Si g(x) = X, entonces:
E(X) =) xfx(x).
x=0
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3.5. Varianza

Definicion 61 (esperanza matemdtica). Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad fx (x)

y g(x) : R — R una funcién % (R)-medible tal que | |g(x)|dx < oo, entonce, g (x) tiene esperanza finita si

solosi [ |g(x)] fx (x)dx < oo, por lo tanto:

E(g() = [ g0 fy(w)dx (3.249)
donde E (g (x)) es la esperanza matemética de la funcién g (x).

Nota 9 (esperanza matematica de una variable aleatoria continua). Si g (x) =X, entonces:

E(X) = /fox () dx.

La esperanza matematica de la variable aleatoria X representa el promedio de los valores que toma la variable
aleatoria cuando el experimento aleatorio & es repetido varias ocasiones. La esperanza matemadtica de X es
el valor que es esperado en promedio.

3.4.1. Propiedades de la esperanza matematica

Las propiedades basicas de la esperanza matematica son:

Proposicién 11 (esperanza matemaética). Si X y Y son variables aleatorias y ¢ € R es una constante, entonces:

E(c) =c. (3.25)
E(cX) = cE(X). (3.26)
SiX>0=E(X)>0. (3.27)
SiX<Y=E(X)<E(Y). (3.28)

E(X+Y)=E(X)+E(Y). (3.29)

3.5. Varianza

Los valores de la variable aleatoria X difieren de la esperanza E (X) que es aproximadamente el promedio
de los valores de X, entonces E ((X —E(X ))2> establece una medida para la diferencia entre E (X) y los

valores de X, donde E (X) es la aproximacion 6ptima de los valores de X.

Definicion 62 (varianza). Sea X una variable aleatoria discreta con fy (x) donde E (X) < o, entonces:

Var (X) :E((X—E(X))Z) = ¥ (x—B(X)f (x) =E(X?) —E2(X), (3.30)

X, €Vy

donde Var (X) es la varianza de X y es una medida de dispersién con respecto a E (X).

Definicion 63 (varianza). Sea X una variable aleatoria continua con fx (x) donde E (X) < oo, entonces:
Var(X) =E ((X - E(X))2> - / (x—E(X))? fx (x)dx = E (X2) —E*(X), (3.31)

donde Var (X) es la varianza de X y es una medida de dispersién con respecto a E (X).
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3. Variables aleatorias

3.5.1. Propiedades de la varianza

Las propiedades bésicas de la varianza son:

Proposiciéon 12 (varianza). Si X es una variable aleatoria y ¢ € R es una constante, entonces:

Var(c):
Var (X) > 0.
Var (cX) = ¢ Var (X).
Var(X—l—c):Var(X)
Var(X) =E(X*) —E*(X).

(3.32)
(3.33)
(3.34)
(3.35)
(3.36)

Ejemplo 53 (variable aleatoria discreta). Sea X una variable aleatoria discreta 'y f (x) = ¢2* parax=0,1,2,3.

1. Encontrar la constante ¢ para que f (x) sea una funcién de densidad.
2. Presentar la grafica de fx (x) y Fx (x).
3. Calcular E(X) y Var (X).

Solucién. Si f (x) = 2%, entonces f (x) = {(x, f (x)) € R* | (0,1),(1,2),(2,4),(3,8)}, por lo tanto f(x) >
Si la constante ¢ > 0, entonces se satisface la ecuacion (3.3) de la definicién 53 (variable aleatoria dlscreta)

1. Para encontrar la constante ¢ es necesario satisfacer la ecuacidn (3.4) de la definicion 53 (variable

aleatoria discreta), entonces:

i2X—1<:> (1+2+4+8)—1<:>C(24_1)—1<:>15 o=
Cx:() = C = 71 = Cc = C—15

Entonces! ¢ > 0, por lo tanto fy (x) = % es una funcién de densidad de probabilidad.

2% .
= s1x=0,1,2,3
fX(x):{lS s Ly &y

0  cualquier otro caso

2. La gréfica de fx (x) = % es presentada en la grafica 3.1.

0.6 1
0.5 + o
0.4 +
0.3 + .
02 +
014 ©®

i S

0 1 2 3 4

Grifica 3.1: fx (x) = %

1|

1 _r
Si la razén geométrica r # 1, la serie S = Z r¥, entonces rS = Z r*yS—rS=1-—r"""! porlotanto S = T

x=0 x=1
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3.5. Varianza
3 X
La grafica de Fx (x) = Y, % es presentada en la grafica 3.2.
x=0

1.0 T *—
0.9 A
0.8
0.7 +
0.6 +
0.5 + ® o
0.4 +
0.3 +
0.2 + e—oO
0.1 &

0 ?_? 1 1

Grafica3.2: Fy (x) = )| —.
x=0

3. Sea g(x) = X, entonces sustituyendo en la ecuacién (3.23) de la definicién 60 (esperanza matematica):

1 & . 0+2+8+24 34

E(X)= B;‘bxz — 5 — 15 2%

Sea g (x) = (X —E(X))?, entonces sustituyendo en la ecuacién (3.30) de la definicién 62 (varianza):

3 2 Hx 2 2 2 2

34\" 2 1 34 34 34 34
Var (X) = ~2) = (o-%) +2(1-%) +22(2-%) +2%(3-%) ).
w03, (- 58) 5= 15 ((0-8) 2 (%) 2 () 2 ()

194 -
Var(X) = — = 0.862.
ar (X) = 552 = 0.86
Por lo tanto ¢ = & = 0.06, E(X) = 3 =2.26 y Var(X) = 22f = 0.862. O

Ejemplo 54 (variable aleatoria continua). Sea X una variable aleatoria continua y f (x) = ¢2* para 0 <x < 3.

1. Encontrar la constante ¢ para que f (x) sea una funcién de densidad.
2. Presentar la grafica de fx (x) y Fx (x).

3. Calcular E(X) y Var (X).
Solucién. Si f (x) = 2%, entonces f (x) = {(x, f (x)) € R* | (0,1),(1,2),(2,4),(3,8)}, por lo tanto f(x) > 0.
Si la constante ¢ > 0, entonces se satisface la ecuacién (3.5).

1. Para encontrar la constante ¢ es necesario satisfacer la ecuacion (3.6), entonces:

3 2 |3 7 In(2
c/ vdr—1o 2 C1a 7 a2 6099021,
0 In(2) |, In(2) 7
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3. Variables aleatorias

Entonces ¢ > 0, por lo tanto fx (x) = w es una funcién de densidad de probabilidad.
Zgﬁ si0<x<3
fx (%) = : :
0 cualquier otro caso

2. La gréfica de fx (x) = 2”%(2) es presentada en la grafica 3.3.

0.8 1
0.7 1
0.6
0.5 A
0.4 -
0.3 A
0.2
0.1 4

-1 0

La grafica® de Fy (x) = % es presentada en la grafica 3.4.

1.0 T
09 1
0.8 T
0.7 +
0.6 1
0.5 1
04 1
03 T
0.2t
0.1 1+

1
-1 0 1
Grifica 3.4: Fx (x) = 21,

N . .
w 5
N

3. Seag(x) =X, entonces sustituyendo® en la ecuacion (3.24) de la definicién 61 (esperanza matematica):

2(xIn(2)—1)° _ 8((3In(2)—1)+1

In(2) /3
E(X) = 22 [T x2¥dx = - ~ 1.985876.
X) === J, 2dx ) |, 7In (2)
2Fx(x)=@/2“du: 27ux_ 2)‘771.
0
0

3Integrando por partes /udv = uv—/vdu. Sean u = xy dv =2%dx, entonces du = dx, /dv = /2xdxy V= @)
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3.5. Varianza

Sea g (x) = (X —E(X))?, entonces sustituyendo? en la ecuacién (3.31) de la definicién 63 (varianza):

n 3
Var (X) = @ /O (x—E(X))*2"dx.

3

2* (¥*In*(2) —2xIn(2)+2 2E(X) (1 —xIn(2
7 In?(2) In(2) 0
Por lo tanto ¢ ~ 0.099021,E (X ) ~ 1.985876 y Var (X) ~ 0.611981. O

Ejemplo 55 (variable aleatoria discreta). Sea X una variable aleatoria discreta y f (x) = cx parax =0,1,2,3.

1. Encontrar la constante ¢ para que f (x) sea una funcién de densidad.
2. Presentar la grafica de fx (x) y Fx (x).
3. Calcular E(X) y Var (X).

Solucién. Si f (x) = cx, entonces f (x) = {(x, f (x)) € R*| (0,0),(1,c),(2,2¢),(3,3c) }, entonces f(x) > 0.
Si la constante ¢ > 0, entonces se satisface la ecuacion (3.3) de la definicién 53 (variable aleatoria discreta).

1. Para encontrar la constante ¢ es necesario satisfacer la ecuacion (3.4) de la definicion 53 (variable
aleatoria discreta), entonces:

3
c

1
le(:)c(0—|—1—|—2—|—3):1<:>6c:1(:>c:6.
x=0

Entonces ¢ > 0, por lo tanto fx (x) = g es una funcién de densidad de probabilidad.

e {g six=0,1,2,3
X pr—

0 cualquier otro caso

2. La gréfica de fy (x) = % es presentada en la grafica 3.5.

0.6 T
0.5 -
0.4 +
03 + ¢

0.2 - o
0.1 +

0 — : :
o 1 2 3 4

)

1
4Sean u = 2* y du = 2*In(2)dx, entonces Var(X) = m/(ln(u)—E(X)ln(Z))zdu. Desarrollando el binomio al
n
E>2(X)u 2E(X) / 1 " .
cuadrado Var (X) = — In (u + —— / In“ (u)du. Las integrales son resueltas por partes y u = 2 es
(X) 7 Tn(2) (u) Q) (u) g por partes y

sustituida para obtener el resultado.
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3. Variables aleatorias
3 X
La grafica de Fx (x) = Y, % es presentada en la grafica 3.6.
x=0

1.0 v *——
09 +
0.8 1
0.7 +
0.6 +
0.5 + e—oO
04 +
03+
0.2 + ° o
0.1 +
0e Q 1 1 1
0 1 2 3 4

Grifica 3.6: Fx (x) = )

X
x=0 6

3. Sea g(x) = X, entonces sustituyendo en la ecuacién (3.23) de la definicién 60 (esperanza matemadtica):

=~ =23.

1 0+1+44+9 7
E(X):82x2:76 =3
x=0

Sea g (x) = (X —E(X))?, entonces sustituyendo en la ecuacién (3.30) de la definicién 63 (varianza):

w5 (e 1) oo () e (1))

Por lo tanto ¢ = ¢ =0.16,E(X) = =23y Var(X) = 3 =0.5. O
Ejemplo 56 (variable aleatoria continua). Sea X una variable aleatoria continua y f(x) = cx?
para —1 <x < 1.

1. Encontrar la constante ¢ para que f (x) sea una funcién de densidad.

2. Presentar la grafica de fx (x) y Fx (x).

3. Calcular E(X) y Var (X).
Solucion. Si f(x) = cx?, entonce f (x) = {(x,f(x)) e R*| (—1,¢),(0,0),(1,c) }, por lo tanto f (x) > 0. Si
la constante ¢ > 0, entonces se satisface la ecuacién (3.5) de la definicidn 54 (variable aleatoria continua).

1. Para encontrar la constante ¢ es necesario satisfacer la ecuacidn (3.6) de la definicion 54 (variable
aleatoria continua), entonces:




_aw

Entonces ¢ > 0y por lo tanto fx (x)

si—1<x<1

0 cualquier otro caso

3%
fx(x)={2

2. La gréfica de fx (x) = % es presentada en la grafica 3.7.

2 —_
1 .
| & 6 |
—2 ~1 0 1 2
Grifica 3.7: fx (x) = 2£.

La grifica’ de Fx (x) = x32’ L es presentada en la gréfica 3.8.

1.0

0.4
03 T
0.2
0.1 +

-2 -1 0 1 2
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3. Variables aleatorias

3.

3.6.

Sea g (x) = X, entonces sustituyendo en la ecuacion (3.24) de la definicién 61 (esperanza matematica):

3x* !

1 _
E(X)z%/_lfdx: 5 3(1-1)

=2 o
. 8

Sea g (x) = (X —E(X))?, entonces sustituyendo en la ecuacién (3.31) de la definicién 63 (varianza):

1 1 1 51
(x—E(X))zxzdx:%/ (x—O)zxzdx:%/ xtdx = i
-1 _

3
Var(X)—E/ 1 0l

-1

Porlo tanto ¢ = 3 = 1.5,E(X) =0y Var(X) = 2 = 0.6. O

Ejercicios

Ejercicio 41. Un par de dados son lanzados y la variable aleatoria X es la suma de los puntos:

5.

1. Presentar analitica y graficamente las funciones de densidad fx (x) y de distribucién Fy (x).
2. Calcular la esperanza E (X).

3.
4

. Calcular la probabilidad de obtener una suma par.

Calcular la varianza Var (X) y la desviacion estandar /Var (X).

Calcular la probabilidad de obtener una suma menor que 8.

Ejercicio 42. Las estadisticas indican que 65% de las afinaciones son para automdviles de cuatro
cilindros, 30% de seis cilindros y 5% de ocho cilindros. Si la variable aleatoria X es el nimero de
cilindros:

1. Presentar analitica y graficamente las funciones de densidad fy (x) y de distribucién Fy (x).
2. Calcular la esperanza E (X).

3.

4. Calcular la probabilidad de afinar autos de cuatro y ocho cilindros.

5.

Calcular la varianza Var (X) y la desviacion estandar /Var (X).

Calcular la probabilidad de afinar autos de seis y ocho cilindros.

Ejercicio 43. El departamento de planeacién necesita presentar uno, dos, tres o cuatro formatos para solicitar
un permiso. Si la variable aleatoria Y es el nimero de formatos y las estadisticas indican que la probabilidad
de presentar los formatos es directamente proporcional a Y, es decir, f (y) = cy paray=1,2,3,4:

1.

S T

Calcular el valor de la constante ¢ € R para que f (y) sea una funcién de densidad discreta.
Presentar analitica y graficamente las funciones de densidad fx (x) y de distribucién Fx (x).
Calcular la esperanza E (X).

Calcular la varianza Var (X) y la desviacién estandar \/W(X) .

Calcular la probabilidad de necesitar al menos 3 formatos.

Calcular la probabilidad de necesitar 2 o 3 formatos.
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3.6. Ejercicios

Ejercicio 44. Una loteria reparte 20 premios de $ 100, 10 premios de $ 200 y un premio de $ 1,000. La
variable aleatoria X es la cantidad de dinero que es pagada por los boletos premiados y suponiendo que son
vendidos 5,000 boletos:

1.
2.
3.
4.

Presentar analitica y graficamente las funciones de densidad fx (x) y de distribucién Fx (x).
Calcular la esperanza E (X).
Calcular la varianza Var (X) y la desviacion estandar 1/ Var (X).

Calcular el precio justo de venta de cada uno de los 5,000 boletos.

Ejercicio 45. Una persona asegurdé su automovil, la variable aleatoria Y es el nimero de infracciones
cometidas por el asegurado y la funcién de densidad es:

% siy=0
fr)=19% siv=1.
% siy=2

Suponiendo que cada infraccién asciende a $ 500:

1.
2.
3.
4.

Presentar analitica y graficamente las funciones de densidad fx (x) y de distribucién Fx (x).
Calcular la esperanza E (X).
Calcular la varianza Var (X) y la desviacion estandar /Var (X).

Calcular la probabilidad de cometer al menos una infraccién.

Ejercicio 46. La funcién de distribucién de una variable aleatoria X es:

Fi () l—exp(—2x) six>0
X) = .
X 0 six<0

1. Presentar analitica y graficamente las funciones de densidad fx (x) y de distribucién Fy (x).
2. Calcular la esperanza E (X).

3.

4. Calcular la probabilidad de que 3 <x <5.

5.

Calcular la varianza Var (X) y la desviacion estandar /Var (X).

Calcular la probabilidad de que x > 2.

Ejercicio 47. Un profesor concluye la catedra un minuto después de la hora, la variable aleatoria X es el

tiempo que transcurre entre el final de la hora y el final de la cdtedra. Si la funcién es f (x) = cx*:

N o kR WD =

2

Calcular el valor de la constante ¢ € R para que f (x) sea una funcién de densidad discreta.
Presentar analitica y graficamente las funciones de densidad fx (x) y de distribucién Fx (x).
Calcular la esperanza E (X).

Calcular la varianza Var (X) y la desviacion estandar \/m .

Calcular la probabilidad de que la catedra contintie al menos 50 segundos.

Calcular la probabilidad de que la catedra contintie entre 10 y 40 segundos.

Calcular la probabilidad de que la citedra continde mas de 20 segundos.
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3. Variables aleatorias

Ejercicio 48. La variable aleatoria X es el tiempo que un libro reservado durante dos horas es solicitado en
préstamo, suponiendo que X tiene la funcién de densidad:

M

6.

fx (x) =

5 si0<x<2
0 cualquier otro caso

Presentar analitica y graficamente las funciones de densidad fx (x) y de distribucién Fx (x).
Calcular la esperanza E (X).

Calcular la varianza Var (X) y la desviacién estandar \/W(X) .

Calcular la probabilidad de que X < 1.

Calcular la probabilidad de que % <X < %

Calcular la probabilidad de que X > %

Ejercicio 49. El peso de una pastilla de estéreo ajustado a tres gramos es una variable aleatoria X con una
funcion f (x) = ¢ <1 —(x— 3)2) para2 <x <4:

A

6.

Ejercicio 50. La demanda semanal de gas natural es una variable aleatoria X con funcién f (x) = ¢ (1 — —2)

Calcular el valor de la constante ¢ € R para que f (x) sea una funcién de densidad discreta.
Presentar analitica y graficamente las funciones de densidad fx (x) y de distribucién Fx (x).
Calcular la esperanza E (X)), la varianza Var (X) y 4/ Var (X).

Calcular la probabilidad de que la pastilla pese mas de 3 gramos.

Calcular la probabilidad de que la pastilla pese entre 2.9 y 3.1 gramos.

Calcular la probabilidad de que la pastilla pese menos de 2.8 gramos.

paral <x <2

AN A

Calcular el valor de la constante ¢ € R para que f (x) sea una funcién de densidad continua.
Presentar analitica y graficamente las funciones de densidad fx (x) y de distribucién Fx (x).
Calcular la esperanza E (X)), la varianza Var (X) y 4/ Var (X).

Calcular la probabilidad de que la demanda sea mayor que %
Calcular la probabilidad de que la demanda se encuentre entre % y %.

Calcular la probabilidad de que la demanda sea menor que %
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Capitulo

Distribuciones de probabilidad

4.1. Distribuciones discretas

Las caracteristicas de las funciones de distribucién Bernoulli, binomial, geométrica, Pascal, Huygens y
Poisson son presentadas.

4.1.1. Distribucion Bernoulli

Un ensayo Bernoulli es un experimento aleatorio & con dos resultados posibles:

1. Exito con probabilidad 0 < p < 1.

2. Fracaso con probabilidad complementaria 1 — p.

Suponiendo un experimento aleatorio & donde la probabilidad de éxito es p, entonces el espacio muestra
consiste en las sucesiones Q = {0,1} donde #Q = 2.

Definicion 64 (distribucidon Bernoulli). Si0 < p < 1, entonces la variable aleatoria X se distribuye Bernoulli
y la funcién de densidad es:

pP(1—p)l— six=0,1

. ; 4.1
0 cualquier otro caso

fx (x,p) = {

donde fx (x, p) es la probabilidad de obtener x éxitos en un ensayo Bernoulli, p es la probabilidad de obtener
un éxito y 1 — p es la probabilidad de obtener un fracaso. La esperanza y la varianza son:

1

E(X)=Y xp*(1-p)' " =p. 4.2)
x=0
Var(X) =E(X*) —E*(X)=p(1-p). (4.3)
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4. Distribuciones de probabilidad

Proposicién 13 (maximizar). Si X ~ Ber(p), entonces la probabilidad de obtener x éxitos alcanza el valor
maximo cuando:

0 sip< %
maximizar fy (x,p) =x =11 sip> 1, (4.4)
P
0,1 sip= %

donde fx (x,p) es la probabilidad de obtener x éxitos y p es la probabilidad de obtener un éxito.

Ejemplo 57 (distribucién Bernoulli). Si es realizada una competencia con ocho corredores y se apuesta a un

corredor, es decir, la probabilidad de ganar la apuesta es p = %.

1. Calcular la probabilidad de perder la apuesta, es decir, & (X =0).
2. Calcular la esperanza matematica E (X) y la varianza Var (X).
3. Presentar la grafica de la funcién de densidad fx (x).

4. Presentar la grafica de la funcién de distribucion Fy (x).

Solucion. La probabilidad de ganar la apuesta es p = %, entonces:
—0) — _71_
. Z(X=0)=1-p=5=0.875.
2.E(X)=p=4=0125y Var(X) =p(1—p) = 5 () = & = 0.109375.
3. Lagréfica de fx (x,p) = (%)x (%) T s presentada en la gréfica 4.1.

1.0
0.9
0.8 1
0.7 +
0.6 +
0.5 +
0.4 +
0.3 +
0.2 +
0.1 + ®
0 : :
0 1 2

X 1—x
Gréfica4.1: fx (x,p) = <%> <%> .

Por la proposiciéon 13 (maximizar) y aplicando la ecuacién (4.4), la probabilidad de obtener x éxitos
en el ensayo Bernoulli alcanza el valor mdximo cuando x = 0 porque p < %

68



4.1. Distribuciones discretas

X _
4. La graficade Fx (x,p) = Y, (é)k (%)1 “es presentada en la grafica 4.2.
k=0

1.0 o o)
0.9
0.8 +
0.7 +
0.6 +
0.5 +
0.4 +
0.3 +
0.2 +
0.1 +

0 1 1
0 1 2

INK 77\ 1k
Gréfica 4.2: Fx (x,p) = Z <§> <§> .

k=0

Por lo tanto e@(XZO)Z%,E(X):%yVar(X):gj, [

4.1.2. Distribucion binomial

Suponiendo un experimento aleatorio & que consiste en 7 ensayos Bernoulli donde la probabilidad de éxito
en cada ensayo es p, entonces el espacio muestra Q consiste en las n sucesiones Q = {0, 1} donde #Q = 2".
Sea X una variable aleatoria que indica el nimero de éxitos en cada muestra, esto es:

X(ll,lz,...,ln):n,
X(Ol,ll,...,ln_l):n—l,

X (04,0,,...,0,) =0,

entonces, como los ensayos son independientes, por el principio de multiplicacién la probabilidad de
obtener x éxitos en n ensayos Bernoulli, al margen de ocurrencia, es:

pp--p(1=p)(1=p)---(1=p)=p"(1—p)"".

X n—x

El evento C donde resultan x éxitos y n — x fracasos en n ensayos Bernoulli estd representado por muestras
aleatorias sin orden y sin reemplazo, es decir, por las combinaciones de n ensayos con x éxitos y n — x
fracasos.
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4. Distribuciones de probabilidad

Definicién 65 (combinaciones de n en x elementos). Las combinaciones de n ensayos en x éxitos son el
nimero de arreglos no ordenados de x éxitos sin reemplazo obtenidos en n ensayos donde 0 <x <n €N,
entonces:

C(nx) = (”) - x,(”i' 4.5)

X n—x)!’

donde C(n,x) son las combinaciones no ordenadas y sin repeticién de n en x éxitos, n es el nimero de
ensayos del espacio muestra Q y x es el nimero de éxitos.

Definicién 66 (distribucion binomial). Six=0,1,2,...,ny 0 < p < 1, entonces la variable aleatoria X se
distribuye binomial y la funcién de densidad es:

<’;>p)f(1—p)"—x six=0,1,...,n

0 cualquier otro caso

fX (x,n,p) = ) (46)

donde fx (x,n,p) es la probabilidad de obtener x éxitos en n ensayos, p es la probabilidad de obtener un
éxito y 1 — p es la probabilidad de obtener un fracaso. La esperanza y la varianza son:

n

E(X)=Y) (Z) xp*(1—=p)"" =np. (4.7

x=0
Var(X) =E(X?) —E*(X) =np(1—p). (4.8)

Proposicion 14 (maximizar). Si X ~ Bin(n,p), entonces la probabilidad de obtener x éxitos en n ensayos
alcanza el valor maximo cuando:

maximizar fx (x,n,p) ={x|x=[(n+1)p—1]Ax=|(n+1)p]}, 4.9)
n,p

donde fx (x,n,p) es la probabilidad de obtener x éxitos en n ensayos, p es la probabilidad de obtener un
éxito, [-] es la funcién entero superior y |- | es la funcién entero inferior.

Ejemplo 58 (distribucién binomial). Si se presenta un examen de opcién multiple con las opciones verdadero
y falso y un alumno contesta aleatoriamente las diez preguntas, es decir, la probabilidad de acertar es p = %
1. Calcular la probabilidad de aprobar el examen, es decir, & (X > 6).
2. Calcular la esperanza matemitica E (X) y la varianza Var (X).
3. Presentar la gréfica de la funcion de densidad fx (x).

4. Presentar la grafica de la funcién de distribucién Fy (x).

Solucion. La probabilidad de acertar la respuesta es p = %, entonces:
5 (10 - 10 /10 -
. Z2(X>6)=1—-Y < > (1) (%)10 =y < ) (1) (%)10 *, entonces:
x=0 \ X x=6 \ X

P (X >6)=1-(0.0010+0.0098 +0.0439 + 0.1172+0.2051 4+ 0.2461) = 0.3770.
(X >6)=0.205140.1172+0.0439 4 0.0098 + 0.0010 = 0.3770.

N

2. E(X)=np=10(1) =5y Var(X) =np(1—p)=10(1)* =5 =25.
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4.1. Distribuciones discretas

10 -
3. Lagréfica de fx (x,n,p) = < ) (%)x (%) 07 e presentada en la grafica 4.3.
X

0.3

0.2 e o
0.1 4 g

e

Por la proposicién 14 (maximizar) y aplicando la ecuacién (4.9), la probabilidad de obtener x éxitos

en los diez ensayos Bernoulli alcanza el maximo cuando x = 5 porque [% — 1] = Ll—zlj =35.

, X 10 1\k /1\10—k L,
4. La grafica de Fx (x,n,p) = Y, X (5) (5) es presentada en la grafica 4.4.
k=0

1.0 T 80O
09 +

0.8 T

0.7 1
0.6 - 0
0.5 1
0.4 4
0.3 1
0.2 1
0.1 |

Por lo tanto & (X > 6) =0.377,E(X) =5y Var(X) = 3. O

n
Proposicién 15 (distribucién binomial). Si Xj,X>,...,X, ~ Ber(p), entonces X = Y., X; ~ Bin(n,p).
k=1

Proposicién 16 (distribucién binomial). Si X ~ Bin (n, p), entonces:

Lt Dp (1-p)" "
fi (e, p) = { Terbmeny SE=0Len (4.10)
0 cualquier otro caso

donde fx (x,n,p) es la probabilidad de obtener x éxitos en n ensayos, p es la probabilidad de obtener un
éxito, 1 — p es la probabilidad de obtener un fracaso y I'(-) es la funcién gama (propuesta por Euler 1738).
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4. Distribuciones de probabilidad

4.1.3. Aplicacion de la distribucion binomial

Suponiendo que el precio subyacente tiene dos valores posibles derivados del estado anterior, entonces el
precio subyacente es modelado con una caminata aleatoria y el valor de la opcion es calculado a través de
la programacion dindmica estocastica que por medio del principio de Bellman maximiza el flujo de efectivo
en valor presente, cuantificando el riesgo que otorga la cobertura de la opcidn. Las trayectorias del precio
subyacente consideran la inexistencia de oportunidades de arbitraje para los inversionistas, entonces al dividir
el tiempo de cobertura 7" en n intervalos homogéneos existen n + 1 valores probables del precio subyacente
y n+ 1 precios de la opcién en la fecha de vencimiento.

Definicién 67 (opcién). Contrato en el que el comprador, mediante el pago de la prima, adquiere del vendedor
el derecho, pero no la obligacién, de comprar o vender el bien subyacente al precio pactado en una fecha
futura y el vendedor se obliga a vender o comprar, segiin corresponda, el bien subyacente al precio convenido.

El problema para valuar opciones es resuelto empleando un modelo basado en la secuencia de decisiones que
satisface que las decisiones futuras son decisiones dptimas con fundamento en las decisiones precedentes,
entonces la decision presente es éptima y tiene una definicién recursiva.

Proposicion 17 (activos del portafolio réplica). Sea V (¢,M;) el valor de la opcién en el instante 0 <t < T

cuando el precio subyacente es M,, V (¢, M}*) el valor de la opcion en el instante 0 <t < T cuando el precio

subyacente aumenta de M;_j a M =M;_jayV (t,Mtd ) el valor de la opcién en el instante 0 < ¢ < T cuando

el precio subyacente disminuye de M; | a M? = M, _1d, entonces la estrategia 6ptima A, en el instante  es:
V(t,Mf) =V (t,M)

A= . 4.11

El portafolio réplica es:

(4.12)

_ JAMexp(—rt) posicién larga
T —c(0,Mp) posicién corta

Por lo tanto, el nimero de activos que tiene el portafolio réplica para estar libre de riesgo es A,.

Proposicién 18 (martingalas). Sea E(X) = exp((i—r)87) = awr +d (1 —m) el valor esperado de los
rendimientos y Var (X) = (¢ —d)* 7t (1 — 1t) = (u—d) (a — u) la varianza de los rendimientos, entonces las
probabilidades neutrales al riesgo son:

n_u—d l_ﬂ_a—u
a—d y Ca-—d’

(4.13)

donde § =1 0<nm<1l,0<d<l<u<au=exp((i—r)dt)yt=T—1.

Proposicion 19 (valor del pago contingente). La definicién recursiva para n intervalos bajo el supuesto de
valuacién en un mundo neutral al riesgo es:

k1 gn—k k gn—k+1

(v(n+1,1v1;;+1 )77:+v<n+1,1v1;;+1 )(lfﬂ:)>exp(fi5‘r) Si0<k<n<n

v (nom ) = {

donde § =1 0<m<1,0<d<1<u<au=exp((i—r)8t)yt=T-1.

k n—k
V(n,M,‘;d )Z (Md*d"* —5), si0<k<n=n ;414

(S—Mdd"*),  si0<k<n=n
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4.1. Distribuciones discretas

Proposicién 20 (férmula general para valuar opciones europeas). La férmula general para valuar opciones
europeas es:

<Zn: <Z> o (1—n)"*v <n,M,‘l’kd"k>> exp(—iT) si0<k<n

k=0
V(0,Mp) = 4.15
(0, Mo) L (Maka"*—S), si0<k<n ’ (415)
akdn—k +
(ranie) -
(S—Md'd"*)  si0<k<n
donde s =1 0<n<1l,0<d<l<u<au=exp((i—r)8t)yt=T—1.
Proposicion 21 (pardmetros de las probabilidades libres de riesgo). Sean:
E(X)=arn+d(l—7)=exp((i—r)d7) =u. (4.16)
Var(X) = (a—d)*n(1—7). (4.17)
u—d
= . 4.18
" (4.18)
a—u
l-7m= . 4.19
p— (4.19)

Sustituyendo las ecuaciones (4.18) y (4.19) en la ecuacién (4.17), la varianza proporcional en el tiempo es:
628t =(u—d)(a—u). (4.20)

Resolviendo el sistema de ecuaciones (4.16) y (4.20) suponiendo que 7 = % como propuso Bachelier (1900):

a=exp((i—r)87)+0Vr. 4.21)
d=exp((i—r)8t)— cVbT. (4.22)

Resolviendo el sistema de ecuaciones (4.16) y (4.20) suponiendo que ad = 1 como propusieron Cox, Ross y
Rubinstein (1979):

a=exp (o@) : (4.23)
d = exp (—o\/ﬁ) . (4.24)

Sustituyendo ad = 1 en la ecuacién (4.20) y despejando la variable @ como es propuesto por Climent
Hernandez (2014):

donde:
B=—(0*8t+u*+1)exp(—(i—r)87). (4.27)

cond=10<nm<1,0<d<1<u<au=exp((i—r)ét)yr=T-1.
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4. Distribuciones de probabilidad

Ejemplo 59 (valuacién de una opcién europea de compra). Suponiendo que el precio de un activo subyacente
es M = 496, la volatilidad anual es o = (.15, la tasa de interés libre de riesgo nacional instantdnea anual
es i = 0.07, la tasa de dividendos es nula r = 0, el precio de liquidacién es S = Mexp (iT) = 498.90 y el

tiempo de vigencia es un mes T = 1—12 Calcular el precio de la opcién europea de compra sobre el activo
subyacente:

1. Con el modelo propuesto por Cox, Ross y Rubinstein (1979) con tres periodos.

2. Con el modelo propuesto por Climent Herndndez (2014) con tres periodos.

Solucion. Por la proposicion 21 (parametros de las martingalas):

1. Con el modelo propuesto por Cox, Ross y Rubinstein (1979):

1 1
6:—:—
n 3

w=onli- 50 (007 (1) (1)) = oot

exp (c 5t ) — exp <o.15 <%> (1—12>> — 1.025315,
( o ) — exp <—0.15 (%) (1—12>> — 0.975310,

=exp
u—d 1.001946 —0.975310
= a—d  1.025315—0.975310 = 0.53267,
1-7m=1-0.532673 = 0.467327.

Por la proposiciéon 20 (férmula general para valuar opciones europeas) y sustituyendo en la
ecuacion (4.15):

c(0,My) = (é <]3<> o (1—n)"*v (n7M::kdnk>> exp (—iT).

0.07
¢ (0,Mp) = (0+3(0+0.5320.47" (9.65)) +0.53 (35.73) ) exp <_F> =9.19.

Por lo tanto, el precio de la opcién europea de compra sobre el activo subyacente es ¢ (0,Mp) =9.19.

Por la proposicién 19 (valor del pago contingente) y sustituyendo en la ecuacidn (4.14) es obtenido el
valor de la opcién europea de compra sobre el activo subyacente con el arbol binomial que modela el
precio subyacente hacia el futuro y aplicando el principio de induccién regresiva.
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4.1. Distribuciones discretas

El 4rbol binomial es presentado en la grafica 4.5.
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Grifica 4.5: Arbol binomial de Cox, Ross y Rubinstein (1979).

Por lo tanto, el precio de la opcién europea de compra sobre el activo subyacente es ¢ (0,My) =9.19.
2. Con el modelo propuesto por Climent Hernandez (2014):

1 1
6—§, T—ﬁ, Yy M—1001946,
0.152

B:—(626T+u2+1)exp(—i61’):—( 36 07

+1.0019% + 1> exp <—03—6> = —2.0006.

/BT_i_B \/ (—2.000638)* — 4+ 2.000638

= 1.025367.

a 5 5 02536
JVBI_4+B —2.00063)% — 4 — 2.00063

d=— 5 i :—\/( )2 = 0.975261.

i d  1.001946 —0.975261
a—d  1.025367 —0.975261
1—7=1-0.532673 = 0.467418.

= 0.532582.

Por la proposiciéon 20 (férmula general para valuar opciones europeas) y sustituyendo en la
ecuacion (4.15):

3

c(0,My) = <Z (i) (1 —m)"*y (n7M:lzkdnk>> exp (—iT).

k=0

07
c(0,Mp) = (0+3(0+0.53%0.47' (9.68)) +0.53% (35.81) ) exp (—?) =9.21.
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4. Distribuciones de probabilidad

Por lo tanto, el precio de la opcién europea de compra sobre el activo subyacente es ¢ (0,My) = 9.21.

Por la proposicion 19 (valor del pago contingente) y sustituyendo en la ecuacién (4.14) es obtenido el
valor de la opcién europea de compra sobre el activo subyacente con el drbol binomial que modela el
precio subyacente hacia el futuro y aplicando el principio de induccién regresiva. El arbol binomial es

presentado en la grafica 4.6.
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Grifica 4.6: Arbol binomial de Climent Herndndez (2014).

Por lo tanto, el precio de la opcién europea de compra sobre el activo subyacente es ¢ (0,Mp) =9.21y
el modelo de Cox, Ross y Rubinstein (1979) subestima el precio de la opcién europea de compra. [J

4.1.4. Distribucion geométrica

Suponiendo un experimento aleatorio & que consiste en una sucesion infinita de ensayos independientes y
con distribucién Bernoulli, donde la probabilidad de éxito en cada ensayo es p, entonces el espacio muestra
consiste en las sucesiones infinitas Q = {0, 1} donde #Q = lim 2" = co.

n—oo

Sea X una variable aleatoria que indica el nimero de fracasos antes de obtener el primer €xito, es decir:

X(
X (0;
X (0;
X(

11,05,15,04, 15, ..
01,12,03, 14, 15, ...
,05,13,04,0s, ...
01,0,,03, 14, 15, ...

0,
1

)

2,
3

~— — — —

)



4.1. Distribuciones discretas

Entonces como los ensayos son independientes, por el principio de multiplicacién, la probabilidad de
obtener x fracasos antes de obtener el primer éxito es:

(I1-=p)(1=p)---(1=p)p=(1-p)'p.

X

Definicién 68 (distribucién geométrica). Six=0,1,2,3,... y0 < p < 1, entonces la variable aleatoria X se
distribuye geométrica y la funcién de densidad es:

p(l—p)* six=0,1,2,3,...
fX ('xap) = ( ) . ) (428)
0 cualquier otro caso

donde fx (x,p) es la probabilidad de obtener x fracasos antes de obtener el primer éxito, p es la probabilidad
de obtener un éxito y 1 — p es la probabilidad de obtener un fracaso. La esperanza y la varianza son:

oo 1_
E(X)=Y xp(1-p)* = 7” (4.29)
x=0
Var(X) = B (X?) — E*(X) = 1;2” . (4.30)

Proposicion 22 (maximizar). SiX ~ Geo (p), entonces la probabilidad de obtener x fracasos antes de obtener
el primer éxito alcanza el valor maximo cuando:

maximizar fx (x,p) = {x | x =0}, (4.31)
P

donde fx (x, p) es la probabilidad de obtener x fracasos antes de obtener el primer éxito y p es la probabilidad
de obtener un éxito.

La distribucion geométrica es utilizada en la distribucion de los tiempos de espera porque si los ensayos son
realizados en periodos homogéneos, entonces la distribucién geométrica proporciona el tiempo transcurrido
hasta el primer éxito.

Ejemplo 60 (distribucién geométrica). Si son repartidas 5 cartas de una baraja de 52 cartas cada minuto y la

probabilidad de obtener una tercia es p = 13C(4’3)CC((5122’52))CZ(4’1) = 481865 ~0.021128.

1. Calcular la probabilidad de tener a lo mas diez fracasos antes de obtener la tercia, es decir, &2 (X < 10).
2. Calcular la esperanza matemitica E (X ) y la varianza Var (X).

3. Presentar la gréfica de la funcion de densidad fx (x).

4. Presentar la grafica de la funcién de distribucién Fy (x).

Solucion. La probabilidad de obtener una tercia (tres cartas con el mismo nimero) es p = %, entonces:

10 k
L 2(X<10)= ¥ 8% (1-43%) 02094,
k=0 "~ ’

_ 88 _ 88
2. B(X) =12 =738 _ 4633y var(X) = 2 = 18 5 19276,

I p (%)

El tiempo esperado para obtener la tercia es E(X+1) =E(X)+1 = 1771’ +1 =47.33, es decir, 47

minutos y 19.7727 segundos.



4. Distribuciones de probabilidad

X
3. Lagréfica de fx (x,p) = % (1 — %) es presentada en la grafica 4.7.

0.03
0.02 F* v ecennnn,....
001 ...................................
0 - 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
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88 88 \*
Grifica 4.7: fX(x,p):4,165 <l—m> .

Por la proposicién 22 (maximizar) y aplicando la ecuacion (4.31), la probabilidad de obtener x fracasos
alcanza el méaximo cuando x = 0.

X X
4. La graficade Fx (x,p) = Y, % (1 — %) es presentada en la grafica 4.8.
k=0 ’

0.8 1
0.7 +
0.6 1
0.5 1
04 1
03 T
0.2
0.1 + s
0 + 1 1 ' ' ' 1 1 ! ! !

X 88 88 \*
Gréfica4.8: Fx (x,p) = <1 - ) .
k;) 4,165 4,165

Por lo tanto &7 (X < 10) = 0.2094,E (X) =46.33 y Var (X ) = 2,192.76. O

Proposicién 23 (distribucién geométrica). Si X;,Xa,... ~ Ber(p), entonces X = Y. Xi ~ Geo (p).
k=1

4.1.5. Distribucion Pascal

Suponiendo un experimento aleatorio & que consiste en una sucesion infinita de ensayos independientes y

con distribucién Bernoulli donde la probabilidad de éxito en cada ensayo es p, entonces el espacio muestra

consiste en las sucesiones infinitas Q = {0, 1} donde #Q = 1im 2" = o, por lo tanto, como los ensayos son
n—yoo

independientes, por el principio de multiplicacion, la probabilidad de obtener x fracasos antes de obtener el
r—€simo éxito es:

(1-p)(A=p)---(0=p)pp---p=1—-p)p".

X r
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4.1. Distribuciones discretas

Definicién 69 (distribucion Pascal). Sire Nyx=0,1,2,3,... y0 < p < 1, entonces la variable aleatoria X
se distribuye Pascal y la funcién de densidad es:

—1
<r+x >pr(1—p)x six=0,1,2,3,...
fX(-xarap): X

0 cualquier otro caso

, 4.32)

donde fx (x,r,p) es la probabilidad de obtener x fracasos antes de obtener el r—ésimo éxito, p es la
probabilidad de obtener un éxito y 1 — p es la probabilidad de obtener un fracaso. La esperanza y la
varianza son:

EX) =Y (Hi_ 1)xﬂ(l _pyr=r=p) (4.33)

(4.34)

Proposicién 24 (maximizar). Si r € Ny X ~ Pascal (r,p), entonces la probabilidad de obtener x fracasos
antes de obtener el r—€simo éxito alcanza el valor maximo cuando:

maximizar fi (x, ) = {x |x= W_l)p# - 1} Ax= {MJ } , (4.35)

donde fx (x,r,p) es la probabilidad de obtener x fracasos antes de obtener el r—ésimo éxito y p representa la
probabilidad de obtener un éxito.

Nota 10 (distribucién Pascal). La distribucién binomial negativa fue estudiada por De Montmort (1708) y
descrita por Pascal (1654). La distribuciéon geométrica es un caso particular de la distribucion Pascal.

Ejemplo 61 (distribucién Pascal). El nimero de anotaciones (fouch downs) de seis puntos de 1967 en la
NCAA! estd descrito por una distribucién Pascal con probabilidad de éxito p = 0.6852.

1. Calcular las probabilidades de tener 0 < x < 11 fracasos antes de obtener » = 6 anotaciones.
2. Calcular la esperanza matemitica E (X) y la varianza Var (X).
3. Presentar la grafica de la funcién de densidad fx (x).

4. Presentar la grafica de la funcién de distribucién Fy (x).

! Acrénimo de National Collegiate Athletic Association.
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4. Distribuciones de probabilidad

Solucion. La probabilidad de anotar es p = 0.6852 y el nimero de anotaciones necesario es r = 6, entonces:

1. Las probabilidades de tener x =0,1,2,..., 11 fracasos antes de obtener seis anotaciones son calculadas
con la ecuacion (4.32):

P(X=0)= <(5)> 0.6852%0.3148° = 0.1035,
6

P(X=1)= <1>0.685260.31481 = 0.1955,
7

P(X=2)= < 2> 0.6852°0.3148% = 0.2154,

16
P(X=11)= (11>0.685260.3148“ =0.0014.

Las probabilidades acumuladas de tener 0 < x < 11 fracasos antes de obtener seis anotaciones son:

0
5
Z(X<0)=Y <0> 0.685200.3148° = 0.1035,

=~

(=]

1
2x<)=Y <6> 0.685200.3148" = 0.2990,
k=0 1
2 7 6 2
2x<2)=Y 5 )06852°0.3148" = 0.5144,
k=0

11
6
ZxX<11)=) <ll>0.685260.3148” = 0.9989.
k=0

Las probabilidades son presentadas en la tabla 4.1.

Tabla 4.1: Probabilidades de obtener x fracasos antes de anotar seis veces.

x | X=x) | Z(X<x)
0 0.1035 0.1035
1 0.1955 0.2990
2 0.2154 0.5144
3 0.1808 0.6952
4 0.1280 0.8233
5 0.0806 0.9039
6 0.0465 0.9504
7 0.0251 0.9755
8 0.0128 0.9883
9 0.0063 0.9946

10 0.0030 0.9976

11 0.0014 0.9989
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4.1. Distribuciones discretas

1— 6(0.3148 1— 6(0.3148
2. B(X) =102 = 80208 =276 y Var (X) = L2 = 0200 — 4.0,

3. La gréfica de fx (x,r, p) = 0.6852% (0.3148)" es presentada en la gréfica 4.9.

025 +
0.20 I °
0.15 +
0.10 ¢
0.05 + o
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(

Gréfica4.9: fx (x,r,p

[ }
— 9 o o o
7 8 9 10 11 12

1

I

6

) = 0.6852%(0.3148)".

Por la proposicién 24 (maximizar) y aplicando la ecuacion (4.35), la probabilidad de obtener x fracasos

‘o . 6(0.3148) _ | 6(03148) | _
alcanza el maximo cuando x = 2 porque { 06353 — 1—‘ = L 06352 J =2.

X X
4. La graficade Fx (x,p) = Y, % (1 — %) es presentada en la gréfica 4.10.
k:() b} b

1.0 T ._8_0—9 O @ o)

0.9 + e—o0
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0.7 + L
0.6 +
0.5 + &—o0
0.4 1+
03+ e—=o0
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5 88 88 \*
Griéfica 4.10: Fx (x,p) = <1 - ) .
kga 4,165 4,165

Por lo tanto E(X) =2.76 y Var (X) = 4.02. O

Proposicion 25 (distribucién Pascal). Sire€ Ny X;,Xp,... ~ Geo(p), entonces X = Y. X; ~ Pascal (r, p).

k=1
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4. Distribuciones de probabilidad

Proposicién 26 (distribucién Pascal). Si r = 1, entonces Pascal (1, p) = Geo(p).

Proposicion 27 (distribucién Pascal). Sir € R, , entonces:

Dr+op(1=p) ¢ x=0,1,2,3,...

fX (x7 rvp) = { >

) , (4.36)
0 cualquier otro caso

donde fx (x,r, p) es la probabilidad de obtener x fracasos antes de obtener el r—&simo éxito, I"(-) es la funcién
gama (propuesta por Euler 1738) y p es la probabilidad de obtener un éxito.

Proposicion 28 (distribucién Pascal). Six € Ry y r € R, entonces:

L(r+x)p"(1—p)* six>0

fX (xa r,p) = { Te+DI)

. ) (4.37)
0 cualquier otro caso

donde fx (x,r, p) es la probabilidad de obtener x fracasos antes de obtener el r—ésimo éxito, I"(-) es la funcién
gama (propuesta por Euler 1738) y p es la probabilidad de obtener un éxito.

4.1.6. Distribucion Huygens

Suponiendo un experimento aleatorio & que consiste en una sucesion finita de N ensayos independientes y
con distribuciéon Bernoulli, donde la probabilidad de obtener uno de los k objetos en cada ensayo es p = % y
la probabilidad complementariaes 1 —p = NT_]‘, por lo tanto, si se toma una muestra aleatoria no ordenada y
sin reemplazo de tamafio n < N, entonces el espacio muestra  consiste en las sucesiones finitas Q = {0, 1}

de tamafio n donde #Q = C (N,n).

Sea X una variable aleatoria que indica el nimero de los k objetos en cada muestra de tamaifio n, esto es:

X(017027037-'-70n—170n) :()7
X (11,02,03,...,0,-1,0,) = 1

X(117127137---71n—170n) =n— 17
X(117127137---71n—171n) =n,

entonces como los ensayos son independientes y por el principio de multiplicacién, la probabilidad de
obtener x de los k objetos, n —x de los N — k objetos y n de los N ensayos Bernoulli, al margen de
ocurrencia es:

pp--pqq---q=p'g"*,

k N—k
—_——
N

x n—x_ k—x

ppP--paq---qpp---p qq---q = p'q"p g I = pghE
—— N — N —
X n—x k—x N—n—k+x

n N—n
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4.1. Distribuciones discretas

La probabilidad de obtener x de los k objetos y n —x de los N — k objetos de una muestra aleatoria no
ordenada y sin reemplazo de tamafio n de los N ensayos Bernoulli es:

k N—k x n—x k—x N—n—k+x n
N n N—n
N

donde C (k,x) es el nimero de arreglos no ordenados y sin repeticién de x elementos formados a partir
de k elementos, C (N — k,n — x) es el nimero de arreglos no ordenados y sin repeticiéon de n — x elementos
formados a partir de N — k elementos y C (N,n) es el nimero de arreglos no ordenados y sin repeticion de
una muestra de tamafo »n tomada a partir de N objetos (andlisis realizado por Huygens 1657a).

Definicién 70 (distribucién Huygens). SiN,k,n € Nyx=0,1,2,3,...,n, entonces la variable aleatoria X se
distribuye Huygens y la funcién de densidad es:

(G-)
AMARZY) Gix=0,1,2,...,n

fx (x,N,k,n) = <N> , (4.38)

n
0 cualquier otro caso

donde fx (x,N,k,n) es la probabilidad de obtener x de k objetos de una muestra aleatoria de tamafio n tomada
de una poblacién de N objetos. La esperanza y la varianza son:

E(X)= Z M _ (4.39)

s

Var(X) = E (x%) ~E2(x) = "% <N—_k> <N_"> . (4.40)

N N N—-1

Proposicion 29 (maximizar). Sir € Ny X ~ Huygens (N, k,n), entonces la probabilidad de obtener x de k
objetos de una muestra de tamaiio n tomada de una poblacién de N objetos alcanza el valor mdximo cuando:

ma)}i]i’}‘{l’lnilaer (x,N,k,n) = {x |x= {W — 11 AX = {MJ } (4.41)

N+2 N+2

donde fx (x,N,k,n) es la probabilidad de obtener x de k objetos de una muestra aleatoria de tamafio n tomada
de una poblacién de N objetos.

Nota 11 (distribucién Huygens). La distribucién Huygens (1657a) es conocida como hipergeométrica.
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4. Distribuciones de probabilidad

Ejemplo 62 (distribucién Huygens). Una tienda tiene 500 articulos, 10 de estos articulos no tienen marcado
el precio y un cliente ha seleccionado 50 articulos para comprar.

1. Calcular la probabilidad de seleccionar al menos un articulo sin la marca del precio, es decir, &7 (X > 1).
2. Calcular la esperanza matemitica E (X ) y la varianza Var (X).
3. Presentar la grafica de la funcién de densidad fx (x).

4. Presentar la gréfica de la la funcién de distribucion Fy (x).

Solucion. La probabilidad de seleccionar ningun articulo sin la marca del precio es & (X = 0), sustituyendo

G- (G)(%)
x)\n—x 0/ 50 = (.3452, entonces:

en la ecuacion (4.38) se tiene que & (X =0) = N = 500
n> < 50 >

1. La probabilidad de seleccionar al menos un articulo sin la marca del precio es:

(G-
10 _
Px>1)=Y XY | p(X=0)=1-03452=0.6548.

R

2 E(X) = 3 = S0 = 1y Var(X) = % (84) (1) = 200 (49) (459) = 0,883,

0 490
. x J\50—x .
3. Lagréfica de fx (x,N,k,n) = >4~ es presentada en la grifica 4.11.

(=)

04 ™
0.3
0.2 o
0.1 °
0 - 1 1 1 .g ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

10 490
X 50 —x

)
&)

Por la proposicién 29 (maximizar) y aplicando la ecuacion (4.41), la probabilidad de obtener x fracasos

alcanza el maximo cuando x = 1 porque {M — 1} {MJ =1.

Grafica 4.11: (

502 502
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4.1. Distribuciones discretas

10 490
‘ S \x /\50—x
4. La grafica de Fx (x,N,k,n) = Y. R
k=0
()

1.0 T o—@ ® @ @ @ @ L O
0.9 ¢ .

0.8

es presentada en la grafica 4.12.

0.6 1
05 1
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03 1
02
0.1 +

<IO>< 490 >
x ) \50—x
dfica 4.12: F, =) —F——.
Grifica X (x,p) /;) 200
50
Por lo tanto &7 (X > 1) = 0.6548,E (X) = 1 y Var(X) = 0.8838. O

Proposicién 30 (distribucién Huygens). Si VN, k,n € Ny X ~ Huygens (N, k,n) donde p = % es constante,
entonces Allirn Huygens (N,k,n) = Bin(n, p).
—»00

4.1.7. Distribucion Poisson

Suponiendo un experimento aleatorio & que consiste en observar el nimero de ocurrencias de un evento
durante un periodo dado 0 < ¢ < T, por ejemplo, el nimero de alumnos que asisten a clase, el nimero de
clientes que llegan a un cajero automatico durante una hora o el nimero de reclamaciones que llegan a una
aseguradora en un mes (distribucién propuesta por De Moivre 1710 y aplicada por Poisson 1733).

La variable aleatoria X indica el nimero de ocurrencias de un evento durante un periodo dado 0 <t < Ty
toma los valores x = 0,1,2,.... Suponiendo que la tasa de ocurrencia promedio del evento por unidad de
tiempo es A > 0, entonces la variable aleatoria X presenta una distribucién Poisson, X ~ Poisson (A).

Definicién 71 (distribucién Poisson). Sea A > 0, entonces la variable aleatoria X se distribuye Poisson y la

funcién de densidad es:
A¥exp(—A)

fX (x,k): { x!

. )
0 cualquier otro caso

ix=0,1,...
Sr=00 (4.42)

donde fx (x,4) es la probabilidad de obtener x ocurrencias en el periodo 0 <7 < T y A es la tasa de ocurrencia
promedio del evento por unidad de tiempo.
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4. Distribuciones de probabilidad

La esperanza y la varianza son:

Z xA exp —A) Y 443)

=0
= Xz) =A. (4.44)

La distribucién Poisson? es aplicada al estudio de eventos que ocurren aleatoriamente dado un instante en el

tiempo. Esta distribucién fue aplicada por Poisson (1837) como el limite de la distribucién binomial.

Proposicién 31 (maximizar). SiX ~ Poisson(A), entonces la probabilidad de que ocurran x eventos durante
el periodo 0 <t < T alcanza el valor mdximo cuando:

maxi/{nizarfx (xA)={x|x=[A—-1]Ax=[1]}, (4.45)

donde fx (x,A) es la probabilidad de que ocurran x eventos durante el periodo 0 <t < T y A es la tasa de
ocurrencia promedio del evento por unidad de tiempo.

Teorema 5 (Poisson). Si X ~ Bin(n,p) donde 0 < p < 1 es una medida de probabilidad y A = np > 0 es una
constante, entonces Vx =0,1,2,..., se tiene que:

Iim (i) pi(1 = pyrr = 2R (ZA) (4.46)

n—yeo x!

Demostracion. Si X ~ Bin(n, p), entonces lim Bin (n, p) = Poisson (A):
n—soo

n n! AN\ AN\
lim Bin (n,p) = lim pPrl—-p)*=lim—— | — 1——
n—oo n—eo \ X n—e x!(n—x)! \ n n
X x—1 _ n—x
— M i (=5 (1- A
x! e m 5\ n* n

Iy = 1 A 1 A exp(—A)
=i =) (=) =5
_ Afexp(—4)
a x! '
Por lo tanto, 1im Bin (n, p) = Poisson (). O

n—oo

Proposicion 32 (suma de variables aleatorias). Sean Xy ~ Poisson (A;) variables aleatorias independientes,
entonces:

Z= ZXk ~ Poisson (1), (4.47)

donde A = i Ak.
k=1

2Fx (x) es una funcién de distribucién porque exp (x) =

gk
x| %

k

Il
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4.1. Distribuciones discretas

Proposicion 33 (distribucién Poisson). Si X ~ Poisson (A ), entonces:

A¥exp(—A)

fX (x,).) — { I'(x+1)

six=0,1,...
) ) (4.48)
0 cualquier otro caso

donde fx (x,A) es la probabilidad de obtener x ocurrencias en el periodo 0 <7 < T, A es la tasa de ocurrencia
promedio del evento por unidad de tiempo y I'(-) es la funcién gama (propuesta por Euler 1738).

Ejemplo 63 (distribucién Poisson). El nimero de nacimientos promedio en una ciudad es de uno cada diez
minutos, es decir, seis cada hora (1 = 6).

1. Calcular la probabilidad de que se presenten diez nacimientos diarios, es decir, & (X = 10).

2. Calcular la probabilidad de que se presenten al menos ocho nacimientos diarios, es decir, &2 (X > 8).
3. Calcular el nimero de nacimientos promedio anual, es decir, E (X).

4. Calcular la varianza anual, es decir, Var (X).

5. Presentar la grafica de la funcién de densidad diaria, es decir, fx (x).

6. Presentar la gréfica de la funcién de distribucién diaria, es decir, Fx (x).

Solucién. La tasa de ocurrencia promedio de nacimientos por hora es A = 6, entonces:

. 2(X =10) = 6'%exp(=6) _ 60,466,176(0.002479) _ 0.0413.

[V 3,840
7
6* —6
2. Z2(X28)=1-2(X<T)=1-) w,entonces:
four x!
P (X >8)=1-(0.0025+0.0149 + 0.0446 + 0.0892 + 0.1339 4 0.1606 + 0.1606 + 0.1377) .
P (X >8)=1-0.7440 = 0.2560.

3. E(X) = A (24) (365) = 6(24) (365) = 52,560 anual o E (X) = 144 diaria.
4. Var(X) = 1(24) (365) = 6(24) (365) = 52,560 anual o Var(X) = 144 diaria.

5. La gréfica de fx (x,A) = 8rexp(=10) o presentada en la gréfica 4.13.

x!

0.2
- ...‘.
. °
[ ]
[ J [ ]
0 1+ ® 2 5400000
012345678 91011121314151617 18192021
6" exp (—6
Grifica 4.13: fx (x,A) = %.
X.

Por la proposicién 31 (maximizar) y aplicando la ecuacién (4.45), la probabilidad de que ocurran x
eventos durante una hora alcanza el maximo cuando x =50 x = 6 porque [6—1] =5y |6] = 6.
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4. Distribuciones de probabilidad

X
6. Lagraficade Fy (x,A) = Y, W es presentada en la gréfica 4.14.
k=0 '
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X gk _
Grifica 4.14: Fy (x,A) = Z %,(6)‘
k=0 :

Por lo tanto &2 (X = 10) =0.0413, % (X > 8) = 0.2560,E (X) = 52,560 y Var (X) = 52,560. 0
Ejemplo 64 (convergencia). En promedio, cuatro de cada diez mil productos esta defectuoso. Calcular:

1. La probabilidad de encontrar menos de cinco productos defectuosos & (X < 5) aplicando fx (x,n, p).

2. La probabilidad de encontrar menos de cinco productos defectuosos & (X < 5) aplicando fx (x,4).

Solucion. La probabilidad de encontrar un producto defectuoso es p =
promedio de productos defectuosos es A = 4, entonces:

Tlm y el nidmero

1. La probabilidad de encontrar menos de cinco productos defectuosos es:

4 710,000 1 \* /2,499 '0:000—x
X <4)= ’ ’ .
FX <4 Z( x ><2,500> (2,500)

x=0
P (X <4)=0.018340.0732+0.1465 4 0.1954 + 0.1954 = 0.6288.

2. La probabilidad de encontrar menos de cinco productos defectuosos es:

4 px

4
P (X <4)=exp(—4) Y — = 0.018340.0733 +0.1465+0.1954 +0.1954 = 0.6288.
x=0""

Por lo tanto, cuando el nimero 7 de repeticiones de ensayos Bernoulli crece, el resultado se aproxima a la
distribucién Posisson. O
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4.1. Distribuciones discretas

4.1.8. Aplicacion de la distribucion Poisson

La teoria de lineas de espera es para calcular el tiempo de espera con medidas descriptivas de eficiencia como
la longitud promedio de la linea, el tiempo promedio de espera y la utilizacién promedio de las instalaciones
(problema planteado por Erlang 1909).

Definicién 72 (modelo generalizado de lineas de espera). El modelo estd basado en el comportamiento de
estado estable de la linea de espera y supone que la tasas promedio de llegada y salida dependen del estado,
donde n es la cantidad de clientes en el sistema, A, es la tasa promedio de llegada, u, es la tasa promedio de
salida y p, es la probabilidad de estado estable de que existan n clientes en el sistema.

Para los estados n > 0 el estado n cambia a dos estados: n — 1 cuando existe una salida con tasa t, o n+ 1
cuando existe una llegada con tasa A,. El estado n = 0 cambia al estado n = 1 cuando existe una llegada con

tasa Ag.

Nota 12 (tasa promedio de salida). La tasa promedio de salida uy no estd definida porque las salidas son
inexistentes cuando el sistema estd vacio.

Teorema 6 (probabilidad de estado estable). En el estado estable las tasas de entrada y salida son iguales y
bajo el supuesto de que en el estado n cambia a los estados n — 1 o n+ 1, entonces la probabilidad de estado
estable es:

A

pn=po [ 2, (4.49)
n=1 My
donde:
po=1=Y pa (4.50)
n=1

Demostracion. Por hipétesis A, = 1, y el estado n cambia a los estados n — 1 o n+ 1, entonces las tasas
promedio esperadas de llegada y de salida son:

A = A1 Pn—1 + Unt1Pns sin > 0. 4.51)
Mty = ()Ln +.un)pn sin> 1. (4.52)

La ecuacién de balance es obtenida igualando las ecuaciones (4.51) y (4.52):
(An~+ Hn) Pn = An—1Pn—1 + Hns1Pns1, Vn > 0. (4.53)
Entonces la ecuacién de balance para n = 0 es:
Aopo = i1 p1 sin=0. (4.54)

Entones la ecuacion de estado estable para n = 1 es obtenida despejando p; de la ecuacién (4.54):

_ Jopo

D1 = e (4.55)
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4. Distribuciones de probabilidad

Las ecuaciones de balance son obtenidas recursivamente en funcién de py. Entonces:

(M +11) pr=Aopo + top2 sin=1. (4.56)
Por lo tanto:
A
py = oMo (4.57)
Hi o

Dn = (4.58)
ST ST Ay
Dado que Y p, =1, entonces:
n=0
po=1-Y pe. (4.59)
k=1

n oo
Por lo tanto, p, = po [] % donde pg=1— Y p,. O

n=1 """ n=1

Ejemplo 65 (modelo generalizado de lineas de espera). Una empresa opera con tres servidores y estima la
cantidad de operadores en funcién de la cantidad de clientes de acuerdo con la planificacion siguiente:

Clientes | Operadores
1-4 1
5-7 2
>7 3

La llegada de los clientes a las cajas de cobro presenta una distribucion Poisson con una tasa promedio de
llegada A, = 12 cada hora y el tiempo promedio de atencién para cada cliente presenta una distribucién
exponencial con una tasa promedio de atencién u, = 10 minutos, es decir, el nimero promedio de clientes
atendidos presenta una distribucién Poisson con pardmetro i, = 6, es decir, seis clientes cada hora.

Con la informacion estadistica anterior, calcular:

1. La probabilidad de que existan n clientes en las cajas, es decir, p,,.

2. El numero promedio esperado de servidores sin clientes, es decir, E(S | S = 0).

Solucién. La tasa promedio de llegada cada hora es A, = 12 y la tasa promedio de atencién es u, = 10
minutos, entonces la tasa de atencion de clientes cada hora es:

6 sin=1,2,3,4
sin=>5,6,7
18 sin>7

Il
—_
®)

iy
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4.1. Distribuciones discretas

1. Las probabilidades de estado estable para el primer servidor son:

n o 1 )u,kl )L()p() 12p0 2p0
nel M H 6 ’
2 Aot AoA 12\
H n—1 1Po 2
= —_— = _— :2 5
P pon:1 Han J23925) <6> po po

3 Mt AoMAapo (12)3
p— n pr— pr— —_— :23 9
ps=p Onlzll TR TH TR 6) oo

4 dct AoMAaAspo <12>4
pa=p 0n1:11 TR AT 6) oo

Las probabilidades de estado estable para el segundo servidor son:

Pyt AMMAsApe (12 *12p0 4
ps=po]] = =\—= ) =5 =2"pro
i1 Mn i po 13 Ha s 6 12

B ﬁ A1 AMAaA3MaAspo <2>4 <2>2 _ 4
e S WIS THT 6) \12) 0=~ Po

_ f[xn—l . Mlllzl3k41516p0 B <2>4 <£>3 _24
p7 POn:1 jim L1 U 3 g Us He L7 6 12 Po Do-

Las probabilidades de estado estable para el tercer servidor son:

m et AoA An_ipo 4<12>"7 4<2>"7
Pn>7 170n|:|l I, T 18 Po 3 Po

Entonces:

8 Mot Ao A7po <2>
= n = :24 - 3
P3 170n|:|1 I, 1L - Ll 3 Po

2 Ane1 Aodi--Agpo <2>2
= n = :24 — s
P ”“H Wi MM Ho 3) 0

n
Dado que ¥ p, = 1, entonces’:
n=0

2 /2\? o0
lzpo<1+2+4+8+16+16+16+16<1+§+<§> +...>>:p0 63+16Y :
0

1 N

o oo
3Si la razén geométrica r < 1, entonces ¥ ' = ﬁ y Y =15,
n=0 n=



4. Distribuciones de probabilidad

Entonces pg = ﬁ = 0.009. Por lo tanto, las probabilidades de tener n clientes son:

o = 0.0090, p1 = 0.0180, P2 = 0.0360, p3 =0.0721,
pa=0.1441, ps = 0.1441, pe = 0.1441, p7 = 0.1441,
ps = 0.0961, po = 0.0641, P1o = 0.0427, p11 = 0.0285,
p12 = 0.0190, p13 = 0.0127, p1a = 0.0084, pis = 0.0056.

El nimero promedio esperado de clientes en el sistema es:

> 0+2423+43.234204...
E(n) =Y np,= o — 6.360.

La varianza del nimero de clientes en el sistema es:
Var (n) = E (n?) — E? (n) = 49.5315— 6.360" = 9.0773.

2. El numero promedio esperado de servidores sin clientes.

La probabilidad de que los servidores estén funcionando es:

4
30 ___
32(3:1):poan:po(2+4+8+16):30p0:m:o.27027,
n=1
U 48
@(Szz):pOan:po(16+16+16):48p0:m:0. 324,
n=>5
(e} 7
_ 79 32 S
P(§=3)= =32py=0.2882 = 1— =1-—=_""=0.2882.
(§=3) pOr;gpn Po Po( n_opn> TRt

Por lo tanto, la probabilidad de tener un servidor en operacién es 27.03 %, la probabilidad de tener dos
servidores en operacion es 43.24 % y la probabilidad de tener tres servidores en operacién es 28.82 %.

El numero promedio esperado de servidores sin clientes es:

o 7 4
E(S|S=0)=0Y ps+1) pn+2) pu+3po=(0+48+60+3)py=1.
n=38 n=5 n=1
Por lo tanto, el numero promedio esperado de servidores vacios es uno. U

4.2. Distribuciones continuas

Las caracteristicas de las funciones de distribucién exponencial, Gauss y gama son presentadas.
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4.2. Distribuciones continuas

4.2.1. Distribucion exponencial

Suponiendo un experimento aleatorio & que consiste en registrar el tiempo de espera transcurrido entre las
ocurrencias consecutivas de eventos que ocurren en el periodo (Poisson 1837 y Erlang 1909).

La variable aleatoria X modela el tiempo de espera transcurrido 0 < x < oo para la ocurrencia de un evento,
suponiendo que el tiempo promedio de espera es A > 0, entonces la variable aleatoria X tiene una distribucién
exponencial, es decir, X ~ exp (4).

Definicion 73 (distribucion exponencial). Sea A > 0, entonces la variable aleatoria X se distribuye
exponencial y la funcion de densidad es:

fe(nd) = {“"N—M) six>0

) , (4.60)
0 cualquier otro caso

donde fx (x,A) es la frecuencia relativa de esperar x unidades de tiempo para la ocurrencia de un evento y A
el tiempo de espera promedio. La esperanza* y la varianza® son:

=A /mxexp(—kx) dx= —xexp(—?tx) oo + /mexp(—lx) dx

0 —Ax)
E(X )——hmxe x —HlmOM exp (=Av)

A
E(X)=— <— hM—i— hmM % (4.61)
Var(X) =E (X ) E?(X QL/ x?exp (—Ax)dx— <%> ,
/1*1‘ E(X
Var (X) = —x?exp ( 7Lx +2/ W
02E 2 1 1
Var(X):—h +110/3M —2 e L
Var (X) = % (4.62)
Proposicién 34 (funcién de distribucion). Si X ~ exp (4), entonces:
Fe(r,2) = A / exp(—Ar)di = 1 —exp(—Ax). (4.63)
0
1 —Fx (x,A) =exp(—Ax). (4.64)

Demostracion. Seau = At = du = A dt, entonces:

X

Fx (x,A) = )L/()xexp(—lt)dt = /Oxexp(—u)du = —exp(—u) 0= —exp (—Ar) :) =1—exp(—Ax).
1 —Fx(x,A) =exp(—Ax).

Por lo tanto, & (X <x) =1—exp(—Ax) y £ (X > x) =exp(—Ax). O
4Seau:xyv—fexp(xﬂ entonces du = dx y dv = exp (—Ax), por lo tanto E(X) = [udv=uv— [vdu.
SSeau=x*yv= exP(ﬂ %) entonces du = 2xdx y dv = exp (—Ax), por lo tanto E (X2) = fudv=uv— [vdu.
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4. Distribuciones de probabilidad

Ejemplo 66 (distribucién exponencial). El tiempo promedio para reparar un equipo es de treinta minutos y
presenta una distribucién exponencial, es decir, X ~ exp (4).

1. Calcular la probabilidad de que el tiempo de reparacion sea menor que 20 minutos & (X < 20).

2. Calcular la probabilidad de que el tiempo de reparacion sea mayor que 40 minutos & (X > 40).

3. Calcular la probabilidad de que el tiempo de reparacion sea entre 20 y 40 minutos & (20 < X < 40).
4. Calcular el tiempo promedio de reparacién E (X).

5. Calcular la varianza Var (X).

6. Presentar la grafica de la funcién de densidad fy (x,A).

7. Presentar la grafica de la funcién de distribucién F (x,A).

Solucion. El tiempo promedio para reparar un equipo es A = % = 0.03, entonces:

1. Por la ecuacién (4.63) se tiene que & (X < 20) = 1 —exp (—3) = 0.4866.

2. Por la ecuacion (4.64) se tiene que & (X > 40) = exp (—3) = 0.2636.

3. P(20<X <40) =exp(—3) —exp(—3) =0.5134 —0.2636 = 0.7364 — 0.4866 = 0.2498.
4. Por la ecuacién (4.61) se tiene que E (X ) = + = 30 minutos.

5. Por la ecuacion (4.62) se tiene que Var(X) = % = 900 minutos cuadrados, es decir, la desviacién

estdndar es oy = 4/ Var (X) = 30 minutos.

6. La gréfica de fx (x,A) = w es presentada en la grifica 4.15.

0.035
0.030
0.025
0.020
0.015
0.010
0.005
0 ; ; ; ; ; ; ; ; ! ! ! \

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

exp (~3p)

Griéfica 4.15: fxy (x,A) = —30
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4.2. Distribuciones continuas

7. La grafica de Fx (x,A) = % Jo exp (—+5) dt es presentada en la gréfica 4.16.

1.0 1
09 1
0.8
0.7 +
0.6 1
05
0.4 +
03+
0.2 +
0.1 +
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

| t
Griéfica 4.16: Fx (x,A) = %/0 eXp (_%) d.

Por lo tanto 2 (X < 20) = 0.4866, 2 (X >40) = 0.2636, 2 (20 <X < 40) = 0.2498, E(X) = 30
y Var (X) = 900. O

Proposicién 35 (relacién entre las distribuciones Poisson y exponencial). Si X ~ Poisson(A)y0<t<T es
el tiempo promedio esperado para la ocurrencia del evento préximo, entonces X ~ exp (4).

4.2.2. Distribucion Gauss

Suponiendo un experimento aleatorio &, donde el nimero de ocurrencias promedio de un evento es it € R
constante y la varianza es 62 > 0 constante, entonces la variable aleatoria X presenta una distribucién normal
oGaussy X ~N (/.L, 62).

La variable aleatoria X modela la ocurrencia de un evento que tiene una ocurrencia esperada constante y € R
y una varianza constante o2 >0.

Definicién 74 (distribucién Gauss). Sean u € Ry 62 € R, , constantes, entonces la variable aleatoria X se
distribuye normal y la funcién de densidad es:

1 2
Jx (X,Na 62) = G—\/ﬁ exp <— (XZG‘;) ) —o0 L x < oo, (4.65)

donde fx (x, u, 62) es la frecuencia relativa de un evento, i es el nimero de ocurrencias promedio y o es
la varianza del evento con respecto a (. La esperanza y la varianza son:

- 2
E(X)= — / xexp (—(xzc’;‘) )dx:u. (4.66)

oV2w

Var (X) =E (X?) —E*(X) = o”. (4.67)
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4. Distribuciones de probabilidad

La distribucién Gauss surgié como una distribucién limite de la distribucién binomial y fue propuesta por
De Moivre (1733) que investigd las desviaciones entre la frecuencia relativa observada de un evento E en n
ensayos Bernoulli y la probabilidad de ocurrencia del evento E, es decir, & (E). Laplace (1812)
complement? el trabajo, por lo tanto es conocido como teorema de De Moivre y Laplace y que es un caso
particular del teorema del limite central. Gauss (1809) aplicé la distribucién suponiendo errores normales.

La funcién de densidad Gauss es presentada en la grafica 4.17.

] |
T T

|
|
|
|
|
|
|
|
1

u—4o u—-3c u—20 u—o u u+o u+20 u+3o u+do
~— 6827% ——
95.45%
99.73 %

Griéfica 4.17: Funcion de densidad Gauss fy (x, u, 02).

La gréifica 4.17 indica que el pardmetro u es la media, la moda y la mediana de la funcién de densidad y el
pardmetro o es la distancia de u a los dos puntos de inflexién y &= o de la funcién de densidad fx (x, u, 02).

2
La funcién de distribucién de probabilidad Fy (x,[,t,62) = #ﬁ [*.exp (—O”;Tuz)) du es obtenida con

métodos numéricos porque la integral indefinida [ exp (—xz) dx es imposible de expresar de forma cerrada,
entonces la integral definida [*_exp (—u2) du también es obtenida con métodos numéricos, por lo tanto
existen tablas con valores para estas integrales (apéndice A).

Proposicién 36 (cambio de variable). SiX ~ N ([.L, 02), entonces:

z=% "1 N@©,1). (4.68)
c
Demostracion.
X—pu
F(2) =P (Z<z7)=2 Téz =2 X <pu+oz)=F(u+oz).
_dFz(z) dFx(u+o0z) 1 Z
fz(2) = P i —Gfx(.LLJer)—mexp 5 )
Por lo tanto, Z = % ~N(0,1). O
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4.2. Distribuciones continuas
4.2.3. Distribucion Guass estandar

Definicién 75 (distribucién Guass estandar). Sean y = 0 y 62 = 1, entonces la variable aleatoria Z se
distribuye normal estandar y la funcién de densidad es:

2
0(z) = \/%7 exp <—%> —00 < 7 < oo, (4.69)

donde ¢ (z) es la frecuencia relativa de un evento. La esperanza y la varianza son:

(4.70)

4.71)

! =
2 4
u—4o u—-3o u—2c H—c 6857‘7 u+o u+2o u+3o u+4o
— . 0 —_—
95.45%
99.73 %

Grifica 4.18: Funcién de densidad Gauss estandar f7(z,0,1).

La gréfica 4.18 indica que el pardmetro i = 0 es la media, la moda y la mediana de la funcién de densidad
y el parametro ¢ = 1 es la distancia de u a los puntos de inflexién +1 de la funcién de densidad f7 (z).

Definicién 76 (funcién de distribucién Gauss estandar). Sean i =0y o = 1 constantes, entonces la variable
aleatoria Z se distribuye normal estdndar y la funcién de distribucién es:

z 2
P(z)=—— [ exp (——) du —00 < 7 < oo, (4.72)

donde ¢ (z) es la frecuencia relativa de un evento, E(X) =0y Var(X) = 1.
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4. Distribuciones de probabilidad

La interpretacion grafica de la funcién de distribucién Gauss estandar es presentada en la grafica 4.19.

! —
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
u—4o u—-3o u—2c H—oc u u+o u+2o u+3o u+4o
— 6827% ——
95.45%
99.73%

Grifica 4.19: Interpretacion de la funcién de distribucién Gauss estdndar Fz (z,0,1).

La grafica 4.19 indica que la funcién de distribucion Gauss estandar Fz(z) es el drea bajo la curva de la
funcién de densidad f7 (z) y representa el 84.13 % (apéndice A pagina 196, en la celda que es la interseccion
de Ia fila con el valor 1.0 y la columna con el valor 0.00).

La funcién de distribucién de una variable aleatoria @ (z) es presentada en la gréfica 4.20.
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2
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Grifica 4.20: Funcién de distribucion Gauss estandar F7 (z,0,1).

La grafica 4.20 muestra la simetria de la distribucion de probabilidad Gauss estandar.
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4.2. Distribuciones continuas

Ejemplo 67 (distribucién Gauss). El tiempo para resolver un examen presenta una distribuciéon Gauss con
una media de cuarenta minutos (1 = 40) y una desviacion estdndar de ocho minutos (o = 8). Calcular:

1. El tiempo necesario para que el 95 % de alumnos resuelvan el examen.
2. El tiempo necesario para que al menos el 95 % de alumnos resuelvan el examen.
3. La probabilidad de resolver el examen en menos de 35 minutos.

4. La probabilidad de resolver el examen entre 30 y 50 minutos.

Solucion. El apéndice A indica que el area bajo la curva de 95 % se presenta entre los puntos 1.64 y 1.66, es
decir, ® (1.6449) = 0.95, entonces:

1. El tiempo necesario para que 95 % de alumnos resuelvan el examen es:

x—40 x—40

= 1.6449 = x = 53.1592.

@(Xg):().%;»@(ZS ):0.95:»

2. El tiempo necesario para que al menos 95 % de alumnos resuelvan el examen es:

x—40 x—40

P(X<x)>095= 2 (Z < > >0.95 = > 1.6449 = x > 53.1592.

3. P(X <35)=2(Z<—3) =0.2660 porque el apéndice A indica que @ (—0.625) = 0.2660.

4. P (30 <X <50)= P (-3 <Z<3)=0.7887 porque el apéndice A indica que P (1.25) = 0.8944
y @ (—1.25) = 0.1056.

Por lo tanto, el tiempo necesario para que al menos 95% de alumnos resuelvan el examen es al menos
de 53.1592 minutos, es decir, al menos 53 minutos 9.55 segundos (53°9.55”), la probabilidad de resolver el
examen en menos de 35 minutos es 26.60 % y la probabilidad de resolver el examen entre 30 y 50 minutos
es 78.87 %. O

4.2.4. Aplicacion de la distribucion Gauss

Si los rendimientos logaritmicos de un activo subyacente con una variable aleatoria ¥ = In (X) presentan una
distribucién Gauss, entonces & (Y <y) = Z (In(X) <In(x)) = & (Z < m(i)yi;“y) =o <M>

Oy

(M _(y_d>
Si f(t,M) =1n(M), entonces f (t,M) ~ N (([.L — %2> T, 621'), por lo tanto Z = W, entonces

se tiene que In(M7) ~ N <ln (M) + ([.L — %2) T,GZT>, es decir, In(M7) = In(M;) + <[.L — %2) T+ 017

y el precio del activo subyacente My = M;exp (([.L — %2> T+ G\/%Zt), por lo tanto el precio del activo
subyacente presenta una distribucién log—gaussiana.
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4. Distribuciones de probabilidad

Black y Scholes (1973) y Merton (1973) propusieron una solucién para valuar opciones europeas sobre
activos subyacentes suponiendo que los rendimientos logaritmicos del activo subyacente presentan una
distribucién Gauss y una extension de la solucién propuesta por Black (1976) es:

c(t,M;) = M;exp (—rt)P(d;) — Sexp (—it) P (d2), (4.73)
donde:

n(%)+(i-r+)s
o7 ’
d=d — 6T, (4.75)

dy =

(4.74)

Ejemplo 68 (valuacién de una opcion europea de compra). Suponiendo que el precio de un activo subyacente
es M = 496, la volatilidad anual es o = (.15, la tasa de interés libre de riesgo nacional instantdnea anual
es i = 0.07, la tasa de dividendos es nula r = 0, el precio de liquidacién es S = Mexp (iT) = 498.90 y el
tiempo de vigencia es un mes T = 1—12 Calcular el precio de la opcién europea de compra sobre el activo
subyacente con la extensién del modelo de Black y Scholes (1973) y Merton (1973).

Solucion. Sustituyendo en las ecuaciones (4.73)—(4.75):

c(t,M;) =M exp(—r1)®(d;) —Sexp(—it)P(d)).
0.07

c(t,M;) = 496 (0.0217) — 498.90exp <—ﬁ> @ (—0.0217) = 8.57.

Por lo tanto, el precio de la opcién europea de compra es ¢ (t,M;) = 8.57 que es el precio al que convergen
los modelos de Cox, Ross y Rubinstein (1979) y Climent Herndndez (2014) cuando n — oo, [l

4.2.5. Distribucion gama

Suponiendo un experimento aleatorio & que consiste en registrar el tiempo de espera transcurrido entre las
ocurrencias consecutivas de eventos en el periodo 0 <t < T, entonces si la variable aleatoria X es el nimero
de veces que ocurre el evento durante el periodo 0 <t < T, la variable aleatoria X presenta una distribucion
Poisson con parametro A, es decir, X ~ Poisson (A).

Si la variable aleatoria X modela el tiempo de espera transcurrido 0 < x < oo para la ocurrencia de un evento,
y suponiendo que el tiempo promedio de espera es A > 0, entonces la variable aleatoria X presenta
una distribucién exponencial, es decir, X ~ exp (1).

La variable aleatoria X modela el tiempo de espera transcurrido 0 < x < o para la ocurrencia de un evento
y suponiendo que el tiempo promedio de espera es A > 0, entonces Vn > 0 la variable aleatoria X presenta
una distribucién gama, es decir, X ~ ¥(n, 1), donde n es el pardmetro de forma y A es el pardmetro de escala
(funcién de densidad obtenida por Bienaymé 1838 y 1852).
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4.2. Distribuciones continuas

Definicién 77 (distribucién gama). Sean n,A > 0, entonces la variable aleatoria X se distribuye gama y la
funcién de densidad es:

—(“)"71?&’;"(’“) six>0

, 4.76)
0 six <0

fx (x,n, 1) :{

donde fx (x,n,A) es la frecuencia relativa de un evento, A es el tiempo de espera promedio, n es el pardmetro
de forma y I' (n) es la funcién gama que tiene las propiedades siguientes:

Proposicién 37 (funcién gama). Sin > 0, entonces la funcién gama (propuesta por Euler 1738) es:

n) = /Omx"*l exp (—1)dt sineR,. (4.77)
I'(n+1) =nl(n) sincR,. (4.78)
r (%) = V7. (4.79)
C(nt1)=n! sincZ,. (4.80)

La esperanza y la varianza son:

Ao n
E(X) = W/o ¥exp(—Ax)dr =1 4.81)
Var(X) =B (X?) —E2(X) = % (4.82)

Proposicion 38 (maximizar). Si X ~ y(n,A), entonces la probabilidad de obtener el n—€ésimo éxito
durante el periodo 0 < ¢ < T alcanza el valor maximo cuando:

maxirl{lizarfx (x,n,A) = {x |x= n; ! } , (4.83)

donde fx (x,n,A) es la probabilidad de obtener el n—ésimo éxito durante el periodo 0 <t <T,ny A es la
tasa de ocurrencia promedio del evento por unidad de tiempo.

Ejemplo 69 (distribucién gama). El tiempo de sobrevivencia de un ratén seleccionado al azar y expuesto
a 240 rads de radiacién presenta una distribucién gama conn=8.5y A = 4— =0.06849315.

1. Calcular el tiempo esperado de sobrevivencia, es decir, E (X).

2. Calcular la varianza del tiempo esperado de sobrevivencia, es decir, Var (X).

3. La probabilidad de que un ratén sobreviva entre 60 y 120 semanas, es decir, &2 (60 < X < 120).

4. Presentar la gréfica de la funcién de densidad fx (x,n,A) y de la

5. Presentar la grafica de la funcién de distribucién FX (x,n,1).
Solucién. El tiempo promedio de sobrevivencia es A = 4— =0.06849315, es decir, 14.6 semanas, entonces:

1. El tiempo esperado de sobrevivencia es E(X) = 7 = ﬂ = 124.1 semanas.

2. La varianza es Var(X) = /11 = 3 4 62 = 1,811.86, es decir, la desviacion estdndar del tiempo de

sobrevivencia es 6y = 1/ Var (X) = 42.5659 semanas.
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4. Distribuciones de probabilidad

3. La probabilidad de que un ratén sobreviva entre 60 y 120 semanas es & (60 < X < 120), entonces se
tiene que Z2 (60 <X < 120) = & (X < 120) — Z (X < 60) = 0.5070 — 0.0384 = 0.4686.

15 x
4. La grafica de fx (x,n,A) = ”‘”‘Bﬂ
62

0.010
0.009
0.008
0.007
0.006
0.005
0.004
0.003
0.002
0.001

es presentada en la grafica 4.21.
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Gréifica 4.21: fx (x,n,A) = 6
o t) 14.67T (1)
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Por la proposicién 38 (maximizar) y aplicando la ecuacién (4.83), la probabilidad de que el ratén
sobreviva x semanas alcanza el maximo cuando x = 109.5 porque 7.5 (14.6) = 109.5.

5. La grifica de Fx (x,n,A) =

1.0 ~
0.9 A
0.8 A

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0

1 * s t
) / = exp (——) dr es presentada en la grafica 4.22.
0

14671 (4 14.6

0

30 60 90 120 150 180 210 240 270 300

Griéfica 4.22: Fy (x,n,A) =

! /xtg ( ! )dt
—_——— €X _— .
14671 (1) Jo P46

Por lo tanto E (X) = 124.1, Var (X) = 1,811.86 y &7 (60 < X < 120) = 0.4686.
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4.3. Ejercicios

Proposicion 39 (distribucién gama). Si X ~ y(1,4), entonces X ~ exp(A).
Proposicion 40 (distribucién gama). SiX ~N(0,1), entonces X* ~ y (

Proposici6n 41 (distribucién gama). SiX ~ x?(n), entonces X ~ y(%,n).

n
Proposicién 42 (distribucién gama). Si Xj,...,X, ~exp(A), entonces X = ¥ Xi ~ v(n,A).
k=1

m m
Proposicién 43 (distribucién gama). SiX; ~y(n1,A),..., X~ Y (nm,A),entonces X = Y. Xp~y < Y ng, 7L> .
k=1 k=1

4.3. Ejercicios

Ejercicio 51. Si la variable aleatoria X ~ Bin(n, p). Calcular los valores de los pardmetros n y p cuando la
esperanza es E (X) =4 y la varianza es Var (X) = 2.

Ejercicio 52. Suponiendo que la probabilidad del nacimiento de un hombre es % y que la familia tiene cuatro
hijos, entonces X ~ Bin (4, %) Calcular:

1. La probabilidad de que al menos un nacimiento sea hombre, es decir, Z (X > 1).

2. La probabilidad de que al menos un nacimiento sea mujer, es decir, & (X < 3).

3. La probabilidad de que al menos un nacimiento sea mujer y uno sea hombre, es decir, & (1 < X < 3).

4. Laesperanza E (X) y la varianza Var (X).
Ejercicio 53. Si 10% del producto esté defectuoso y n =5, es decir, X ~ Bin (5,0.1). Calcular:

1. La probabilidad de que ningtin producto esté defectuoso, es decir, & (X = 0).
2. La probabilidad de que un producto esté defectuoso, es decir, & (X = 1).
3. La probabilidad de que menos de tres productos estén defectuosos, es decir, & (X < 3).

4. Laesperanza E (X) y la varianza Var (X).

Ejercicio 54. El porcentaje de defectos de produccion es 3%. Si la variable aleatoria X es el nimero de
defectos en una muestra de tamafio n = 50, entonces X ~ Bin(50,0.03). Calcular:

Z(X=0).

Z (X <3).

Z(X >4).

P (2<X<6).

E(X).

6. Var(X).

AU

Ejercicio 55. Si 10% del producto esta defectuoso y presenta una distribucién geométrica. Calcular:

1. La probabilidad de aceptar 26 productos antes de rechazar el primer producto.
2. E(X).
3. Var(X).
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4. Distribuciones de probabilidad

Ejercicio 56. Si 10% del producto estd defectuoso y presenta una distribucién Pascal. Calcular:

1. La probabilidad de aceptar 87 productos antes de rechazar el segundo producto.

2. E(X).

3. Var(X).
Ejercicio 57. Si 10% del producto de una poblacién con 100 productos estd defectuoso y presenta una
distribucién Huygens. El departamento de control de calidad rechaza el lote de producto si encuentra cinco
o mads productos defectuosos. Calcular:

1. La probabilidad de rechazar menos de cinco productos de una muestra con 80 productos.

2. E(X).

3. Var(X).
Ejercicio 58. En un libro el nimero de errores por pdgina es una variable aleatoria Poisson con media
unitaria. Calcular:
La probabilidad de que una pagina no presente errores, es decir, & (X = 0).
La probabilidad de que una pagina presente un error, es decir, Z (X = 1).
La probabilidad de que una pégina presente al menos tres errores, es decir, & (X > 3).
La probabilidad de que una pégina presente entre uno y cuatro errores, es decir, 7 (1 <X < 4).
E(X).
6. Var(X).

ANl e

Ejercicio 59. El nimero de semillas en una naranja es una variable aleatoria Poisson con media tres. Calcular:

La probabilidad de que una naranja no tenga semillas, es decir, &2 (X = 0).

La probabilidad de que una naranja tenga al menos dos semillas, es decir, & (X > 2).

La probabilidad de que una naranja tenga a los mas tres semillas, es decir, & (X < 3).

La probabilidad de que una naranja tenga entre una y cinco semillas, es decir, & (1 < X <5).
E(X).

6. Var(X).

ANl

Ejercicio 60. La probabilidad de presentar una reaccién por un suero es 0.003. Calcular:

La probabilidad de que exactamente tres presenten una reaccion si la muestra es de 1,200.
La probabilidad de que més de dos presenten una reaccion si la muestra es de 1,200.

La esperanza de la variable aleatoria X ~ Bin (1200,0.003).

La varianza de la variable aleatoria X ~ Bin (1200,0.003).

La probabilidad de que tres presenten una reaccion si la variable aleatoria X ~ Poisson (36).
La probabilidad de que més de dos presenten una reaccién si X ~ Poisson (36).

La esperanza de la variable aleatoria X ~ Poisson (36).

© N ok w =

La varianza de la variable aleatoria X ~ Poisson (36).
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4.3. Ejercicios

Ejercicio 61. El nimero de huracanes en un afio es una variable aleatoria X ~ Poisson (9). Calcular:
Z (X <5).

Z(1<X<10).

Z (X >10).

E(X).

Var (X).

P (X > E(X)+ Var(X)).

S ok »h =

Ejercicio 62. Si 10% del producto estd defectuoso y presenta una distribucién Poisson (10). Control de
calidad rechaza el lote de producto si encuentra cinco o mas productos defectuosos. Calcular:

1. La probabilidad de rechazar menos de cinco productos.

2. E(X).

3. Var(X).
Ejercicio 63. El tiempo de revision de un automdévil es una variable aleatoria X ~ exp (25), es decir, es una
variable aleatoria exponencial con una media de 25 minutos. El costo de revision tiene un costo fijo de $ 400
mas un costo variable de $ 20 por el tiempo de la revision. Calcular:

1. La probabilidad de que el tiempo de revision sea menor que 15 minutos, es decir, & (X < 15).

2. La probabilidad de que el tiempo de revision sea entre 15 y 45 minutos, es decir, &7 (15 <X < 45).

3. El tiempo de revisién para superar el 80% de los tiempos de revision, es decir, & (X < x) =0.8.

4. El costo promedio esperado, es decir, E (C).

5. La varianza del costo, es decir, Var (C).

Ejercicio 64. El tiempo en minutos entre dos llegadas consecutivas a la ventanilla de un banco es una variable
aleatoria X ~ exp (1). Calcular:
1. El tiempo esperado en minutos entre dos llegadas consecutivas, es decir, E (X).
2. La varianza del tiempo entre dos llegadas sucesivas, es decir, Var (X).
3. Laprobabilidad de que el tiempo entre dos llegadas sea menor que cinco minutos, es decir, & (X < 5).
4. Laprobabilidad de que el el tiempo entre dos llegadas sea mayor que seis minutos, es decir, &2 (X > 6).

5. La probabilidad de que el el tiempo sea entre tres y siete minutos, es decir, # (3 <X <7).

Ejercicio 65. La distancia en metros que las ratas—canguro recorren desde la ubicacién del nacimiento hasta
el primer territorio vacante que encuentran es una variable aleatoria X ~ exp (0.0139). Calcular:

La distancia promedio esperada, es decir, E (X).

La varianza de la distancia recorrida, es decir, Var (X).

La probabilidad de que la distancia sea a lo mas 100 metros, es decir, & (X < 100).

La probabilidad de que la distancia sea entre 70 y 95 metros, es decir, &7 (70 < X < 85).

M

La probabilidad de que la distancia supere la distancia promedio esperada por mds de una desviacién
estandar, es decir, & <X >E(X)++/Var (X ))
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4. Distribuciones de probabilidad

Ejercicio 66. Calcular las probabilidades de una distribucién Gauss estandar:

P(-1<Z<L1).
P (0<Z<1.28).
(—0.68 < Z < 1.65).
(025 <Z < 1.04).
(
2(

A

K
&
P(Z<1.28).

6. Z > —2.33).

Ejercicio 67. El tiempo de vida en horas de un aparato es una variable aleatoria X ~ N (10000,6002).
Calcular:

1. La probabilidad de que el aparato dure menos de 8,000 horas, es decir, & (X < 8,000).

2. La probabilidad de que dure entre de 9,000 y 12,000 horas, es decir, & (9,000 < X < 12,000).

3. La probabilidad de que el aparato dure mds de 12,000 horas, es decir, & (X > 12,000).

Ejercicio 68. El peso en kilogramos de 1,000 estudiantes es una variable aleatoria X ~ N (70, 100). Calcular:

1. La probabilidad de que el peso sea menor que 50 kilogramos, es decir, &2 (X < 50).

2. La probabilidad de que el peso sea mayor que 80 kilogramos, es decir, & (X > 80).

3. El nimero de estudiantes que pesan entre 50 y 80 kilogramos, es decir, 1,0007 (50 < X < 80).
4. El niimero de estudiantes que pesan menos de 75 kilogramos, es decir, 1,000 (X < 75).

Ejercicio 69. La resistencia en libras sobre pulgadas cuadradas del acero grado A36 es una variable
aleatoria X ~ N (43,20.25). Calcular:

1. La probabilidad de que la resistencia sea menor que 40 libras, es decir, & (X < 40).
2. La probabilidad de que la resistencia sea mayor que 50 libras, es decir, & (X > 50).

3. La probabilidad de que la resistencia esté entre 35 y 51 libras, es decir, & (35 < X < 51).
9).

Ejercicio 70. Si 10% del producto estd defectuoso y presenta una distribucién N (10,9). Control de calidad

rechaza el lote de producto si encuentra 5 o mas productos defectuosos. Calcular:
1. La probabilidad de rechazar menos de 5 productos.
2. La probabilidad de rechazar entre 5 y 10 productos.
3. E(X).
4. Var(X).
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Estadistica
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Capitulo

Introduccion

Una coleccién de datos de una poblacion es de interés para el estado y las primeras colecciones de datos
fueron llamadas estadisticas. Los primeros registros de una recoleccion sistemdtica de datos de una
poblacién surgieron en Venecia y Florencia durante el renacimiento. A mediados del siglo XVI, a través
de parroquias, algunos gobiernos europeos registraban nacimientos, matrimonios y decesos para conocer las
tasas de natalidad y de mortalidad por epidemias y plagas. La recoleccién de datos continué durante los
siglos XVII y XVIII para realizar censos.

En el siglo xvIII, De Moivre (1725) fundament6 la estadistica demografica. En el siglo XIX, Galton (1964)
fue precursor para inferir informacion acerca de una poblacién a partir de datos estadisticos. Los métodos y
la teoria fueron desarrollados en el siglo XX con los trabajos de Pearson (1900), Fisher (1922), Neyman y
Pearson (1928a, 1928b, 1933a, 1933b, 1936) y Neyman (1934, 1937).

Pearson (1900) desarroll6 el estadistico ¥ y encontré la distribucién asintética cuando los pardmetros son
conocidos y es considerada la epifania de la estadistica. Fisher (1922) introdujo los grados de libertad y
la teorfa de estimacién por méxima verosimilitud que permite conocer la distribucién asintética de x> con
pardmetros desconocidos.

El objetivo de los métodos estadisticos es la reduccién de los datos que se logra con los datos disponibles
de una muestra aleatoria de una poblacién hipotéticamente infinita, cuya distribucién con respecto a las
caracteristicas bajo discusion es especificada por el minimo de parametros y establece los tipos de problemas
siguientes:

1. Especificacién (seleccionar la distribucién de la poblacion).
2. Estimacioén (aplicar estadisticos para inferir los pardmetros de la poblacién).

3. Distribucion (conocer la distribucion de la muestra).
Fisher establecio tres criterios de estimacion:

1. Consistencia.
2. Eficiencia.

3. Suficiencia.
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5. Introduccién

Fisher (1922) utiliz6 los términos: pardmetro, estadistico, varianza, verosimilitud, informacién, hipétesis
nula, prueba de significacién, nivel de significacién, punto critico, aleatorio y enfatizé la diferencia entre
medidas descriptivas de la muestra y de la poblacién, utilizé letras griegas para los pardmetros de la
poblacién y letras latinas para los pardmetros de la muestra. Fisher (1925) probé que los estimadores maximo
verosimiles son asintéticos y de varianza minima.

Neyman y Pearson (1928a, 1928b, 1933a, 1933b, 1936) describieron los métodos para seleccionar una region
critica para probar hipétesis simples en el contexto de un parimetro desconocido. Neyman (1934, 1937)
inici6 la teoria de los intervalos de confianza.

Los métodos y conclusiones son utilizados para rechazar o no rechazar afirmaciones cientificamente, es decir,
la estadistica explica las condiciones regulares de experimentos aleatorios.

5.1. Estadistica

Definicién 78 (estadistica). La estadistica es una ciencia que se encarga de recolectar, organizar, resumir,
analizar e interpretar datos para obtener conclusiones a partir de éstos.

La estadistica se divide en dos areas:

1. Estadistica descriptiva.

2. Inferencia estadistica.

5.1.1. Estadistica descriptiva

Definicion 79 (estadistica descriptiva). La estadistica descriptiva es un conjunto de métodos para organizar,
resumir y presentar datos.

5.1.2. Inferencia estadistica

Definicién 80 (inferencia estadistica). La inferencia estadistica es un conjunto de métodos para obtener, con
un grado de confianza, informacién de una poblacién con fundamento en una muestra.

Suponiendo que existe una poblacién de interés, es decir, si existe un conjunto de objetos del que se desea
conocer informacién y por la imposibilidad o la inconveniencia de obtener informacién de todos y cada uno

de los elementos de la poblacién es considerado un subconjunto y con fundamento en esta muestra se infiere
la informacién de la poblacion.

5.1.3. Poblacion

Definicién 81 (poblacién). La poblacién es un conjunto que contiene a todos y cada uno de los elementos
sometidos a un estudio estadistico.
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5.1. Estadistica

5.1.4. Muestra

Definicién 82 (muestra). La muestra es un conjunto representativo de la poblacién donde el nimero de
elementos de la muestra es menor que el nimero de elementos de la poblacion.

Los métodos estadisticos estan divididos en:

1. Estadistica paramétrica.

2. Estadistica no paramétrica.

5.1.5. Estadistica paramétrica

Definicién 83 (estadistica paramétrica). La estadistica paramétrica es la rama de la inferencia estadistica
que comprende los procedimientos estadisticos que estdn fundamentados en la distribucién de los datos y un
ndmero finito de pardmetros.

La estadistica paramétrica es aplicada cuando son satisfechas las condiciones siguientes:

1. La distribucién de la variable dependiente es conocida.
2. Lapresencia de homocedasticidad (homogeneidad de la varianza).
3. Laasignacion y la seleccidn de la muestra es aleatoria (muestreo aleatorio).

4. La variable dependiente estd medida en escala de intervalo o de razon.
La estadistica paramétrica resuelve tres tipos de problemas:

1. Estimacién puntual (calcula un valor para el pardmetro).
2. Estimacién por intervalos (calcula un intervalo de confianza para el parametro).

3. Contraste de hipétesis (contrasta informacion acerca de pardmetros o de distribuciones).

5.1.6. Estadistica no paramétrica

Definicién 84 (estadistica no paramétrica). La estadistica no paramétrica es la rama de la estadistica que
estudia pruebas y modelos estadisticos con una distribucién subyacente que no se ajusta a criterios
paramétricos.

La estadistica no paramétrica es aplicada cuando:

1. La distribucién de los datos no es posible de definir a priori.
2. El nivel de medicién empleado no es, como minimo, la escala de intervalo.

3. El nivel de medicion es ordinal o nominal.
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5. Introduccién

5.2. Variables

Definicion 85 (variable). Una variable es una caracteristica de un elemento de la poblacién.
Ejemplo 70 (variables). En una poblaciéon humana se tienen variables de interés como:

Edad.

Peso.

Sexo.

Estatura.
Religion.

Grado académico.
Nacionalidad.

Estado civil.

A A

Cédula dnica de registro poblacional (CURP). O

Las variables son clasificadas en:
1. Cualitativas.

a) Nominal.
b) Ordinal.

2. Cuantitativas.

a) Discretas.

b) Continuas.

5.3. Escalas de medicion

De acuerdo con la relacion de los valores de una variable son consideradas las escalas de medicion siguientes:

1. Nominal.
2. Ordinal.
3. Razon.

4. Intervalo.

5.3.1. Escalas de medicion de las variables cualitativas

Las variables cualitativas son clasificadas con las dos escalas siguientes:

1. Nominal.
2. Ordinal.
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5.3. Escalas de medicion

Definicién 86 (variable nominal). Una variable cualitativa es nominal cuando es inexistente una relacién de
orden o magnitud entre valores y es imposible realizar operaciones aritméticas.

Ejemplo 71 (variable nominal). En una poblacién humana son consideradas variables cualitativas nominales
como:

1. Sexo.
2. Religion.
3. Nacionalidad. O

Definicién 87 (variable ordinal). Una variable cualitativa es ordinal cuando existe una relaciéon de orden
entre valores y es imposible realizar operaciones aritméticas.

Ejemplo 72 (variable ordinal). En una institucién educativa se tiene la variable cualitativa ordinal calificacién
global con los resultados siguientes:

1. No acreditado (NA).
2. Suficiente (S).

3. Bien (B).

4. Muy bien (MB).

Los valores NA, S, B 'y MB presentan el orden siguiente: NA < S < B < MB, pero es imposible realizar
operaciones aritméticas como I\%. O

5.3.2. Escalas de medicion de las variables cuantitativas

Las variables cuantitativas son clasificadas de acuerdo con dos escalas:

1. Intervalo.
2. Razoén.

Definicién 88 (variable con escala de intervalo). Una variable cuantitativa se mide con escala de intervalo
cuando existen relaciones de orden y distancia entre valores y es inexistente el cero absoluto, por lo tanto es
imposible realizar operaciones aritméticas.

Ejemplo 73 (variable con escala de intervalo). La temperatura en grados Celsius es una variable cuantitativa

con escala de intervalo porque la diferencia entre 10 °Cy 12 °C es igual que la diferencia entre 15 °Cy 17 °C

y se tiene el orden siguiente: 10 < 12 < 15 < 17, pero no se establece que 10 °C es equivalente a la mitad

de 20 °C porque es inexistente el cero absoluto, por lo tanto es imposible realizar operaciones aritméticas
10

como . O

Definicién 89 (variable con escala de razén). Una variable cuantitativa se mide con escala de razén cuando
existen relaciones de orden y distancia entre valores y existe el cero absoluto, por lo tanto, es posible realizar
operaciones aritméticas.
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5. Introduccién

Ejemplo 74 (variable con escala de razén). En una poblacién humana son consideradas variables
cuantitativas con escala de razén como:

1. Edad.
2. Peso.
3. Estatura. O

La similitud entre variables con escalas de intervalo y de razén permite que variables con escala, relaciones de
orden, distancia entre valores y con inexistencia o existencia del cero absoluto sean aplicadas con operaciones
aritméticas como variables con escala de razén.

Ejemplo 75 (conjunto de datos). Un conjunto de datos es recopilado, organizado y presentado en formato
de una tabla donde cada renglén representa una observacion de 52 jugadores profesionales para los que
son presentadas siete variables: nimero, posicion, estatura (pies y pulgadas), peso (libras), edad y practica
profesional. Indicar si la variable es cualitativa o cuantitativa, nominal u ordinal, discreta o continua y si la
escala es nominal, ordinal, razén o intervalo. Los datos' de los jugadores son presentado en la tabla 5.1.

Tabla 5.1: Conjunto de datos presentados en formato tabla.

# | Posicion | Estatura | Peso | Edad | Practica # | Posicion | Estatura | Peso | Edad | Practica
1 | WR 6’2" 195 26 4 53 | LB 6’17 230 26 2
2 | K 6’2" 191 33 10 54 | DE 6’4” 235 23 2
3| K 5’117 205 31 1 55 | LB 6’4 256 24 4
4 | QB 6727 238 28 6 57 | LB 6’3” 243 26 3
5P 6’3” 202 33 10 59 | DE 6’5” 268 23 0
61| S 6’07 204 26 3 63 | C 6’3” 316 24 2
7| CB 6727 195 24 2 66 | G 6’5” 308 24 3

10 | QB 6’3” 225 28 4 68 | G 6’5” 311 24 0

11 | LB 6’3” 245 22 0 70 | G 6’4 315 31 8

13 | WR 6’17 198 25 4 71 | T 6’4 320 28 7

15 | QB 6’1 220 26 3 72 | DT 6’3" 308 23 3

17 | WR 6’17 202 25 4 77 | T 6’5 320 30 11

18 | S 672”7 174 28 5 78 | T 6’6” 310 24 2

20 | RB 6’0" 209 24 3 91T 6’8” 325 36 8

21 | RB 6’07 228 26 6 81 | WR 6’3” 220 24 0

24 | CB 6’17 192 22 0 84 | TE 6’5 238 23 2

25 | CB 6’4” 185 23 0 85 | WR 6’2" 225 25 5

26 | CB 5’107 195 26 5 86 | TE 6’5 244 25 4

27 | S 6’4” 215 27 6 87 | TE 6’5 252 27 5

28 | S 6727 212 25 5 88 | WR 6’2" 189 22 2

29 | CB 6’3” 190 31 6 91 | DE 6’3” 305 27 5

30 | CB 5’117 196 27 6 92 | DE 6’4 255 24 4

32 | RB 5’107 220 27 5 93 | DE 6’4” 266 27 5

38| S 6’4” 205 21 0 97 | DT 6’2 280 23 0

42 | LB 6’07 211 26 6 98 | DT 6’4 360 22 0

52| G 6’5” 298 24 4 99 | DT 6’2" 315 28 5

I www.dallascowboys.com/team/players-roster consultado el 29 de noviembre de 2021.
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5.4. Ejercicios

Solucion. La variable nimero es cuantitativa, discreta y la escala es de intervalo. El nimero identifica de
forma tnica a cada jugador, la tabla 5.1 estd ordenada ascendentemente por el nimero y no es necesario
realizar operaciones con los nimeros que identifican a los jugadores.

La variable posicion es cualitativa y es nominal. La posicién estd relacionada con las actividades de los
jugadores. La tabla 5.1 presenta catorce posiciones (siete ofensivas, cinco defensivas y dos para patear):
centro (C), guardia (G), mariscal de campo (QB), corredor (RB), bloqueador (T), cerrado externo (TE),
receptor abierto (WR), esquinero (CB), defensivo externo (DE), atajador defensivo (DT), apoyador (LB),
profundo (S), pateador inicial o de gol de campo (K) y pateador de despeje (P).

La variable estatura es cuantitativa, continua (pero estd representada con una precisién en pulgadas) y la
escala es de razén. La estatura minima es 5 pies y 10 pulgadas (177.8 cm) y la estatura maxima es 6 pies y 8
pulgadas (203.2 cm).

La variable peso es cuantitativa, continua (pero estd representada con una precision en libras) y la escala es
de razén. El peso minimo es 174 libras (78.996 kg) y el peso maximo es 360 libras (163.440 kg).

La variable edad es cuantitativa, continua (pero esta representada con una precisién en afios) y la escala es
de razén. La edad minima es 21 afios y la edad médxima es 36 afios.

La variable practica profesional es cuantitativa, continua (pero esta representada con una precision en afios)
y la escala es de razén. La experiencia minima es 0 afios y la experiencia maxima es 11 afios.

Es posible estimar estadisticos descriptivos como: media, mediana, moda, varianza, desviacién estandar,
coeficiente de variacion, coeficiente de asimetria y coeficiente de curtosis de la estatura, el peso, la edad y la
practica profesional. La estimacion de la proporcién, la media, la varianza y la desviacion estdndar es posible
de realizar puntualmente y por intervalos de confianza y realizar pruebas de hipdtesis acerca de pardmetros
como la proporcién, la media, la varianza, la desviacién estandar y pruebas de bondad de ajuste acerca de la
distribucién que presenta la variable analizada. O

5.4. Ejercicios

Ejercicio 71. Clasificar la variable como cualitativa o cuantitativa. Si la variable es cuantitativa indicar si es
discreta o continua:

El tiempo promedio de vida ttil de un foco.

El nimero de hijos de una familia.

La cantidad de agua en una presa.

El estado civil de una persona.

El tiempo promedio para realizar un trabajo.

La temperatura minima de un observatorio en un dia.

El nimero de mascotas de una familia.

El coeficiente intelectual de una persona.

e A ol

El lugar de residencia de una persona.

ﬁ
e

La actividad profesional u oficio de una persona.
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5. Introduccién

Ejercicio 72. Clasificar la variable cualitativa como nominal u ordinal:

El color de pelo de una persona.

El nivel de estudios de una persona de 21 afios.
El pais de de nacimiento de una persona.

La marca de un automévil.

El mes de nacimiento de una persona.

El dia del afio més caluroso.

La estacion del aino mas fria.

La raza de gatos de una ciudad.

e e A A

La ocupacién de una persona.

H
e

La respuesta a una pregunta en un examen.

Ejercicio 73. Clasificar la variable cuantitativa como discreta o continua y la escala como intervalo o razon.

1. La medida del calzado de una persona.
2. El peso en kilogramos de un recién nacido.
3. La altura de los arboles de una especie en un bosque.
4. El consumo de energia eléctrica de una casa en un periodo determinado.
5. El coeficiente intelectual de una persona.
Ejercicio 74. Clasificar la variable como discreta o continua:
1. El volumen de acciones que se venden diariamente en una bolsa de valores.
2. Latemperatura registrada cada minuto en un observatorio.
3. El tiempo de vida promedio en horas de un proyector.
4

. El ingreso promedio anual de los profesores universitarios.

5. Lalongitud de los pernos producidos en una fabrica.
Ejercicio 75. Para las poblaciones hipotéticas proporcionar una muestra de tamafio n = 2:

1. La distancia de lanzar un balén de fiitbol americano.
2. El nimero de péginas de los libros publicados en el afio 2020.

3. La magnitud (intensidad) de un temblor (escala de Richter) en México en el aiio 2020.

116



Capitulo

Estadistica descriptiva

Suponiendo que se tiene un conjunto de datos {xj,...,xy} que representan valores de una variable de interés
obtenidos en un experimento aleatorio &, entonces la primera etapa de la estadistica consiste en recolectar
una muestra {xj,...,x,} donde n < N.

6.1. Muestreo

Suponiendo que se tiene una poblacion de interés para inferir con respecto a la poblacién, entonces debido
a la imposibilidad o inconveniencia para obtener informacién de todos y cada uno de los elementos de la
poblacién, se toma una muestra para inferir la informacién de la poblacién.

Definicién 90 (muestreo). El muestreo es un procedimiento para estudiar una muestra e inferir con respecto
a la poblacion.
El muestreo tiene las razones siguientes:

1. Existen pruebas destructivas y es costoso destruir parte o toda la muestra.

2. Es mas econémico investigar con fundamento en una muestra.
Los tipos de muestreo son:

1. Aleatorio.

2. No aleatorio.

6.1.1. Muestreo aleatorio

Definicién 91 (muestreo aleatorio). El muestreo aleatorio satisface las condiciones siguientes:

1. Cada uno de los elementos de la poblacién tiene una probabilidad de ser seleccionado.

2. Cada seleccién es independiente de las otras (independencia).
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6. Estadistica descriptiva

El muestreo aleatorio aplica los métodos siguientes:
1. Métodos simples.

a) Muestreo con reemplazo.
b) Muestreo sin reemplazo.

2. Métodos modificados.

a) Muestreo por conglomerados (la poblacion es dividida en conglomerados).
b) Muestreo estratificado (la poblacién es dividida en estratos con igual nimero de elementos).

¢) Muestreo estratificado proporcional (la muestra de cada estrato es proporcional al estrato).

d) Muestreo sistémico’.
3. Métodos compuestos.

a) Muestreo mixto (combina dos o mds de los métodos simples anteriores).

6.1.2. Muestreo no aleatorio

Definicién 92 (muestreo no aleatorio). El muestreo no aleatorio satisface la condicién siguiente:
1. Cada elemento de la poblacién es seleccionado sin azar.
El muestreo no aleatorio genera muestras representativas, pero no genera informacioén acerca del grado de
representatividad de la muestra.
El muestreo no aleatorio aplica los métodos siguientes:

1. Muestreo bola de nieve (ubica objetivos que conducen a otros).
2. Muestreo de conveniencia (incluye grupos tipicos para obtener muestras representativas).
3. Muestreo por cuotas (conoce estratos de la poblacién e individuos representativos).

4. Muestreo discrecional (los elementos son elegidos a criterio del investigador).

6.2. Clases

Las variables son dividas en categorias mutuamente excluyentes y exhaustivas C;,Cj,...,C,, por lo tanto
cada valor es clasificado en una (exhaustiva) y s6lo una clase (exclusiva).

Definicién 93 (clase). Una clase es un conjunto de categorias.

Si los datos de una variable estdn agrupados en clases, entonces los datos individuales son aproximados con
las marcas de clase.

ILa poblacién de tamafio N es dividida por la muestra de tamafio n y es elegido un nimero aleatorio k para tomar los
elementos k,k+dk, ... k4 (n—1)dk donde dk = &

e

118



6.3. Graficas

Definicién 94 (marca de clase). Una marca de clase es un dato representativo de la clase:

- in(C ix (C
Ck:mln( k)—lz—max( k)7 ©.1)

donde Cy es la marca de clase, min (Cy) es el valor minimo de la clase y mdx (Cy) es el valor maximo de la
clase.

6.3. Graficas

La informacién representada graficamente estd organizada, resumida y facilita la comprension del
experimento aleatorio.

La metodologia para presentar las graficas consiste en:

1. Definir las categorias (clases).
2. Ordenar la informacion.

3. Calcular:

a) Las frecuencias absolutas f;.

b) Las frecuencias relativas fry.

¢) Las frecuencias acumuladas Fy.

d) Las frecuencias relativas acumuladas Fry.
4. Resumir la informacién por categorias (clases).
5. Presentar las graficas.

6. Analizar la informacién y las graficas.
Las gréficas presentadas en esta seccién son:

Griéfica de barras.
Histograma.
Poligono de frecuencias.

Ojiva.

ook w D=

Griéfica de pastel.

6.3.1. Grafica de barras

Definicién 95 (grafica de barras). Una grafica de barras representa las frecuencias (absolutas, relativas,
acumuladas o relativas acumuladas) de las categorias de una variable a través de barras.

Ejemplo 76 (grafica de barras). Con la informacion de la tabla 2.1 del ejemplo 27, presentar una gréafica de
barras con las frecuencias absolutas de las once licenciaturas como categorias.
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6. Estadistica descriptiva

Solucion. La informacién de la tabla 2.1 esta resumida en la tabla 6.1.

Tabla 6.1: Frecuencias de las licenciaturas del grupo CSI02 del trimestre 2018-O.

Licenciatura | f fr F Fr

Ambiental 2 | 0.0455 2 | 0.0455
Civil 6 | 0.1364 | 8 | 0.1818
Eléctrica 31 0.0682 | 11 | 0.2500
Fisica 8 | 0.1818 | 19 | 0.4318
Industrial 2 | 0.0455 | 21 | 0.4773
Mecdnica 31 0.0682 | 24 | 0.5455
Metaldrgica 8 | 0.1818 | 32 | 0.7273
Quimica 2 | 0.0455 | 34 | 0.7727
Electrénica 3| 0.0682 | 37 | 0.8409
Disefio 2 | 0.0455 | 39 | 0.8864
Computacién | 5 | 0.1136 | 44 | 1.0000

En la gréifica 6.1 es presentada la gréifica de barras de las frecuencias absolutas de las licenciaturas que
estudian los alumnos del grupo CSI02 del trimestre 2018-O.

Civil
Eléctrica
Fisica
Industrial
Mecénica
Metaldrgica
Quimica
Electrénica
Disefio

—
<
-
=)
o
o
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g
<

Computacién

Griéfica 6.1: Gréfica de barras de las frecuencias absolutas del grupo CSI02 del trimestre 2018-0.

La variable es cualitativa y es ordinal porque el orden en el que estin presentadas las licenciaturas es de
acuerdo con el nimero de plan, pero la presentacién de orden no es Unica porque es posible presentar las
licenciaturas en otro orden, por ejemplo: alfabéticamente. O

6.3.2. Histograma

Definicién 96 (histograma). Un histograma representa las frecuencias (absolutas, relativas, acumuladas o
relativas acumuladas) de las categorias ordenadas de una variable a través de barras.
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6.3. Graficas

La gréfica 6.1 (grafica de barras) es un histograma de las frecuencias absolutas.

Los intervalos de clase de variables cuantitativas con escala de intervalo o escala de razén permiten presentar
histogramas de frecuencias para identificar modelos de probabilidad.

6.3.3. Poligono de frecuencias

Definicién 97 (poligono de frecuencias). Un poligono de frecuencias (absolutas, relativas, acumuladas o
relativas acumuladas) representa las frecuencias de las categorias ordenadas de una variable a través de
segmentos de lineas rectas que tienen vértices en las marcas de clase.

Ejemplo 77 (poligono de frecuencias). Con la informacién presente en la tabla 2.1, presentar un poligono de
frecuencias absolutas de las once licenciaturas como categorias.

Solucion. En la gréfica 6.2 es presentado el poligono de frecuencias absolutas de las licenciaturas que
estudian los alumnos del grupo CSI02 del trimestre 2018-O.

Ambiental
Eléctrica
Industrial
Mecanica
Metaldrgica
Electrénica
Computacién

Griéfica 6.2: Poligono de frecuencias absolutas del grupo CSI02 del trimestre 2018-0.

El poligono de frecuencias relativas es semejante, pero la escala del eje de las ordenadas cambia 2.27 % en
cada uno de los nueve valores. U

6.3.4. Ojiva

Definicién 98 (ojiva). Una ojiva representa las frecuencias absolutas acumuladas o las frecuencias relativas
acumuladas de las categorias ordenadas de una variable a través de segmentos de lineas rectas.

Ejemplo 78 (ojiva). Con la informacién de la tabla 2.1, presentar una ojiva de frecuencias acumuladas de las
once licenciaturas como categorias.

Solucion. En la grafica 6.3 es presentada la ojiva de frecuencias acumuladas de las licenciaturas en ingenieria
y disefio que estudian los alumnos del grupo CSI02 del trimestre 2018-0.
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6. Estadistica descriptiva
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Griéfica 6.3: Ojiva del grupo CSI02 del trimestre 2018-0.
La ojiva de frecuencias absolutas es semejante, pero la escala del eje de las ordenadas cambia. O

6.3.5. Grafica de pastel

Definicién 99 (grafica de pastel). Una gréfica de pastel es una grafica circular que representa las frecuencias
relativas de las categorias de una variable a través de arcos circulares.

Ejemplo 79 (gréfica de pastel). Con la informacién de la tabla 2.1, presentar una gréfica de pastel con los
porcentajes de los alumnos de la Division de Ciencias Béasicas e Ingenieria (DCBI) y de la Divisién de
Ciencias y Artes para el Disefio (DCyAD).

Solucion. En la gréfica 6.4 es presentada la grafica de pastel de las licenciaturas en ingenieria de (DCBI) y
disefio de (DCyAD) de los alumnos del grupo CSIO2 del trimestre 2018-O.

B DCBI
O DCyAD

‘

Griéfica 6.4: Gréfica de pastel del grupo CSIO2 del trimestre 2018-O.

Los porcentajes de la grafica de pastel son equivalentes a las frecuencias relativas. O
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6.3. Graficas

Ejemplo 80 (graficas). El grupo CSI02 de la Unidad de Ensefianza Aprendizaje (UEA) de Probabilidad y
Estadistica del trimestre 2018-0O inici6 con 44 asistentes, 42 de alguna de las 10 licenciaturas en Ingenieria y 2
de la licenciatura en Disefio Industrial. El experimento aleatorio consistié en preguntar a cada alumno en qué
trimestre se ha inscrito y registrar la respuesta. Después de las 44 preguntas fueron obtenidos los resultados
que son presentados en la tabla 6.2.

Tabla 6.2: Trimestre de inscripcién de los alumnos del grupo CSI02 del trimestre 2018-O.

Alumno | Trimestre Alumno | Trimestre Alumno | Trimestre Alumno | Trimestre
1 5 12 5 23 7 34 5
2 5 13 3 24 10 35 7
3 6 14 9 25 5 36 4
4 7 15 7 26 8 37 8
5 7 16 5 27 7 38 5
6 7 17 5 28 7 39 7
7 7 18 5 29 7 40 7
8 7 19 7 30 7 41 9
9 7 20 7 31 5 42 8

10 7 21 11 32 9 43 4
11 7 22 7 33 7 44 4

Con la informacion presentada en la tabla 6.2:
1. Calcular la frecuencia absoluta para cada una de las 9 clases 3,4,...,11.
2. Calcular las marcas de clase de las 9 clases donde C| = [3,4) ,C, = [4,5),...,Co = [11,12).
3. Presentar un histograma de frecuencias absolutas.
4. Presentar un poligono de frecuencias absolutas.
5. Presentar una gréfica de pastel.

Solucion. Con la informacién de la tabla 6.2 se tiene que:

1. Las frecuencias absolutas de las 9 clases son presentadas en la tabla 6.3.

Tabla 6.3: Frecuencia absoluta del trimestre de inscripcion.

Categoria | [3,4) | [4,5) | [5,6) | [6,7) | [7,8) | [8,9) | [9,10) | [10,11) | [11,12)
fi 1 310 T 21 3 3 1 i

2. Las marcas de clase de las 9 clases son presentadas en la tabla 6.4.

Tabla 6.4: Marcas de clase del trimestre de inscripcidn.

Categoria | [3,4) | [4,5) | [5,6) | [6,7) | [7,8) | [8,9) | [9,10) | [10,11) | [11,12)

Ck 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5 8.5 9.5 10.5 11.5
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6. Estadistica descriptiva

3. El histograma de frecuencias absolutas es presentado en la grafica 6.5.
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Grafica 6.5: Histograma de frecuencias absolutas del trimestre de inscripcion.

4. El poligono de frecuencias absolutas es presentado en la gréfica 6.6.
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Grafica 6.6: Poligono de frecuencias absolutas del trimestre de inscripcién.

5. La gréfica de pastel es presentada en la grafica 6.7.

OO0 DD ODEO0OMN

Grafica 6.7: Grafica de pastel del trimestre de inscripcion.

Los porcentajes de la grafica de pastel son equivalentes a las frecuencias relativas.
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6.4. Intervalos de clase

6.4. Intervalos de clase

Los intervalos de clase son para agrupar la muestra y el nimero de categorias depende de factores como:

1. El tamaifio de la muestra.
2. La precision.

3. Los métodos de inferencia.

El nimero de intervalos de clase es establecido en funcion de intereses concretos.

6.4.1. Método de Velleman

Definicién 100 (método de Velleman 1976). El niimero de categorias en el que es dividida la muestra es:

k=[vn], 6.2)

donde k es el nimero de intervalos de clase (categorias), n es el nimero de elementos de la muestra y [-] es
la funcién entero superior.

6.4.2. Meétodo de Sturges

Definicién 101 (método de Sturges 1926). El nimero de categorias en el que es dividida la muestra es:
k=[1+1log,(n)], (6.3)

donde k es el nimero de categorias, log, (n) es el logaritmo base dos, n es el nimero de elementos de la
muestra y [-] es la funcién entero superior.

6.4.3. Método de Scott

Definicién 102 (método de Scott 1979). El nimero de intervalos de clase en el que es dividida la muestra es:

. Fe/ﬁ-ran(x)l _ [23/%(méx(X)—min(X))" | 6

7S X 7SX

donde k es el nimero de categorias, ran (X) = méx (X) —min (X) es el rango de la muestra, n es el nimero
de elementos de la muestra, Sy es la desviacién estindar® de la muestra y [-] es la funcién entero superior.

R I
Z (x¢ — %), donde X = — Z X} es la media de la muestra.

2L a varianza de la muestra es S)2( = 1
n=1 3
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6. Estadistica descriptiva

6.4.4. Método de Freedman y Diaconis

Definiciéon 103 (método de Freedman y Diaconis 1981). El nimero de intervalos de clase en el que es

dividida la muestra es:
e {G/ﬁ-ran(X)l B [G/ﬁ(méx(X) —min(X))l
2(05-01) 2(05-01) ’
donde k es el nimero de categorias, ran (X) = méx (X) —min (X) es el rango de la muestra, n es el nimero
de elementos de la muestra, Q3 es el tercer cuartil® de la muestra, Q; es el primer cuartil* de la muestra y [-]
es la funcién entero superior.

(6.5)

Nota 13 (intervalos de clase). El nimero de categorias (intervalos de clase) en los que la muestra es dividida
presenta el comportamiento siguiente:

krp > ksc > kst > ky sil<n<2,
kep > kst > ksc = ky si3<n<9,
krp > kst > ky > kgc si 10 <n <50,
kpp > ky > kst > ksc si5S1 <n <324,
ky > kpp > kst > ksc si 325 <n <698,
ky > kpp > ksc > kst sin > 699,

onde krp es el nimero de categorias por el método de Freedman y Diaconis, kgc es el nimero de categorias
donde k 1 nt de categorias por el método de Freed yD k 1 de categ
por el método de Scott, kg7 es el nimero de categorias por el método de Sturges, ky es el niimero de categorias
por el método de Velleman y n es el tamafio de la muestra.

6.4.5. Limites de los intervalos de clase

El nimero de intervalos de clase k es para calcular los limites del k—ésimo intervalo de clase donde 1 <k a
través de una progresion aritmética con la razoén:
~ max (X)+u—min(X)

dk = 6.6
3 ) (6.6)

donde dk es la razén de la progresion aritmética (amplitud de los intervalos de clase) y u es la unidad minima
utilizada. Entonces los limites de los intervalos de clase son:

in(X ik=1

min (Cy) = min (X) . : 6.7)
max (Cy_1) sik>1

max (Cx) = min (Cy) + kdk, (6.8)

donde min (Cy) es el minimo del k—~ésimo intervalo de clase, min (X) es el minimo de la muestra, max (Cy_1)
es el maximo del k—€ésimo intervalo de clase anterior y dk es la razén de la progresion aritmética que genera
los k intervalos de clase mutuamente excluyentes y que contienen al rango de la muestra:

ran (X) C {[min (C;),max (Cy)), [min(C,),max (C;)),...,[min(Cy) ,méx (C¢))}.

30 = Xy | k= M} Sik ¢ N, entonces Q3 = X))+ (X( k1)) — X ij)) ([k] — k), donde |-] es el entero inferior.

40, = Xy | k= ”T“} Sik & N, entonces Q1 = X( x|y + (X(Lkﬂj) _X(LkJ)) ([k] —k), donde |-| es el entero inferior y X( |4}
es la k—€sima variable aleatoria en orden ascendente.
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6.4. Intervalos de clase

Ejemplo 81 (categorias). Las paridades del tipo de cambio peso mexicano y ddlar estadounidense del periodo
de 01/09/2018 a 08/11/2018 son publicadas en http://www.banxico.org.mx. Con las paridades del tipo de
cambio:

1.

5.

Presentar la gréfica de los rendimientos logaritmicos R, = In ( MA:Ii 1 ) .

. Calcular el nimero de intervalos de clase para R, por el método de Velleman (1976).

2
3.
4

Presentar el histograma de frecuencias absolutas y relativas de R;.

. Presentar el poligono de frecuencias absolutas y relativas de R;.

Presentar la ojiva de frecuencias absolutas y relativas de R;.

Solucion. Las paridades del tipo de cambio son presentadas en la tabla 6.5.

Tabla 6.5: Paridades del tipo de cambio peso mexicano y ddlar estadounidense.

Fecha Paridad Fecha Paridad Fecha Paridad
01/09/2018 | 19.1258 24/09/2018 | 18.8296 17/10/2018 | 18.8096
02/09/2018 | 19.1258 25/09/2018 | 18.8539 18/10/2018 | 18.7693
03/09/2018 | 19.1258 26/09/2018 | 18.8516 19/10/2018 | 18.8012
04/09/2018 | 19.1792 27/09/2018 | 18.9870 20/10/2018 | 19.1018
05/09/2018 | 19.2137 28/09/2018 | 18.8986 21/10/2018 | 19.1018
06/09/2018 | 19.3609 29/09/2018 | 18.8120 22/10/2018 | 19.1018
07/09/2018 | 19.4433 30/09/2018 | 18.8120 23/10/2018 | 19.2183
08/09/2018 | 19.3546 01/10/2018 | 18.8120 24/10/2018 | 19.3669
09/09/2018 | 19.3546 02/10/2018 | 18.7231 25/10/2018 | 19.4169
10/09/2018 | 19.3546 03/10/2018 | 18.6531 26/10/2018 | 19.4623
11/09/2018 | 19.2394 04/10/2018 | 18.7503 27/10/2018 | 19.4383
12/09/2018 | 19.2989 05/10/2018 | 18.8014 28/10/2018 | 19.4383
13/09/2018 | 19.2680 06/10/2018 | 19.1328 29/10/2018 | 19.4383
14/09/2018 | 19.0511 07/10/2018 | 19.1328 30/10/2018 | 19.4790
15/09/2018 | 18.8775 08/10/2018 | 19.1328 31/10/2018 | 19.8022
16/09/2018 | 18.8775 09/10/2018 | 18.9444 01/11/2018 | 20.0258
17/09/2018 | 18.8775 10/10/2018 | 18.9234 02/11/2018 | 20.3177
18/09/2018 | 18.8689 11/10/2018 | 19.0000 03/11/2018 | 20.3177
19/09/2018 | 18.8399 12/10/2018 | 19.1183 04/11/2018 | 20.3177
20/09/2018 | 18.7694 13/10/2018 | 19.0217 05/11/2018 | 20.3177
21/09/2018 | 18.7672 14/10/2018 | 19.0217 06/11/2018 | 20.1329
22/09/2018 | 18.8296 15/10/2018 | 19.0217 07/11/2018 | 19.9636
23/09/2018 | 18.8296 16/10/2018 | 18.9202 08/11/2018 | 19.8609

Con las 69 paridades del tipo de cambio son calculados los 68 rendimientos logaritmicos:

R, =1In (MMf ) =1In(M,)—1In(M,_,),

t—1

donde R, es el rendimiento logaritmico en el instante ¢, M, es la paridad del tipo de cambio en el instante ¢
y M;_ es la paridad del tipo de cambio en el instante r — 1.
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6. Estadistica descriptiva

Los 68 rendimientos logaritmicos (con seis cifras significativas) son presentados en la tabla 6.6.

Tabla 6.6: Rendimientos logaritmicos de la paridad del tipo de cambio.

n | Rendimiento n | Rendimiento n | Rendimiento n | Rendimiento
1 0.000000 18 -0.001538 35 0.017473 52 0.006080
2 0.000000 19 -0.003749 36 0.000000 53 0.007702
3 0.002788 20 -0.000117 37 0.000000 54 0.002578
4 0.001797 21 0.003319 38 -0.009896 55 0.002335
5 0.007632 22 0.000000 39 -0.001109 56 -0.001234
6 0.004247 23 0.000000 40 0.004040 57 0.000000
7 -0.004572 24 0.001290 41 0.006207 58 0.000000
8 0.000000 25 -0.000122 42 -0.005066 59 0.002092
9 0.000000 26 0.007157 43 0.000000 60 0.016456

10 -0.005970 27 -0.004667 44 0.000000 61 0.011228

11 0.003088 28 -0.004593 45 -0.005350 62 0.014471

12 -0.001602 29 0.000000 46 -0.005863 63 0.000000

13 -0.011321 30 0.000000 47 -0.002145 64 0.000000

14 -0.009154 31 -0.004737 48 0.001698 65 0.000000

15 0.000000 32 -0.003746 49 0.015862 66 -0.009137

16 0.000000 33 0.005197 50 0.000000 67 -0.008445

17 -0.000456 34 0.002722 51 0.000000 68 -0.005158

La tabla 6.6 presenta los rendimientos del tipo de cambio peso mexicano y délar estadounidense del periodo
de 01/09/2018 a 08/11/2018. Entonces:

1. Los rendimientos logaritmicos son presentados en la grifica 6.8.
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Griéfica 6.8: Rendimientos logaritmicos de la paridad peso y délar.

2. El nimero de categorfas® para R; por el método de Velleman (1976) es obtenido sustituyendo en la
ecuacion (6.2):

k=[vV68]=82462] =9.

SPor el método de Sturges k = 8, por el método de Scott k = 6 y por el método de Freedman y Diaconis k = 14.
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6.4. Intervalos de clase

3. Los histogramas tienen nueve intervalos de clase que son construidos con una progresion aritmética
donde la razén es obtenida sustituyendo en la ecuacién (6.6):

Ak max (X)+u—min(X) 0.017473+1x107'©+0.011321
a k - 9

=0.003199,

donde u = 1 x 1076, Entonces el rango est4 contenido en los intervalos de clase C = {C,C,,...,Co},
donde:

C, =[-0.011321,—-0.008122), C, =[—0.008122,—0.004922), C;=[—0.004922,—0.001723),
C4 =[-0.001723,0.001476),  Cs =[0.001476,0.004676), Ce = [0.004676,0.007875),
C; =[0.007875,0.011074), Cs =[0.011074,0.014274), Cy =[0.014274,0.017473].

El histograma de frecuencias absolutas de los rendimientos logaritmicos de la paridad peso y ddlar es
presentado en la grafica 6.9.
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Griéfica 6.9: Histograma de frecuencias absolutas de los rendimientos logaritmicos.

El histograma de frecuencias relativas de los rendimientos logaritmicos de la paridad peso y ddlar es
presentado en la gréfica 6.10.
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Griéfica 6.10: Histograma de frecuencias relativas de los rendimientos logaritmicos.
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6. Estadistica descriptiva

Las gréficas 6.9 y 6.10 presentan las frecuencias absolutas y relativas de los rendimientos logaritmicos
de la paridad peso y ddlar y se observa que son similares, la diferencia es la escala del eje de las
ordenadas y las frecuencias relativas representan la probabilidad de ocurrencia de cada uno de los
intervalos de clase.

4. El poligono de frecuencias absolutas de los rendimientos logaritmicos de la paridad peso y ddlar es
presentado en la grafica 6.11.
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-0.003323
-0.000123
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0.009475
0.012674
0.015873

Gréfica 6.11: Poligono de frecuencias absolutas de los rendimientos logaritmicos.

El poligono de frecuencias relativas de los rendimientos logaritmicos de la paridad peso y délar es
presentado en la grafica 6.12.
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Griéfica 6.12: Poligono de frecuencias relativas de los rendimientos logaritmicos.

Las gréficas 6.11 y 6.12 presentan las frecuencias absolutas y relativas de los rendimientos logaritmicos
de la paridad peso y ddlar y se observa que son similares, la diferencia es la escala del eje de las
ordenadas y las frecuencias relativas representan la probabilidad de ocurrencia de cada uno de los
intervalos de clase.
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6.4. Intervalos de clase

5. La ojiva de frecuencias absolutas de los rendimientos logaritmicos de la paridad peso y ddlar es
presentada en la grafica 6.13.
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Griafica 6.13: Ojiva de frecuencias absolutas de los rendimientos logaritmicos.

La ojiva de frecuencias relativas de los rendimientos logaritmicos de la paridad peso y ddlar es
presentada en la gréfica 6.14.
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Griéfica 6.14: Ojiva de frecuencias relativas de los rendimientos logaritmicos.

Las gréficas 6.13 y 6.14 presentan las frecuencias absolutas y relativas acumuladas de los rendimientos
logaritmicos de la paridad peso y ddlar y se observa que son similares, la diferencia es la escala del
eje de las ordenadas y las frecuencias relativas acumuladas representan la probabilidad de ocurrencia
acumulada de cada uno de los intervalos de clase, es decir, la funcion de distribucion observada. O

131



6. Estadistica descriptiva

6.5. Ejercicios

Ejercicio 76. El grupo CTG82 de Probabilidad y Estadistica tiene 24 hombres y 14 mujeres. Presentar:

Una gréfica de barras de las frecuencias absolutas.
Una grafica de barras de las frecuencias relativas.
Un poligono de frecuencias absolutas.

Un poligono de frecuencias relativas.

Una ojiva de frecuencias absolutas.

AN

Una ojiva de frecuencias relativas.

7. Una grafica de pastel.

Ejercicio 77. Las frecuencias relativas de los grupos sanguineos son presentadas en la tabla siguiente:

Grupo | A B AB (0)
fr 0.20 | 0.15 | 0.03 | 0.62

Presentar:

Una gréfica de barras de las frecuencias absolutas suponiendo una muestra de 100 pacientes.
Una grafica de barras de las frecuencias relativas.

Un poligono de frecuencias absolutas suponiendo una muestra de 100 pacientes.

Un poligono de frecuencias relativas.

Una ojiva de frecuencias absolutas suponiendo una muestra de 100 pacientes.

AN S

Una ojiva de frecuencias relativas.

7. Una grafica de pastel.

Ejercicio 78. Cinco monedas son lanzadas simultineamente 500 veces. Los resultados de los 500
lanzamientos son presentados en la tabla siguiente:

Caras | O 1 2 3 4 5
f 19 | 72 | 171 | 144 | 82 | 12

Presentar:

Un histograma de las frecuencias absolutas.

Un histograma de barras de las frecuencias relativas.
Un poligono de frecuencias absolutas.

Un poligono de frecuencias relativas.

Una ojiva de frecuencias absolutas.

Una ojiva de frecuencias relativas.

NN kRN =

Una gréfica de pastel.
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6.5. Ejercicios

Ejercicio 79. Las distancias, en kilémetros, recorridas por 50 personas de su casa al trabajo son presentadas
en la tabla siguiente:

6.82 | 1040 | 11.52 | 12.32 | 8.00
11.20 | 13.92 | 14.08 | 3.84 | 16.43
12.80 | 1.44 | 12.48 | 12.85 | 19.68

624 | 148 | 7.84 | 12.88 | 6.04

592 |20.16 | 320 | 736 | 6.08
13.44 | 640 | 480 | 2.24 | 10.56

4.16 | 1648 | 6.72 | 3.52 | 3.24

1.60 | 16.00 | 5.28 | 3.04 | 2.56
2512 | 992 | 7.64 | 512 | 7.04

6.29 1.76 | 7.04 | 7.68 | 6.88

1. Calcular el nimero de clases por los métodos:

a) Velleman (1976).
b) Sturges (1926).
¢) Scott (1979).
d) Freedman y Diaconis (1981).
2. Para cada uno de los métodos (Velleman, Sturges, Scott y Freedman y Diaconis) presentar en una tabla
y para cada una de las categorias:
a) Los limites de los intervalos de clase.
b) Las marcas de clase.
¢) Las frecuencias absolutas.
d) Las frecuencias relativas.
e) Las frecuencias absolutas acumuladas.
f) Las frecuencias relativas acumuladas.

3. Para el método con el nimero maximo de intervalos de clase presentar:

a) Un histograma de las frecuencias absolutas.

b) Un histograma de barras de las frecuencias relativas.
¢) Un poligono de frecuencias absolutas.

d) Un poligono de frecuencias relativas.

e) Una ojiva de frecuencias absolutas.

/) Una ojiva de frecuencias relativas.

g) Una gréfica de pastel.
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6. Estadistica descriptiva

Ejercicio 80. Las densidades de maderas utilizadas en la construccién son presentadas en la tabla siguiente:

031 | 035|036 | 036 | 0.37 | 0.38 | 0.40 | 0.40 | 0.40
041|041 | 042 | 042 | 042 | 042 | 042 | 043 | 0.44
045|046 | 0.46 | 047 | 048 | 0.48 | 0.48 | 0.51 | 0.54
0.54 | 0.55 | 0.58 | 0.62 | 0.66 | 0.66 | 0.67 | 0.68 | 0.75

1. Calcular el nimero de clases por los métodos:

a) Velleman (1976).
b) Sturges (1926).
¢) Scott (1979).
d) Freedman y Diaconis (1981).
2. Para cada uno de los métodos (Velleman, Sturges, Scott y Freedman y Diaconis) presentar en una tabla
y para cada una de las categorias:
a) Los limites de los intervalos de clase.
b) Las marcas de clase.
¢) Las frecuencias absolutas.
d) Las frecuencias relativas.
e) Las frecuencias absolutas acumuladas.
f) Las frecuencias relativas acumuladas.

3. Para el método con el nimero maximo de intervalos de clase presentar:

a) Un histograma de las frecuencias absolutas.

b) Un histograma de barras de las frecuencias relativas.
¢) Un poligono de frecuencias absolutas.

d) Un poligono de frecuencias relativas.

e) Una ojiva de frecuencias absolutas.

f) Una ojiva de frecuencias relativas.

g) Una gréfica de pastel.
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Capitulo

Estimacion

La estimacién de pardmetros a partir de estadisticas es un problema de la inferencia estadistica.

Definicion 104 (espacio de la muestra). El espacio de la muestra es el conjunto X que estd formado por los
valores de la muestra aleatoria X1,...,X),.

Definicion 105 (estadistica). Una estadistica es una funcién 7 (X, ..., X,) de una muestra aleatoria Xi, ..., X,
que no depende de pardmetros desconocidos, por lo tanto la estadistica 7 (X) es una variable aleatoria.

Definicién 106 (espacio paramétrico). El espacio paramétrico es el conjunto ® que estd formado por los
valores del parametro 6.

Definicién 107 (pardmetro). Un pardmetro 6 es un valor que expresa una caracteristica de una poblacion.

La estimacién de un pardmetro 0 es realizada a través de:

1. La estimacion puntual.

2. La estimacién por intervalos.

7.1. Estimacion puntual

Sea X una variable aleatoria que tiene una distribucién de probabilidad con funcién de densidad fy (x,6)
y & un experimento aleatorio donde 6 es el conjunto de parametros de la distribucion.

Definiciéon 108 (estimador puntual). Un estimador puntual § es una funcién T (X) de una muestra
aleatoria X, ..., X, que es utilizada para estimar al conjunto ® de pardmetros 0:

O=T(X)=f(x1,.... %), (7.1)

donde 6 es el estimador del espacio de pardmetros ® de la distribucion.
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7. Estimacion

Los estimadores puntuales son calculados con:

1. El método de momentos de Pearson (1900).

2. El método de maxima verosimilitud de Fisher (1922).

7.1.1. Método de momentos

Definicion 109 (r—ésimo momento de la poblacién). Sea fx (x,6) la funcion de densidad de una variable
aleatoria X que depende de un parametro 6, entonces el r—€simo momento poblacional de X es:

p=E(X") (7.2)

cuando E (X") < eo.

Definicién 110 (r—ésimo momento de la muestra). Sea fx (x,0) la funcién de densidad de una variable
aleatoria X que depende de un pardmetro 0, entonces el r—ésimo momento muestral de X es:

1 n
M, = - ZX,Z. (7.3)
n3

El método de momentos propuesto por Pearson (1900) consiste en igualar los momentos de la muestra con
los momentos de la poblacién y resolver el sistema de ecuaciones para el conjunto de pardmetros 0 y la
solucién es el estimador de momentos.

7.1.2. Método de maxima verosimilitud

Sea X1,X>,...,X, una muestra aleatoria de una poblacién con funcién de densidad fx (x,6), entonces las
variables de la muestra aleatoria tienen una funcién de densidad fy (x) que depende del conjunto de
pardmetros 6.

Definicién 111 (funcién de verosimilitud). Sea Xj,...,X,, una muestra aleatoria, entonces la funcién .Z (0)
es la funcién de densidad conjunta:

f (9) = fxl’an (xl,. vy Xny 9) = Hka (xk, 9) . (7.4)
k=1

La funcién . proviene del término en inglés likelihood que es traducido como verosimilitud o credibilidad.
El método de maxima verosimilitud propuesto por Fisher (1922) consiste en obtener el valor de 0 para
maximizar la funcién de verosimilitud y encontrar el conjunto de valores de 6, de tal forma que los datos
observados maximizan la probabilidad de ocurrencia. El conjunto de valores de 8 donde se maximiza .Z es
el estimador de maxima verosimilitud.

Definicién 112 (estimador de mdxima verosimilitud). Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria con la funcién
de densidad fx (x,0) y £ (6) la funcién de verosimilitud, entonces & = T (X) es el estimador méximo
verosimil de 0 si V6 € © se satisface £ (6) > .Z (0).
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7.2. Propiedades de los estimadores puntuales

7.2. Propiedades de los estimadores puntuales

Fisher (1922) propuso que los estimadores son:
1. Insesgados.
2. Eficientes.
3. Consistentes.
4. Suficientes.

7.2.1. Estimador insesgado

Definicién 113 (estimador insesgado). Un estimador § de un pardmetro 6 € © es insesgado si:

E(6)=6. (7.5)

Un estimador insesgado es adecuado porque si el objetivo es estimar el valor del pardmetro, entonces es
adecuado saber que el valor esperado del estimador coincide con el valor a estimar.

7.2.2. Estimador eficiente

Definicién 114 (estimador eficiente). Si 8; y 6, son estimadores insesgados de un parimetro 6 € ©,
entonces 0; es un estimador mas eficiente que 6, si:

E (6 —6)" = Var () < Var(6,) =E (6, 6)". (7.6)

Un estimador insesgado con menor varianza es preferido sobre un estimador insesgado con mayor varianza.

7.2.3. Estimador consistente
Definicién 115 (estimador consistente). Un estimador 6, de un pardmetro 6 € ©® es consistente si Ve > 0:

lim 2 (|6, — 6| > ¢€) =0. (7.7)

n—oo

. . . . . . . AP
Un estimador consistente converge al pardmetro si converge en probabilidad (medida): lim 6, — 6.
n—oo

7.2.4. Estimador suficiente

Definicién 116 (estimador suficiente). Un estimador 6 =T de un parametro 8 € © es suficiente si la
distribucion conjunta Fy, _x, (x1,...,x,|T =1) de la muestra aleatoria Xi,...,X, no depende del
parametro 6.

Un estimador suficiente dado un valor ¢ de la estadistica 7' a partir de una muestra aleatoria X no contiene
informacion adicional acerca del parametro 6 que la proporcionada por la estadistica T .
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7. Estimacion

7.3. Medidas de tendencia central

Las medidas de localizacion de una variable aleatoria son:

1. La media (aritmética, ponderada, geométrica y armoénica).
2. La mediana.
3. La moda.

La medida de tendencia central mas utilizada es la media aritmética, representa el promedio de la variable
aleatoria y es el centro de gravedad o el punto de equilibrio.

7.3.1. Media aritmética

La media aritmética es el promedio aritmético.

Definicién 117 (media aritmética de la poblacion). La media aritmética de la poblacién es:
| N | N N
=N Y X = N Y Xife =) Xufni, (7.8)
k=1 k=1 k=1

donde u es la media de la poblacién, N es el tamafio de la poblacién, X, es la k—€sima variable aleatoria, fj es
la frecuencia absoluta de la k—¢ésima variable aleatoria y fry es la frecuencia relativa de la k—ésima variable
aleatoria.

Definicién 118 (media aritmética de la poblacién agrupada). La media aritmética de la poblacién agrupada
es:

k k
Zc‘ Zc‘frj, (7.9)

donde u es la media de la poblacién agrupada, N es el tamafio de la poblacién, f; es la frecuencia absoluta
del j—€simo intervalo de clase, C; es la j—€sima marca de clase y fr; es la frecuencia relativa del j—€simo
intervalo de clase.

Definicién 119 (media aritmética de la muestra). La media aritmética de la muestra es:
1 & 1 &
— Z ; Z Xicfe = Zkark, (7.10)
k=1 k=1 k=1

donde X es la media de la muestra, n es el tamafio de la muestra, X; es la k—ésima variable aleatoria, f; es
la frecuencia absoluta de la k—€sima variable aleatoria y fry es la frecuencia relativa de la k—ésima variable
aleatoria.

3

Definicién 120 (media aritmética de la muestra agrupada). La media aritmética de la muestra agrupada es:
1k k
X= ;ZC Z Cfrj, (7.11)
]: :
donde X es la media de la muestra agrupada, n es el tamafio de la muestra, f; es la frecuencia absoluta del
j—€ésimo intervalo de clase, C; es la j—sima marca de clase y fr; es la frecuencia relativa del j—ésimo

intervalo de clase.
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7.3. Medidas de tendencia central

7.3.2. Media ponderada

La media ponderada es el promedio ponderado donde cada variable aleatoria tiene una ponderacién de
acuerdo con la relevancia relativa.

Definicién 121 (media ponderada de la poblacién). La media ponderada de la poblacion es:

N N N
kil Wi X kil wi X fi kil wi X fri
TR E——— Sy , (7.12)
Y wi Y wifk Y wifrk
=1 k=1 k=1

donde u,, es la media ponderada de la poblacion, wy es la ponderacion de la k—€sima variable aleatoria, X
es la k—€sima variable aleatoria, f; es la frecuencia absoluta de la k—€sima variable aleatoria y fry es la
frecuencia relativa de la k—ésima variable aleatoria.

Definicién 122 (media ponderada de la poblacidn agrupada). La media ponderada de la poblacion agrupada
es:

kKoo k
;lw]ijj ; w;Cifrj
fy = = , (7.13)
)Y ij} )Y W}frj
=1 j=1

donde u,, es la media ponderada de la poblacion agrupada, w; es la ponderacion de la j—€simo intervalo de
clase, C ; es la j—€sima marca de clase, f; es la frecuencia absoluta del j—€simo intervalo de clase y f7; es la
frecuencia relativa del j—ésimo intervalo de clase.

Definicién 123 (media ponderada de la muestra). La media ponderada de la muestra es:

n

n n
Y wiXi kZ wiXk fi kZ wiXi fri

—_

, (7.14)

=1
n
Wi fi Y wifri
1 k=1

\TM: L
<
~
\T["J:

donde X,, es la media ponderada de la muestra, wy es la ponderacion de la k—€sima variable aleatoria, X es la
k—€sima variable aleatoria, f; es la frecuencia absoluta de la k—ésima variable aleatoria y fry es la frecuencia
relativa de la k—€sima variable aleatoria.

Definicién 124 (media ponderada de la muestra agrupada). La media ponderada de la muestra agrupada es:

k _ k
_;1 wiCif; _;1 w;Cifrj
X, = ”k = ”k , (7.15)
Y ijj )y ijrj
j=1 j=1

donde X,, es la media ponderada de la muestra agrupada, w; es la ponderacién de la j—ésimo intervalo de
clase, C; es la j—€ésima marca de clase, f; es la frecuencia absoluta del j—€simo intervalo de clase y fr; es la
frecuencia relativa del j—€simo intervalo de clase.
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7. Estimacion

7.3.3. Media geométrica

La media geométrica es el promedio del cambio porcentual de una variable aleatoria estrictamente positiva.

Definicién 125 (media geométrica de la poblacién). Si Xj > 0, entonces la media geométrica de la poblacién
es:

N % N % N
LG = (ka> — <Hx,{k> =T1x", (7.16)
k=1 k=1 k=1

donde Li; es la media geométrica de la poblacion, N es el tamafio de la poblacién, Xj es la k—€sima variable
aleatoria, f; es la frecuencia absoluta de la k—€sima variable aleatoria y fry es la frecuencia relativa de la
k—€sima variable aleatoria.

Definicién 126 (media geométrica de la poblacién agrupada). SiC; > 0, entonces la media geométrica de la
poblacién agrupada es:

k ~f; % k fr;

j=t j=1

donde [ es la media geométrica de la poblacién agrupada, C; es la j—ésima marca de clase, f; es la
frecuencia absoluta del j—€simo intervalo de clase, N es el tamafio de la poblacién y fr; es la frecuencia
relativa del j—€simo intervalo de clase.

Definicién 127 (media geométrica de la muestra). Si X; > 0, entonces la media geométrica de la muestra es:

1 1
n

X = <In]xk> = (f[x{k) = In]xkf’k, (7.18)
k=1 k=1 k=1

donde X; es la media geométrica de la muestra, n es el tamafio de la muestra, X es la k—€sima variable
aleatoria, f; es la frecuencia absoluta de la k—€sima variable aleatoria y fry es la frecuencia relativa de la
k—€sima variable aleatoria.

Definicién 128 (media geométrica de la muestra agrupada). Si C;, entonces la media geométrica de la
muestra agrupada es:

J=1 J=1

1
k A\ 7 k .
X = <HC‘§"> =112/, (7.19)
donde X; es la media geométrica de la muestra agrupada, C; es la j—ésima marca de clase, f; es la

frecuencia absoluta del j—€simo intervalo de clase, n es el tamafio de la muestra y f7; es la frecuencia relativa
del j—ésimo intervalo de clase.

7.3.4. Media armoénica

La media arménica es el inverso del promedio de los inversos de las variables aleatorias, es decir, es el
inverso de la media aritmética de los inversos de las variables aleatorias.
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7.3. Medidas de tendencia central

Definicién 129 (media arménica de la poblacion). Si X # 0, entonces la media arménica de la poblacién es:

N N 1

N Y N Y, L
ZXk ZXk Ji ZXk fri
k=1 k=1 k=1

Ha = (7.20)

donde 4 es la media arménica de la poblacién, N es el tamafio de la poblacion, Xj es la k—€sima variable
aleatoria, f; es la frecuencia absoluta de la k—€sima variable aleatoria y fry es la frecuencia relativa de la
k—€sima variable aleatoria.

Definicién 130 (media arménica de la poblacién agrupada). Si C; # 0, entonces la media armoénica de la
poblacién agrupada es:

N 1
i E G

J=1 J

™M=

donde py es la media arménica de la poblacién agrupada, N es el tamafio de la poblacién, C; es la j—ésima
marca de clase, f; es la frecuencia absoluta del j—€simo intervalo de clase y fr; es la frecuencia relativa del
Jj—€simo intervalo de clase.

Definicion 131 (media arménica de la muestra). Si Xj 7 0, entonces la media armonica de la muestra es:

_ n n 1

S e, Aol
ZXk k§1Xk Ji kEIXk Sre

(7.22)

donde X4 es la media arménica de la muestra, N es el tamafio de la poblacién, X; es la k—ésima variable
aleatoria, f; es la frecuencia absoluta de la k—€sima variable aleatoria y fry es la frecuencia relativa de la
k—ésima variable aleatoria.

Definicién 132 (media arménica de la muestra agrupada). Si C; # 0, entonces la media armoénica de la
muestra agrupada es:

L (7.23)

~—1
;ST

1 j=1

donde X, es la media armoénica de la muestra agrupada, N es el tamafio de la poblacién, C; es la j—ésima
marca de clase, f; es la frecuencia absoluta del j—€simo intervalo de clase y fr; es la frecuencia relativa del
Jj—€simo intervalo de clase.

Nota 14 (relacion entre la media aritmética, geométrica y armonica). La relacion de la media aritmética, la
media geométrica y la media armoénica satisface:

u > He > Ha,

X >Xg > Xy,

donde u es la media aritmética de la poblacidn, ug es la media geométrica de la poblacidn, uy es la media
arménica de la poblacién, X es la media aritmética de la muestra, X es la media geométrica de la muestra
y X4 es la media arménica de la muestra.
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7. Estimacion

7.3.5. Mediana

La mediana divide a la funcién de densidad de la variable aleatoria en dos partes con areas iguales.

Definicién 133 (mediana de la poblacién). La mediana de la poblacién es:

X( ve1) si N es un nimero impar

i= , (7.24)
1 i i
3 (X(%)—FX(%H)) s1 N es un numero par

donde fi es la mediana de la poblacién, N es el tamafio de la poblacién y Xx) es la k—€sima variable aleatoria
en orden ascendente.

Definicién 134 (mediana de la poblacién agrupada). La mediana de la poblacidn agrupada es:

N N—Fy
ft =min (Cg) + e dk, (7.25)
)

donde [1 es la mediana de la poblacién agrupada, min (Cﬂ) es el minimo del intervalo de clase que contiene
a la mediana, N es el tamafio de la poblacion, Fj;_ es la frecuencia absoluta acumulada del intervalo de clase
anterior al que contiene a la mediana, fj es la frecuencia absoluta del intervalo de clase que contiene a la
mediana y dk es la amplitud de los intervalos de clase.

Definicién 135 (mediana de la muestra). La mediana de la muestra es:

X( w1 si n es un nimero impar

2

X = , (7.26)
1 ; 5
5 (X(%)—FX(%_H)) S1 7 €S un numero par

donde X es la mediana de la muestra, n es el tamaiio de la muestra y X(x) es la k—€sima variable aleatoria en
orden ascendente.

Definicién 136 (mediana de la muestra agrupada). La mediana de la muestra agrupada es:
B n__Fso
X = min(Cg) + <2f7)“1> dk, (7.27)
X

donde X es la mediana de la muestra agrupada, min (Cg) es el minimo del intervalo de clase que contiene
a la mediana, n es el tamafio de la muestra, Fy_, es la frecuencia absoluta acumulada del intervalo de clase
anterior al que contiene a la mediana, f3 es la frecuencia absoluta del intervalo de clase que contiene a la
mediana y dk es la amplitud de los intervalos de clase.
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7.3. Medidas de tendencia central

7.3.6. Moda

La moda es la variable aleatoria que se presenta con mayor frecuencia.

Definicién 137 (moda de la poblacién). La moda de la poblacién es:

o= {Xk X, = mix <fk>} , (7.28)

donde i es la moda de la poblacion, mléx (fx) es la variable aleatoria Xy con la frecuencia maxima y N es el

tamafio de la poblacidn.

Definicién 138 (moda de la poblacién para datos agrupados). La moda de la poblacién para datos agrupados
es:

) ’ Jo— a1 >
) . dk 7.29
f mm(ﬂ+<m—@4+m_m“ 7 -

donde i es la moda de la poblacién agrupada, min (Cﬂ) es el minimo del intervalo de clase que contiene a
la moda, f; es la frecuencia absoluta del intervalo de clase que contiene a la moda, f;_; es la frecuencia
absoluta del intervalo de clase anterior al que contiene a la moda, fj 4 es la frecuencia absoluta del intervalo
de clase posterior al que contiene a la moda y dk es la amplitud de los intervalos de clase.

Definicién 139 (moda de la muestra). La moda de la muestra es:
L= {Xk | X, = mix (fk)} , (7.30)
n

donde X es la moda de la poblacién, méx (f;) es la variable aleatoria X; con la frecuencia maxima y n es el
n

tamano de la muestra.

Definicién 140 (moda de la muestra para datos agrupados). La moda de la muestra para datos agrupados es:

) ) fx —Jfe >
N " 7.31
min( X)+<fX_le+fX_fX+l 7 o

donde X es la moda de la muestra agrupada, min (Cg) es el minimo del intervalo de clase que contiene a
la moda, fy es la frecuencia absoluta del intervalo de clase que contiene a la moda, f;_; es la frecuencia
absoluta del intervalo de clase anterior al que contiene a la moda, fy_ | es la frecuencia absoluta del intervalo
de clase posterior al que contiene a la moda y dk es la amplitud de los intervalos de clase.

La moda puede ser inexistente. Si la variable aleatoria con la frecuencia maxima es Unica, entonces la
distribucion es unimodal. Si son dos variables aleatorias con frecuencia maxima, entonces la distribucién
es bimodal y si son méds de dos variables aleatorias con frecuencia maxima, entonces la distribucién es
multimodal.
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7. Estimacion

Ejemplo 82 (medidas de tendencia central). Con la informacidn presentada en la tabla 7.1.

Tabla 7.1: Créditos, calificaciones y frecuencias absolutas.

Cr Créditos Ck fr
[6.0,6.5) 10 6 1
[6.0,6.5) 18 6 1
[6.5,7.5) 8 7| 2
[6.5,7.5) 10 7 1
[7.5,8.5) 8 8| 3
[7.5.85) 0| 8| 2
[7.5,8.5) 2] 8| 1
[7.5,8.5) 18 8| 2
[8.5,9.5) 10 91 2
[9.5,10.0) 6 10| 2
[9.5,10.0) 8| 10| 3
[9.5,10.0) 10| 10 | 16
[9.5,10.0) 18 | 10 1

Calcular:

1.

La media aritmética de las calificaciones obtenidas en la licenciatura.

. La media ponderada de las calificaciones considerando los créditos de cada asignatura.
. La media geométrica de las calificaciones.

2
3
4.
5

La media armoénica de las calificaciones.

. La mediana de las calificaciones (sin agrupar en categorias).

6.

La moda de las calificaciones (sin agrupar en categorias).

Solucion. El tamafio de la muestra es n = 37 y los datos sin considerar los créditos son:

1.

Xy | 617181910
e | 2]13(1812)22

La media aritmética de las calificaciones calculada con la ecuacién (7.10):

37
124+214+644+18+220 335
Xifi = rel Aot Ied = =9.0541.
1

x= L
37 & 37

La media aritmética de las calificaciones calculada con la ecuacién (7.11):

I A 124+214+64+18+220 335
X=—VYC,fi= =" =9.0541.
371.:21 0 37 37
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7.3. Medidas de tendencia central

. La media ponderada de las calificaciones considerando los créditos, calculada con la ecuacién (7.14):

37
X,
IR Y O TS
X, =L = Ty = 89632
kzlwkfk

La media ponderada de las calificaciones considerando los créditos, calculada con la ecuacién (7.15):

13
Y wiCf;

X, = _ 3406 ¢ o630
3 380
%WM}
]:

. La media geométrica de las calificaciones con la ecuacién (7.18):

1
1

37 37 N
X6 = ( X,{k) = (6*7°8%9°107%) 7 = (1.6780 x 10%°) ¥ =8.9541.
k=1

La media geométrica de las calificaciones con la ecuacién (7.19):

1

5 \7¥ n 0
X6 = < cjk) = (6°7°8%9°10%) 7 = (1.6780 x 107°) ¥ = 8.9541.
j=1

. La media armodnica de las calificaciones con la ecuacion (7.22):

_ 37 37

Xa=—
Y X fi
k=1

- = 8.8429.
2 3 8 2 22
6T7TsTo T

La media armonica de las calificaciones con la ecuacién (7.23):

n _ 37
2 3 8 2 22
ocly sTITETSET
L il

Xy = = 8.8429.

j
Por lo tanto, X > X5 > X4.

. La mediana de las calificaciones con la ecuacién (7.30):
X — X(19) — 10

Por lo tanto, la mediana de las calificaciones es X = 10 porque la décima novena variable aleatoria en
orden ascendente es X(j9) = 10.

. La moda de las calificaciones con la ecuacion (7.30):
£ = {Xk | X, :méx(fk)} - {Xk | X, :méx(2,3,8,2,22)} ~10.
n n

Por lo tanto, la moda de las calificaciones es X = 10 porque la frecuencia absoluta maxima pertenece
a la calificacion 10, es decir, fijo = 22. O
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Ejemplo 83 (medidas de tendencia central). Con los rendimientos logaritmicos de las paridades del tipo de
cambio peso mexicano y ddlar estadounidense del periodo de 01/09/2018 a 08/11/2018, presentados en la
tabla 6.6 del ejemplo 81, calcular:

1. La media muestral X y la media muestral para datos agrupados X.

2. La mediana muestral X y la mediana muestral para datos agrupados X.

3. La moda muestral X y la moda muestral para datos agrupados X.
Solucion. Los rendimientos logaritmicos son presentados en la tabla 6.6 y las medidas de tendencia central

para la muestra de los 68 rendimientos son:

1. La media de la muestra es calculada substituyendo en la ecuacién (7.10):

B 0.000000 4 - -- —0.005158 _ 0.037715

2=-Y X = = = 0.000555.
n k; ¢ 68 68

B —0.011321 + -+~ +21(0.000000) + -~ +0.017473 _ 0.037715

2=-Y Xifi = = = 0.000555.
n k;l e 68 68

X =Y Xifri = —0.000166 + - - - +0.000257 = 0.000555.

~
I

1

La media de la muestra para datos agrupados es calculada substituyendo en la ecuacién (7.11):

k
0.039604
Z —0.048606 — 0.032610+ - - - +0.063493) = —s - 0.000582.

!
I
SI'—

k
Z = —0.000715 — 0.000480 + - - - +0.000582 = 0.000582.

2. La mediana de la muestra es calculada substituyendo en la ecuacién (7.26):

| 1 0+0
X =3 (X +X(3)) = 3 Ko+ Xoy) == =0,

La mediana de la muestra para datos agrupados es calculada substituyendo en la ecuacién (7.27):

N " _Fy o _
szin(Cg)—l—(z 7 >dk——0001723+0003199<
X

7
) = 0.000152.

3. La moda muestral es calculada substituyendo en la ecuacién (7.30):

X = {Xk | X = méx (fk)} = {Xk | Xi = mix (fi) = 21} = {Xi | X25_45) =0}

La moda muestral para datos agrupados es calculada substituyendo en la ecuacién (7.31):

A e —fzo >
X =min(Cy)+ < dk.
fe— e+ —fen
X = —0.001723 +0.003199 27 = 0.000037
- ' 29-7+29-11) '
Por lo tanto, las medidas de localizacién varian cuando la informacién es agrupada. O
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7.4. Medidas de dispersion

7.4. Medidas de dispersion

Las medidas de dispersiéon muestran la variacién de la distribucién de una variable aleatoria con respecto a
la media. Las medidas de dispersion son:

1. El rango.
2. La varianza.

3. La desviacion estandar

7.4.1. Rango

La dispersion de una variable aleatoria es la diferencia entre el valor maximo y el valor minimo.

Definicién 141 (rango de la poblacién). El rango de la poblacion es:

ran (X) = ml\a;lx (Xk) — rrll\;n (Xi) = Xvy — X(1), (7.32)

donde ran (X) es el rango poblacional, m}\e/ix (Xk) es el valor médximo de las N variables aleatorias, n‘[l\l;n (Xx)

es el valor minimo de las N variables aleatorias, Xy) es el valor méximo y X(y es el valor minimo con las
variables aleatorias ordenadas ascendentemente.

Definicién 142 (rango de la poblacién para datos agrupados). El rango poblacional para datos agrupados es:

ran X)= m]fix (Cr) —rnkin (Cy), (7.33)

donde r%n (X) es el rango poblacional para datos agrupados, mlflx (Ck) es el valor maximo del k—ésimo

intervalo de clase y rnkfn (Cy) es el valor minimo del primer intervalo de clase.

Definicién 143 (rango de la muestra). El rango de la muestra es:
ran (X)) = max (X;) — min (Xg) = X,y — X(1), (7.34)
n n n

donde ran (X) es el rango muestral, max (X;) es el valor mdximo de las n variables aleatorias, min (Xj) es el
n n n

valor minimo de las n variables aleatorias, X, es el valor mdximo y X1 es el valor minimo con las variables
aleatorias ordenadas ascendentemente.

Definicién 144 (rango de la muestra para datos agrupados). El rango de la muestra para datos agrupados es:

ran(X) = mlflx (Cr) — rrgn (Cy), (7.35)

n

donde ran (X) es el rango muestral para datos agrupados, m]fix (Cy) es el valor mdximo del k—ésimo intervalo
n

de clase y rnkin (Cy) es el valor minimo del primer intervalo de clase.
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7. Estimacion

7.4.2. Varianza

La varianza es el segundo momento con respecto a la media, es el promedio de la distancia cuadritica de
cada una de las observaciones de la variable aleatoria a la media.

Definicién 145 (varianza de la poblacién). La varianza de la poblacion es:

2 1 - 2 1 Al 2 2
GX:N;(XIC_ ) :NZXk—u, (7.36)
1 N
ox =5 X Xi—u)fe=~ Zxkfk u?, (7.37)
k=1
N
o =Y (Xe—p)* fri= Zxkfrk u, (7.38)

~
Il
—_

donde G)% es la varianza poblacional, N es el tamaifio de la poblacién, X es la k—€sima variable aleatoria, 1
es la media poblacional, f; es la frecuencia absoluta de la k—ésima variable aleatoria y fry es la frecuencia
relativa de la k—€sima variable aleatoria.

Definiciéon 146 (varianza de la poblacion para datos agrupados). La varianza poblacional para datos
agrupados:

1 & 1 & ko
=S X (G- fi=y XCfi—w =Y (Ci—n) fri= ZCfr] uio (1.39)
j=1 j=1 j=1

donde 6)% es la varianza poblacional para datos agrupados, N es el tamafio de la poblacién, C ; es la marca
de clase del j—€simo intervalo de clase, u es la media poblacional, f; es la frecuencia absoluta del j—€simo
intervalo de clase y fr; es la frecuencia relativa del j—€simo intervalo de clase.

Nota 15 (varianza de la poblacién). La varianza de la poblacién es un estimador sesgado, es decir:
—1)o3
E ( 6)%) _ (n—1)oy
n

Definicién 147 (varianza de la muestra). La varianza de la muestra es:

1 & _ 1 " _

S = X, —X) = X2 —nX? 7.40
X = X e X) n_1<k§k n ) (7.40)
2 I v )2 1 "y v2

Sx = Y X—X) fi = Y X2 fi—nX? |, (7.41)

n—lkil n—1 =
2 n_y )2 n "y o2

Sx = Y -X) frio=— | L X0 fre—X?], (7.42)

n—lkil n—1 =

donde S)Z{ es la varianza muestral, n es el tamafio de la muestra, X; es la k—ésima variable aleatoria, X es la
media muestral, f; es la frecuencia absoluta de la k—€sima variable aleatoria y fry es la frecuencia relativa
de la k—ésima variable aleatoria.
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7.4. Medidas de dispersion

Definicién 148 (varianza de la muestra para datos agrupados). La varianza de la muestra para datos
agrupados es:

1 - - 1 ko _
Sk = Y (Ci—X)fi= Y CGfi—nx? |, (7.43)
n_lj:1 n—1 j=1
2 nowS L o n ko, _,
Sx = Y (C-X)fri=— | Y. Cifri-X*|, (7.44)
n—lj:1 n—1 =

donde S)z( es la varianza muestral para datos agrupados, n es el tamafio de la muestra, C; es la marca de clase
del j—ésimo intervalo de clase, X es la media muestral, f; es la frecuencia absoluta del j—ésimo intervalo de
clase y fr; es la frecuencia relativa del j—€simo intervalo de clase.

Nota 16 (varianza de la muestra). La varianza de la muestra es un estimador insesgado de la varianza de la
poblacién, es decir, E (S)z{) = 6)%.

7.4.3. Desviacion estandar
Las unidades de la varianza son cuadréticas, entonces es imposible comparar las unidades de la varianza con

las unidades de la variable aleatoria, por lo tanto la desviacion estandar permite comparar las unidades de la
variable aleatoria.

Definicién 149 (desviacion estandar de la poblacion). La desviacion estandar de la poblacién es:

1 N
Oy _\/ Z X — 1 \/Nk;x,g—m, (7.45)

1 N
N N
Ox = Z(Xk—u)zfrkz\/ZXﬁfrk—uz, (7.47)
k=1 k=1

donde oy es la desviacion estdndar poblacional, N es el tamafo de la poblacion, X es la k—ésima variable
aleatoria, U es la media poblacional, f; es la frecuencia absoluta de la k—€sima variable aleatoria y fry es la
frecuencia relativa de la k—€sima variable aleatoria.

Definicién 150 (desviacion estdndar de la poblacion para datos agrupados). La desviacién estdndar de la
poblacién para datos agrupados es:

1 - 1 & -

Ox = \ Nj; (Cj—n)’ = Nj;lcffj—u% (7.48)
k B ) ko

Ox = \ Y (Ci—u) fri= | Y Cifri— 2, (7.49)
j=1 =1

donde oy es la desviacién estdndar poblacional para datos agrupados, N es el tamafio de la poblacién, C b
es la marca de clase del j—€simo intervalo de clase, u es la media poblacional, f; es la frecuencia absoluta
del j—€simo intervalo de clase y f7; es la frecuencia relativa del j—€simo intervalo de clase.
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7. Estimacion

Definicién 151 (desviacién estandar de la muestra). La desviacion estdndar de la muestra es:

i(Xk_X)2: - 1<ix,3—n)22>, (7.50)

SX:\/n 1 : Y X—X) fi= 11 (ZX,ffk—n)p), (7.51)

2 i(Xk—X)Zfrk: . (infrk—W), (7.52)

donde S}Z( es la desviacion estandar de la muestra, n es el tamafio de la muestra, X es la k—€sima variable
aleatoria, X es la media muestral, f; es la frecuencia absoluta de la k—€sima variable aleatoria y fr es la
frecuencia relativa de la k—ésima variable aleatoria.

Definicién 152 (desviacién estdndar de la muestra para datos agrupados). La desviacion estdndar de la
muestra para datos agrupados es:

1 & _\2 1 ko _
= —X) fi= 2f. —nX? 7.
Sx n_lj;(c, ) fi — <j—lc’f’ n ) (7.53)
Sy = | — i(@-—)_(ffr-— "y 2 fr,— X2 (7.54)
X n—lj:1 J A\l n—1 = Jr ’ '

donde S)Z{ es la desviacion estdndar muestral para datos agrupados, n es el tamafio de la muestra, C; es
la marca de clase del j-ésimo intervalo de clase, X es la media muestral, f; es la frecuencia absoluta
del j—€simo intervalo de clase y f7; es la frecuencia relativa del j—€simo intervalo de clase.

Ejemplo 84 (medidas de dispersién). Con los rendimientos logaritmicos de las paridades del tipo de cambio
peso mexicano y ddlar estadounidense del periodo de 01/09/2018 a 08/11/2018, presentados en la tabla 6.6
del ejemplo 81, calcular:

1. La varianza muestral S)z( y la varianza muestral para datos agrupados S)z(.

2. Ladesviacién estandar muestral 5)2( y la desviacién estdndar muestral para datos agrupados S)Z{.
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7.4. Medidas de dispersion

Solucion. Las medidas de dispersion para la muestra de los 68 rendimientos son:

1. La varianza muestral es calculada substituyendo en las ecuaciones (7.40)—(7.42):

[

.0022
X)2 _ 0.002250

67

= 0.000034.

M=
=
|

R
Il
=
|
.
s

o
I
S
| [a—
—_
N
~ _
=
25,
|
S
S
(3]
~
I

Il
—_

1
= <0.002271 —68 (0.000555)2> — 0.000034.

~0.002250

=0. 4.
o7 0.00003

X —X) fi

D=

3
|

—_
=~

SR
I
S
| —
—_
VO
wMS _

_ 1
X; fi— nX2> = = (0.002271 — 68 (0.000555)) = 0.000034.

I
—

68

2 nox =12
S% — k§::1(xk XV fry 67o 000033 = 0.00003
n 1 _ 68
§2 = Y X2 fri—X* | = — (0.000033 — 0.000555) = 0.000034.
X n—1 <k—1 I ) 67 ( )

La varianza muestral para datos agrupados es calculada substituyendo en las ecuaciones (7.43) y (7.44):

1 =~ o2 0.002249
S% = Ci—X) fi = —=""=10.000034.
X n— 1 ; ( J ) fj 67
1 (& A _ 0.002272 — 68 (0.000582)>
S = n—1 (Z Jz'ff_”X2> = 67( ) = 0.000034.
=1
2 nog 2 8
Sk = = ¥ (€;—X)” frj = 50.000033 = 0.000034.

k
- _ 68
3 p— (Z Cifrj —X2> = &7 (0.000033 — 0.000582%) = 0.000034.

Por lo tanto, la varianza de la muestra es mayor que la varianza de la muestra agrupada en intervalos
de clase por 0.0000000251.

2. Ladesviacion estandar de la muestra es calculada con las ecuaciones (7.50)—(7.52):
Sx = 0.005795.

La desviacion estandar de la muestra para datos agrupados es calculada con las ecuaciones (7.53)
y (7.54):

Sx = 0.005793.

Por lo tanto, la desviacion estandar de la muestra es mayor que la desviacion estandar de la muestra agrupada
en intervalos de clase por 0.0000021676 pesos mexicanos. O
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7.5. Dispersion relativa

El coeficiente de variacion de Pearson (1900) es para comparar la dispersion de variables aleatorias.

7.5.1. Coeficiente de variacion de Pearson

Definicién 153 (coeficiente de variacién de la poblacién). El coeficiente de variacion de la poblacion es:

o)
vy = — (7.55)
Hx
donde vy es el coeficiente de variacion de la poblacidn, oy es la desviacion estandar de la poblacién y py es
la media aritmética de la poblacién.

Definicién 154 (coeficiente de variacion de la muestra). El coeficiente de variacién de la muestra es:

V=" (7.56)

donde Vyx es el coeficiente de variacién de la muestra, Sy es la desviacion estandar de la muestra y X es la
media aritmética de la muestra.

Ejemplo 85 (dispersién relativa). Con los rendimientos logaritmicos de las paridades del tipo de cambio
peso mexicano y délar estadounidense del periodo de 01/09/2018 a 08/11/2018, presentados en la tabla 6.6
del ejemplo 81, calcular:

1. El coeficiente de variacion de la muestra.

2. El coeficiente de variacién de la muestra para datos agrupados.

Solucion. El coeficiente de variaciéon muestral se calcula sustituyendo en la ecuacién (7.56):

1. El coeficiente de variacion de la muestra:

Sx _ 0.005795

X T 0000555 104492

Vx =

2. El coeficiente de variacién de la muestra para datos agrupados:

Sx _ 0.005793

X ~ 0000555 40

Vx =

Entonces el coeficiente de variacion de los rendimientos es 10.4492 y el coeficiente de variacion de la muestra
para datos agrupados es 9.9470. Por lo tanto, la muestra con menor dispersion es la de datos agrupados. [

7.6. Medidas de forma

Las medidas de forma de una variable aleatoria propuestas por Pearson (1900) y Fisher (1922) son:

1. Coeficiente de asimetria.

2. Coeficiente de curtosis.
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7.6. Medidas de forma

7.6.1. Coeficiente de asimetria de Fisher

El coeficiente de asimetria propuesto por Fisher (1922) es una medida de forma de la distribucién de una
variable aleatoria que describe la forma. Existen tres tipos de asimetria:

1. Asimetria negativa: u < i <floX <X < X.
2. Asimetria nula (simetria): u =fi=filo X =X = X.
3. Asimetria positiva: 4 > i >l o X > X > X,
El coeficiente de asimetria indica el sesgo de la simetria que presenta la distribucion de la variable aleatoria.
Definicién 155 (coeficiente de asimetria de la poblacion). El coeficiente de asimetria de la poblacién es:
N
n= g—é = NLG)%I;I (Xe—p)°, (7.57)
donde 7, es el coeficiente de asimetria de la poblacién, u3 es el tercer momento de la poblacién con respecto

a la media de la poblacién y 6}% es la desviacién estandar de la poblacién al cubo.

Definicién 156 (coeficiente de asimetria de la muestra). El coeficiente de asimetria de la muestra es:
M; 1 & _.3
e Xi—X)7, 7.58
s=g nS;{kZZl(k ) (7.58)

donde g; es el coeficiente de asimetria de la muestra, M3 es el tercer momento de la muestra con respecto a
la media de la muestra y 5)3( es la desviacion estandar de la muestra al cubo.

Si el coeficiente de asimetria 73 > 0 o g; > 0, entonces la distribucién presenta sesgo positivo, si 7 =0
o g1 = 0, entonces la distribucion es simétrica y si 73 < 0 0 g; < 0, entonces la distribucién presenta sesgo
negativo.

Definicion 157 (coeficiente de asimetria ajustado). El coeficiente de asimetria ajustado de la muestra es:

* n2M3 . n n 3
gl_(”—l)(n—2)S§_(n—l)(n—z)s;;(x"_x) : (7.59)

donde g7 es el coeficiente de asimetria ajustado, n es el tamafio de la muestra, M3 es el tercer momento de la
muestra con respecto a la media de la muestra y S; es la desviacion estandar de la muestra al cubo.

7.6.2. Coeficiente de curtosis de Fisher

Pearson (1905) utiliz6 el término curtosis (platictrtica, mesoctrtica y leptoctirtica) para indicar la forma de
la distribucién de una variable aleatoria. El coeficiente de curtosis es una medida de forma de la distribucién
de una variable aleatoria que describe la forma. Existen tres tipos de curtosis:

1. Leptocurtosis: presenta en los extremos una frecuencia mayor que N ( u, 62).

2. Mesocurtosis: presenta en los extremos una frecuencia igual que N (u, 62).

3. Platocurtosis: presenta en los extremos una frecuencia menor que N ( u, 62).
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7. Estimacion

El coeficiente de curtosis indica la forma de los extremos de la distribucién de una variable aleatoria con
respecto a la distribucion Gauss.

Definicién 158 (coeficiente de curtosis de la poblacién). El coeficiente de curtosis de la poblacién es:

Y= Ha

- 4
oy NG)‘},;

donde 7, es el coeficiente de curtosis de la poblacidn, L4 es el cuarto momento de la poblacién con respecto
a la media de la poblacién y 6§ es la varianza de la poblacién al cuadrado.

Definicién 159 (coeficiente de curtosis de la muestra). El coeficiente de curtosis de la muestra es:

My

82=g

1 & _ 4
=— X —X 7.61

donde g; es el coeficiente de curtosis de la muestra, My es el cuarto momento de la muestra con respecto a
la media de la muestra y S;‘( es la varianza de la muestra al cuadrado.

Si el coeficiente de curtosis J» > 3 0 g > 3, entonces la distribucién de la variable aleatoria es leptociirtica,
si » =3 o g» = 3, entonces la distribucién de la variable aleatoria es mesoctrtica y si p» < 3 0 g» < 3,
entonces la distribucién de la variable aleatoria es platicurtica. Si el coeficiente de curtosis es J; = > — 3
0 g5 = g» — 3, entonces si el coeficiente de curtosis Y5 > 0 0 g5 > 0 la distribucién de la variable aleatoria es
leptociirtica, si %5 = 0 0 g5 = 0 la distribucién de la variable aleatoria es mesoctrtica y si 5 <00 g5 <0la
distribucién de la variable aleatoria es platictirtica.

Ejemplo 86 (medidas de forma). Con los rendimientos logaritmicos de las paridades del tipo de cambio peso
mexicano y délar estadounidense del periodo de 01/09/2018 a 08/11/2018, presentados en la tabla 6.6 del
ejemplo 81, calcular:

1. El coeficiente de asimetria de la muestra.

2. El coeficiente de asimetria de la muestra para datos agrupados por el método de Velleman (1976).

3. El coeficiente de curtosis de la muestra.

4. El coeficiente de curtosis de la muestra para datos agrupados por el método de Velleman (1976).
Solucion. El coeficiente de asimetria es calculado sustituyendo en la ecuacién (7.58) y el coeficiente de
curtosis es calculado sustituyendo en la ecuacion (7.61):

1. El coeficiente de asimetria de la muestra:

Ms  0.00000016

=5 =————— =0.810883.
sy 0.005795°

81

2. El coeficiente de asimetria de la muestra para datos agrupados:

Ms  0.00000014

=—=——— =0.741264.
81753 = 0005793
3. El coeficiente de curtosis de la muestra:
M. 0.0000000048
== = 4.273136.

~ st 0.005795°
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4. El coeficiente de curtosis de la muestra para datos agrupados:

M, 0.0000000047

= A o T 4006924
st 0005795

82

Entonces los rendimientos presentan asimetria positiva y leptocurtosis, es decir, g1 > 0, g2 >3y g5 > 0. Por
lo tanto, la distribucién de los rendimientos es leptoctrtica y asimétrica positiva. O

Byers (2000) demostré que para una muestra de tamafio #n, el valor mdximo de g, es n —2 + nfll, entonces
el valor del estimador del coeficiente de curtosis ajustado propuesto por Byers (2000) es:

Definicién 160 (coeficiente de curtosis ajustado). El coeficiente de curtosis ajustado de la muestra es:

. n?(n+1)My 31y

2T (-2 (n-3)5%  (n-2)(n—3)

. n(n+1) z Covd 3(n—1)>°
52 (n—l)(n—2)(n—3)5§;§1(xk *) (n=2)(n—3)’

oQ

(7.62)

donde g es el coeficiente de curtosis ajustado, n es el tamafio de la muestra, M, es el cuarto momento de la
muestra con respecto a la media de la muestra y Sj‘( es la varianza de la muestra al cuadrado.

7.7. Distribuciones de las muestras

Las distribuciones de las muestras son fundamentales porque si son conocidas, entonces las probabilidades
de ocurrencia de los eventos para obtener intervalos de confianza para un conjunto de pardmetros también son
conocidas y es factible realizar contrastes de hipétesis o calcular la potencia de los contrastes de hipétesis.

7.7.1. Media de la muestra

Definicién 161 (media de la muestra). Sea Xj,...,X, una muestra aleatoria, entonces la funcién X es el
estadistico siguiente:

X = X, (7.63)

S|
T

donde X es la media de la muestra, n es el tamafio de la muestra y X; es la k—ésima variable aleatoria.

7.7.2. Proporcion de la muestra

Definicién 162 (proporcion de la muestra). Sea X, ..., X, una muestra aleatoria, entonces la funcién P es el
estadistico siguiente:
X
P=—, (7.64)
n

donde X es el nimero de éxitos en la muestra y n es el tamafio de la muestra.
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7. Estimacion

7.7.3. Varianza de la muestra

Definicién 163 (varianza de la muestra). Sea X|,...,X, una muestra aleatoria, entonces la funcién S es el
estadistico siguiente:

N

1 n i}
= (ZX,?—nX2>, (7.65)
k=1

donde S}Z( es la varianza de la muestra, n es el tamafio de la muestra, X; es la k—€sima variable aleatoria y X
es la media de la muestra.

7.7.4. Teorema del limite central

El teorema del limite central tiene aplicaciones en el calculo de probabilidades para aproximar distribuciones
de probabilidad. De Moivre (1733) realiz6 la primera formulacién y posteriormente las generalizaciones de
Laplace (1814), Bessel (1838), Chebychev (1887), Markov (1898), Lyapunov (1901), Lindeberg (1922),
Bernstein (1926) y Feller (1943).

Teorema 7 (teorema del limite central). Sea Xi,X5,..., una sucesion infinita de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con media E (X,,) = ux y varianza finita Var (X,) = 6 < o,
entonces:

lim Z,, = lim

n—o0 n—o0 GX\/_
donde Z, es una variable aleatoria estandarizada, X es la k—€sima variable aleatoria, n es el tamafio de la
muestra, Ly es la media, 07 es la varianza, ox es la desviacion estdndar y N (0, 1) es una distribucién Gauss
estandar.

(ZXk—nuX> Z5N(0,1), (7.66)

El teorema 7 (teorema del limite central) fue demostrado por Lyapunov (1901), donde la hipétesis acerca
de una distribucién particular es inexistente, es decir, la sucesién puede presentar cualquier distribucién
independiente e idéntica con media Ly, varianza o3 y la variable aleatoria Z, converge en distribucién (ley)
a una distribucién Gauss estandar.

7.7.5. Distribucién x? (n)

Pearson (1900) propuso la distribucién siguiente:

Definicién 164 (distribucién x2). Sean € Z ,, entonces la variable aleatoria X se distribuye x? con n grados
de libertad y la funcién de densidad es:

(3) i texp(—3)
fie () = (3) He=0 (7.67)
0 six<O0

donde fx (x,n) es al frecuencia relativa, n son los grados de libertad. La esperanza y la varianza son:

E(X)=n. (7.68)
Var (X) = 2n. (7.69)
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7.7. Distribuciones de las muestras

La distribucién x? (n) tiene las propiedades siguientes:
Proposicién 44 (distribucién x2). Si X ~ N(0,1), entonces X2 ~ x2(1).
Proposicién 45 (distribucién x2). SiXj,Xa,...,X, son variables aleatorias independientes que presentan una
distribucién y? (nx ), entonces la variable aleatoria X = Zn: X ~ Xz (Xk: nk> .
k=1 k=1

Proposicién 46 (distribucién x2). SiXj,Xa, ..., X, son variables aleatorias independientes que presentan una
n

distribucién N (0, 1), entonces la variable aleatoria X = Z X? ~ x%(n).

k=1
Proposicién 47 (distribucién x2). SiXj,Xa,...,X, son variables aleatorias independientes que presentan una
distribucion N (u, 62), entonces:
n—1)8%
# ~ 1 (n—=1), (7.70)
Ox

donde n es el tamafio de la muestra, S)z( es la varianza de la muestra y 6)% es la varianza de la poblacién.

7.7.6. Distribucién z (n)

Student (1908) propuso la distribucién siguiente:

Definicion 165 (distribucién ). Sea n € Z, 1, entonces la variable aleatoria X se distribuye ¢ con n grados
de libertad y la funcién de densidad es:

res)(es) 7
iz (3)

donde fx (x,n) es la frecuencia relativa y n son los grados de libertad. La esperanza y la varianza son:

fx (x,n) = —00 < X < 00, (7.71)

E(X)=0. (1.72)
Var (X) = — Vi > 2. (7.73)

n—1

La distribucion 7 (n) tiene las propiedades siguientes:
Proposicién 48 (distribucién #). Si X ~ N(0,1) y ¥ ~ x2(n) son variables aleatorias independientes,
X
entonces —— ~ 7 (n).
\ﬁ
n

Proposicion 49 (distribucion ). Si Xi,X>,...,X, son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con distribucién N (/.L, 62), entonces:

X — ux
Sx

n

~t(n—1), (7.74)

donde X es la media de la muestra, Ly es las media de la poblacién, Sy es la desviacon estdndar de la muestra
y n es el tamafio de la muestra.
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7. Estimacion

7.7.7. Distribucién F (n,m)

Fisher (1922) propuso la distribucion siguiente:

Definicién 166 (distribucién F). Sean n,m € Z ., entonces la variable aleatoria X se distribuye F conny m
grados de libertad y la funcién de densidad es:

L) () () ™
S (xn,m) = r(3)T(2) Sr=0 (7.75)
0 six<0

donde fx (x,n) es al frecuencia relativa y n y m son los grados de libertad. La esperanza y la varianza son:

E(X)= " Vim > 2. (7.76)

Cm=2
2 N
Var (x) = 2" ("tm 2) Vm > 4. 1.77)
nim—2)"(m—4)

La distribucién F (n,m) tiene las propiedades siguientes:

Proposicién 50 (distribucién F). Si X ~ x?(n) y Y ~ x?(m) son variables aleatorias independientes,
X
n

entonces - ~ (n,m).
m

Proposicién 51 (distribucién F). Si X ~ ¢ (m), entonces X* ~ F (1,m).

7.8. Estimacion por intervalos de confianza

Definicion 167 (estimacién por intervalos de confianza). Sea a € (0, 1), entonces un intervalo de confianza
para un conjunto de pardmetros 6 de una distribucién de probabilidad es un intervalo aleatorio de la
forma (01,02) donde 6; y 6, son estadisticos que satisfacen:

Z(0<0<bh)=1-aq, (7.78)

donde & (él <f< éz) es la probabilidad de que el intervalo aleatorio (él,éz) contenga al conjunto de
parametros 6, 6; es limite inferior del intervalo de confianza, 6, es el limite superior del intervalo de
confianza, 1 — « es el nivel de confianza y « es el nivel de significacion.

2

7.8.1. Intervalo de confianza para yt de una N ([,t, 0'2) con 6 conocida

Sea X, ...,X, una muestra aleatoria de una poblacién que se distribuye N ([.L, 62) con media u desconocida

. . S 2 .
y varianza ¢ conocida, entonces X ~ N (u, 67) Estandarizando:

z="ZE<N@1).

n
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7.8. Estimacion por intervalos de confianza

Por lo tanto, Va € (0, 1):

X —
@(—Zl%< e <21%> Y
N

Despejando el pardmetro u se tiene el resultado siguiente:

Proposicion 52 (intervalo de confianza). Un intervalo de confianza para i de una distribucién Gauss con
varianza ¢ conocida es:

o (520 x4 20t 7.79
— <u< — | =1—q. .

< Vi THEETTR > )

. . — UZ],% _ chlf% .

La probabilidad de que el intervalo de confianza | X — Wi X + W contenga a [l es 1 — a y estd

representada en la grafica 7.1.

& X At
— -0 ——

Gréfica 7.1: Intervalo de confianza para u de una N ([.L, 62) con 6 conocida.

La grafica 7.1 indica que para el nivel de significacién 0 < o < 1 son localizados los coeficientes de confianza
o valores criticos ZeyZ_gen la tabla A.1. Por ejemplo, dado el el nivel de significacién 0 < & < 1, entonces
es deducido el nivel de confianza 1 — «.

Algunos valores criticos son presentados en la tabla 7.2.

Tabla 7.2: Valores criticos Z;_g.

I—a | 0.9950 | 0.9900 | 0.9750 | 0.9500 | 0.9000 | 0.1000 | 0.0500 | 0.0250 | 0.0100 | 0.0050
Zi—q | 2.5758 | 2.3263 | 1.9600 | 1.6449 | 1.2816 | -1.2816 | -1.6449 | -1.9600 | -2.3263 | -2.5758

Nota 17 (intervalo de confianza para y de una N (/.L, 62) con ¢ desconocida y n > 30). El intervalo de
confianza para y de una N (u, 02) con o2 desconocida y n > 30 es calculado con la ecuacién (7.79) y
sustituyendo o por S%, pero formalmente es calculado con la ecuacién (7.80).

Ejemplo 87 (intervalo de confianza para la media de la poblacion Gauss con varianza conocida). Una muestra
de 1,000 individuos de una poblacién de 15,460 individuos presenta una media muestral X = 171.32 y
una desviacion estandar poblacional oy = 7.4422 en centimetros con una distribucién Gauss. Calcular el
intervalo de confianza para la estatura de la poblacién con un nivel de confianza de:

1. 95%.

2. 99%.
Solucion. Por la proposicion 52 (intervalo de confianza) y sustituyendo en la ecuacion (7.79):
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7. Estimacion

1. El intervalo de confianza al 95 % es:

7.44227, 7.44227,
P <171.32— SEERID < 17132+ 70975> =1-0.05,
/1000 /1000

donde Zj 975 = 1.96 (tabla 7.2), entonces 170.86 < u < 171.78, por lo tanto u € (170.86,171.78) con
un nivel de confianza del 95 %.

2. El intervalo de confianza al 99 % es:

7.44227, 7.44227,
P <171.32— SR < 17132+ 70995> =1-0.05.
/1000 /1000

donde Zy 975 = 2.5758 (tabla 7.2), entonces 170.71 < pu < 171.93, por lo tanto u € (170.71,171.93)
con un nivel de confianza del 99 %. O

7.8.2. Intervalo de confianza para t de una N ([,t, 0'2) con 62 desconocida y n < 30

Sea Xj,...,X, una muestra aleatoria de una poblacién que se distribuye N (u, 62) con media y desconocida
varianza ¢ desconocida y n < 30, entonces por la proposicién 49 (distribucién 7):
X—u
T= S
v

~t(n—1).
Por lo tanto, Vo € (0,1):

P (—tl_g(n—l) < XS;X“ <t1_gc(n—1)> =1-o.

NG

Despejando el pardmetro U se tiene el resultado siguiente:

Proposicion 53 (intervalo de confianza). Un intervalo de confianza para la media  de una distribuciéon Gauss
con varianza o desconocida y n < 30 es:

_ Sxti_«a (l’l—l) _ Sxt_e (l’l—l)
PlIX———F———<u<X+—— | =1l—-a. 7.80
( NG <X+ ——r (7.80)
. . _ lelioc(n—l) _ SX’[,IJ(”_I)
La probabilidad de que el intervalo | X — \% X+ \7/ﬁ contenga a it es 1 — a y dado el el

nivel de significacién 0 < o < 1, entonces es deducido el nivel de confianza 1 — o.

Algunos valores criticos de la distribucion 714 (19) son presentados en la tabla 7.3.

Tabla 7.3: Valores criticos #;_¢ (19).

l1—o 0.9950 | 0.9900 | 0.9750 | 0.9500 | 0.9000 | 0.1000 | 0.0500 | 0.0250 | 0.0100 | 0.0050
t—q(19) | 2.8609 | 2.5395 | 2.0930 | 1.7291 | 1.3277 | -1.3277 | -1.7291 | -2.0930 | -2.5395 | -2.8609
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7.8. Estimacion por intervalos de confianza

Ejemplo 88 (intervalo de confianza para la media de la poblacién Gauss con varianza desconocida y n < 30).
Una muestra de 20 didmetros en centimetros tiene una media X = 10.9273 y una desviacién estdndar (con
8 cifras significativas) Sx = 0.12384731. Calcular el intervalo de confianza para el didmetro de la poblacién
con un nivel de confianza de:

1. 95%.
2. 9%.

Solucion. Por la proposicion 53 (intervalo de confianza) y sustituyendo en la ecuacién (7.80):

1. El intervalo de confianza al 95 % es:

0.1238473119.975 (19) 0.1238473119.975 (19)
V20 V20

donde #9975 (19) = 2.0930 (tabla 7.3), entonces 10.87 < u < 10.99, por lo tanto u € (10.87,10.99)
con un nivel de confianza del 95 %.

& <10.9273 — < u <10.9273 +

>=1—0.05,

2. El intervalo de confianza al 99 % es:

0.1238473 11,995 (19) 0.1238473 19,995 (19)
V20 V20

donde 79995 (19) = 2.8609 (tabla 7.3), entonces 10.85 < pu < 11.01, por lo tanto p € (10.85,11.01)
con un nivel de confianza del 95 %. [l

7 (10.9273 — < u <10.9273 +

):1—0.05,

7.8.3. Intervalo de confianza para u de cualquier distribucion y n > 30

Sea Xj,...,X, una muestra aleatoria de una poblacién que presenta una distribucién cualquiera con media u
desconocida, varianza o2 desconocida y n > 30, entonces por el teorema 7 (teorema del limite central):
X—u
Jn

Por lo tanto, Va € (0,1):

X_
-z a<Z Pz s)l=1-a
2 Sx 2

N

Despejando el parametro p se tiene el resultado siguiente:

Proposicién 54 (intervalo de confianza). Un intervalo de confianza para la media ¢ de una distribucién
cualquiera con varianza ¢ desconocida y n > 30 es:

_ SxZy_a _ SxZ_a
7 (% - L cp<R+ ) =1-a. (7.81)
Vn

La probabilidad de que el intervalo de confianza <X -~ = X+ \/lﬁ 2 > contengaa es 1 —a.
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7. Estimacion

7.8.4. Intervalo de confianza para u de cualquier distribucion con n < 30

Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de una poblacién que presenta una distribucion cualquiera con media u
desconocida, varianza 6 desconocida y n < 30, entonces por la proposicién 49 (distribucién 7):

X—u
Sy

NG

T =

~t(n—1).

Por lo tanto, Ve € (0,1):

X
@(-l‘l_g(fl—l)< qu<t1_g(n—l)>:1—a.
vn

Despejando el pardmetro u se tiene el resultado siguiente:

Proposicion 55. (intervalo de confianza) Un intervalo de confianza para la media y de una distribucién
cualquiera con varianza 6% desconocida y n < 30 es:

_ Sth—% (I’l— 1) _ Sth—% (n— 1) B

— leli%(n—l) — Sth,%(n—l)

La probabilidad de que el intervalo <X — T X+ W > contenga a U es 1 — o y estd

representada en la grafica 7.2.

a
2

— NI

t% (nfl) X tlf%(n— )
— - ——

Griéfica 7.2: Intervalo de confianza para pt de una distribucién cualquiera con n < 30.

La grafica 7.2 indica que para el nivel de significacién O < o < 1 son localizados los valores criticos ta (n—1)
yf—g(n—1)enlatabla B.1.

7.8.5. Intervalo de confianza para p de una Bin(n, p)

Sea X1,X5,...,X, una muestra aleatoria de una poblacién que se distribuye Bin(n,p) con proporcién p
desconocida y varianza 62 = nP (1 — P) donde n > 30, entonces por el teorema 7 (teorema del limite central):

P—p
P(lfﬁ')
n

P = ~N(np,np(1—p)).
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7.8. Estimacion por intervalos de confianza

Por lo tanto, Va € (0, 1):

Despejando el parametro p se tiene el resultado siguiente:

Proposicién 56 (intervalo de conﬁanza) Un intervalo de confianza para la proporcién p de una distribucién
binomial con una varianza 62 = nP 1—

/ P 1-P
< p<P+z, g (7.83)

La probabilidad de que el intervalo (F’ —Zy_gy/ P(ln_ﬁ) ,F’+Zl,% \/ w> contengaapesl—a

Ejemplo 89 (intervalo de confianza de la proporcién). Una muestra de 1,000 electores indica que el 60 %
estan a favor del candidato del partido demdcrata. Encontrar el intervalo de confianza para la proporcién de
los electores que estan a favor del candidato demdcrata con un nivel de confianza de:

1. 95%.

2. 99%.

Solucion. Por la proposicion 56 (intervalo de confianza) y sustituyendo en la ecuacion (7.83):

1. El intervalo de confianza con un nivel de confianza de 95 %:

06 04 [0
Z Z 1—
(06 0.975 <0.64+Zy975 1 OOO ) 0.05,

donde Zj 975 = 1.96 (tabla 7.2). Por lo tanto, 0.5696 < p < 0.6304.

2. El intervalo de confianza con un nivel de confianza de 99 %:

0.6(0.4) 0.6(0.4)
Z(0.6—-Z <p<0.6+Z =1-0.05,
( 0995/ 7000 p +20.995 1,000
donde Zj 995 = 2.5758 (tabla 7.2). Por lo tanto, 0.5601 < p < 0.6399. O
7.8.6. Intervalo de confianza para 62 de una N (u, 62)
Sea Xi,X»,...,X, una muestra aleatoria de una poblacién que se distribuye N (/.1,62) con varianza G2
desconocida, entonces por la proposicién 47 (distribucién x2):
(n—1)8%
X?= ?X ~xr(n—1).

Por lo tanto, Va € (0, 1):




7. Estimacion

Despejando el pardmetro 62 se tiene el resultado siguiente:

Proposicién 57 (intervalo de confianza). Un intervalo de confianza para la varianza ¢ de una distribucién
Gauss basado en el tamafio de la muestra es:

=D, (=D
3”(,(12%(”_1)@ “dw-n) " (7.84)

- . (n—1)8*  (n—1)8?
La probabilidad de que el intervalo de confianza <X12g 1) Xz% o=y

dado el el nivel de significacién 0 < & < 1, entonces es deducido el nivel de confianza 1 — .

> contenga al pardmetro 62 es 1 —a y

Algunos valores criticos de la distribucién %12705 (19) son presentados en la tabla 7.4.

Tabla 7.4: Valores criticos 7 ,, (19).

l-«a 0.9950 | 0.9900 | 0.9750 | 0.9500 | 0.9000 | 0.1000 | 0.0500 | 0.0250 | 0.0100 | 0.0050
X1—a(9) | 23.5894 | 21.6660 | 19.0228 | 16.9190 | 14.6837 | 4.1682 | 3.3251 | 2.7004 | 2.0879 | 1.7349

Ejemplo 90 (intervalo de confianza para la varianza). Una muestra aleatoria de una poblacién que tiene
una distribuciéon N (/.1,62) tiene los valores del conjunto X = {6.8,5.9,8.1,9.1,8.4,7.7,7.9,8.8,6.9,7.8}.
Estimar el intervalo de confianza para la varianza con un nivel de confianza de:

1. 95%.

2. 99%.

_ 10
Solucion. La estimacion de la media muestral es X = 1—10 Y X, =7.74 y la estimacién de la varianza muestral
k=1

10 _ -
es S)Z{ = é Y (Xi—X )2 = 0.9493. Entonces por la proposicién 57 (intervalo de confianza) y sustituyendo en
k=1

la ecuacion (7.84):

1. El intervalo de confianza con un nivel de confianza de 95 %:
9(0.9493 9(0.9493

(20585 e 00549

X975 (9) X5.025 (9)

donde %3 yo5 (9) =2.7004 y %3475 (9) = 19.0228 (tabla 7.4), entonces 0.4491 < o < 3.1640, por lo
tanto 62 € (0.4491,3.1640).

2. El intervalo de confianza con un nivel de confianza de 99 %:
9(0.9493 9(0.9493
(20088 _ o090

X5975(9) Xo005 (9)

donde 3 o5 (9) = 1.7349 y %5475 (9) = 23.5894 (tabla 7.4), entonces 0.3622 < 0% < 4.9247, por lo
tanto 62 € (0.3622,4.9247). O

>=1—0.05,

>:1—0.05,

7.9. Tamano de la muestra

La estimacién del tamafio de la muestra en funcién del nivel del error € para conocer tiempos y costos.
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7.9. Tamaio de la muestra
7.9.1. Tamaiio de la muestra para y de una N ([J, 0'2) con 62 conocida

0Z _«a .
Proposicion 58 (tamaifio de la muestra). Sea € = —n7, entonces el tamafio minimo de la muestra es:

|V GZI_Q 2
n> < 82> , (7.85)

donde n es el tamafio de la muestra, o es la desviacién estandar de la poblacion, Zl_% es el percentil de la
distribucién Gauss, € es el nivel de error y || es la funcién entero superior.

Ejemplo 91 (tamafio de la muestra). Encontrar el tamafio de la muestra minimo para una poblacion N (u, 62) ,
para que el error de estimacion del intervalo de confianza para 1t sea menor que 0.3 con un nivel de confianza
de 95% cuando o = 7.44.

Solucion. El tamafo de la muestra para la media es estimado de acuerdo con la proposicidn 58 (tamafio de
la muestra) y sustituyendo en la ecuacion (7.85):

n> RGZE#YW = R%)ﬂ = [2,362.74] =2,363.

Por lo tanto, el tamafio de la muestra es cuando menos de 2,363 elementos para que el error de la estimacién
de la media sea menor que 30 %. [l

7.9.2. Tamaiio de la muestra para g de una N (u, 0‘2) con 62 desconocida y n < 30

- - Sxty_g (n—1) .
Proposicion 59 (tamaifio de la muestra). Sea € = #, entonces el tamafio minimo de la muestra es:
2
SXl‘l,g (n — 1)
n> + , (7.86)

donde 7 es el tamafio de la muestra, Sx es la desviacion estdndar de la muestra, f_g (n—1) es el percentil
de la distribucion ¢, € es el nivel de error y [-] es la funcién entero superior.

Ejemplo 92 (tamafio de la muestra). Encontrar el tamafio de la muestra minimo de una poblaciéon N (u, 02),
para que el error de estimacion del intervalo de confianza para tt sea menor que 0.2 con un nivel de confianza
de 95 % si una muestra de tamafio n = 21 presenté una desviacion estdndar Sy = 8 y una media X = 66.

Solucion. El tamafo de la muestra para la media es estimado de acuerdo con la proposicidn 59 (tamafio de
la muestra) y sustituyendo en la ecuacion (7.86):

2
> (W) _ R%)j — [6,961.99] = 6,962.

Por lo tanto, el tamafio de la muestra es cuando menos de 6,962 elementos para que el error en la estimacién
de la media sea menor que 20 %. [l
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7. Estimacion
7.9.3. Tamaiio de la muestra para p una Bin (n, p)

Proposicién 60 (tamafio de la muestra). Sea € = Z;_« , entonces el tamafio minimo de la muestra

e€S: B ! )
Zi_a
n> {P(l—ﬁ)( 182> W (7.87)

donde 7 es el tamafio de la muestra, P es el estimador de la proporcion, Z j-ges el percentil de la distribucién
Gauss, € es el nivel de error y [-] es la funcién entero superior.

Ejemplo 93 (tamafio de la muestra). La cdmara legislativa promulga una ley que prohibe fumar en edificios
publicos. Determinar el tamafio de la muestra para que el error del intervalo de confianza de la proporcién
sea menor que 0.01 con un nivel de confianza de 99 %.

Solucion. El tamafio de la muestra para la proporcion es estimado de acuerdo con la proposicién 60 (tamafio
de la muestra) y sustituyendo en la ecuacién (7.87):

n> {13(1—13) <%>T = [(%)1 = [16,587.24] = 16,588.

Algunas proporciones son presentadas en la tabla 7.5.

Tabla 7.5: Proporciones para el tamafio de la muestra.

A

p 0.00 | 0.10 | 0.20 | 0.30 | 0.40 | 0.50 | 0.60 | 0.70 | 0.80 | 0.90 | 1.00
P(1—P) | 0.00|0.09|0.16 | 021 | 0.24 [ 025 | 024 | 0.21 | 0.16 | 0.09 | 0.00

Por lo tanto, el tamafio de la muestra! es cuando menos de 16,588 ciudadanos para que el error en la
estimacion de la proporcién sea menor que 1 %. U

ILa proporcién P = % es utilizada porque maximiza el tamafio de la muestra.
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7.10. Ejercicios

7.10. Ejercicios

Ejercicio 81. Un ingeniero mide los didmetros de diez cilindros y obtiene los valores (en centimetros)
presentados en la tabla siguiente:

[4.83]5.09 [ 492 [ 497 [ 5.02 [ 495 | 5.03 [ 492 [ 498 [ 5.06 |

Calcular los estimadores siguientes:

1. Las medidas de tendencia central, es decir, X, X, X.
2. Las medidas de dispersion, es decir, ran (X) ,S;%,SX.
3. El coeficiente de variacidn, es decir, Vx.

4. Las medidas de forma, es decir, g} y &5.

5. Elintervalo de confianza para u al 95 %.

6. Elintervalo de confianza para 62 al 95 %.

7. El tamafio de la muestra para tt al 95% con € <0.1.

Ejercicio 82. Las 38 calificaciones de un estudiante y las frecuencias absolutas son presentadas en la tabla
siguiente:

Calificacion 10
Frecuencia | O | 2 | 8 | 16 | 12

(@)
<
oo
=)

Calcular los estimadores siguientes:

1. Las medidas de tendencia central, es decir, X ,X ,X .
2. Las medidas de dispersion, es decir, ran (X) ,S%,SX.
3. El coeficiente de variacion, es decir, Vy.

4. Las medidas de forma, es decir, g7 y &5.

5. Elintervalo de confianza para  al 99 %.

6. Elintervalo de confianza para 62 al 99 %.

7. El tamafio de la muestra para 1 al 99 % con € < 0.05.
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7. Estimacion

Ejercicio 83. Los flujos de las regaderas (litros sobre minuto) de una muestra de 120 casas son presentados
en la tabla siguiente:

46 (123| 71 |7.0| 40| 92| 67| 69| 115| 5.1 | 11.2 ] 105
14.3 80| 88|64 | 5.1 56| 96| 75| 75| 62| 58| 23
341104 | 98|66 | 37| 64| 83| 65 76 | 93| 92| 73
50| 63| 138 |62 | 54| 48| 75| 60| 69| 108 | 75| 6.6
50| 33| 76|39 (119 22 |150| 72| 6.1 | 153|189 | 7.2
54| 55| 43|90 127|113 | 74| 50| 35 82| 84| 73
103 | 119 | 60|56 | 95| 93 |104 | 97| 5.1 6.7 1 102 | 6.2
84| 70| 48|56 | 105|146 | 108 | 155 | 75| 64| 34| 55
66| 5915096 | 78| 7.0| 69| 4.1 36 | 119 | 3.7 | 57
68| 113 | 9396|104 | 93| 69| 98| 91106 | 45| 62

Calcular los estimadores siguientes:
1. Las medidas de tendencia central, es decir, X, X ,X .

a) Datos sin agrupar.
b) Datos agrupados con el método de Velleman (1976).

2. Las medidas de dispersion, es decir, ran (X) ,S%,SX.

a) Datos sin agrupar.
b) Datos agrupados con el método de Velleman (1976).

3. El coeficiente de variacidn, es decir, Vx.

a) Datos sin agrupar.
b) Datos agrupados con el método de Velleman (1976).

4. Las medidas de forma, es decir, g} y &5.

a) Datos sin agrupar.
b) Datos agrupados con el método de Velleman (1976).
5. Elintervalo de confianza para  al 99 %.

a) Datos sin agrupar.
b) Datos agrupados con el método de Velleman (1976).

6. Elintervalo de confianza para 62 al 99 %.

a) Datos sin agrupar.
b) Datos agrupados con el método de Velleman (1976).
7. El tamafio de la muestra para tt al 99 % con € < 0.05.

a) Datos sin agrupar.

b) Datos agrupados con el método de Velleman (1976).
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7.10. Ejercicios

Ejercicio 84. Las alturas (centimetros) de una muestra de 100 arboles son presentadas en la tabla siguiente:

143 | 155 | 133 | 158 | 161 87 | 120 | 89 | 112 | 150
178 | 155 | 166 | 130 | 166 | 183 | 140 | 181 | 145 | 191
135 | 122 | 140 | 171 | 153 | 153 | 186 | 188 | 110 | 188
181 | 135 | 199 | 150 | 143 | 158 | 122 | 166 | 173 | 130
186 | 158 | 204 | 135 | 163 | 112 | 171 | 115 | 148 | 122
127 | 145 | 183 | 140 | 143 | 158 | 183 | 145 | 125 | 158
117 | 155 | 133 | 117 | 183 | 143 | 117 | 122 | 145 | 133
138 | 186 | 181 | 178 | 168 | 171 | 148 | 181 | 191 | 127
112 | 150 | 143 | 138 | 161 | 110 | 173 | 176 | 140 | 161
122 | 125 | 178 | 153 | 171 | 120 | 125 | 176 | 168 | 186

Calcular los estimadores siguientes:
1. Las medidas de tendencia central, es decir, X, X ,X :

a) Datos sin agrupar.
b) Datos agrupados con el método Velleman (1976).

2. Las medidas de dispersion, es decir, ran (X) ,S%,SX.

a) Datos sin agrupar.
b) Datos agrupados con el método de Velleman (1976).

3. El coeficiente de variacion, es decir, Vy.

a) Datos sin agrupar.
b) Datos agrupados con el método de Velleman (1976).

4. Las medidas de forma, es decir, g] y &5.

a) Datos sin agrupar.
b) Datos agrupados con el método de Velleman (1976).

5. Elintervalo de confianza para u al 99 %.

a) Datos sin agrupar.
b) Datos agrupados con el método de Velleman (1976).

6. Elintervalo de confianza para 62 al 99 %.

a) Datos sin agrupar.
b) Datos agrupados con el método de Velleman (1976).

7. El tamafio de la muestra para tt al 99% con € <0.1.

a) Datos sin agrupar.

b) Datos agrupados con el método de Velleman (1976).
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7. Estimacion

Ejercicio 85. Una muestra de 20 estudiantes de un curso de Estadistica tiene informacién acerca de las
marcas de calculadoras que utilizaron (T=Texas Instruments, H=Hewlett Packard, C=Casio, S=Sharp). Las
marcas utilizadas son presentadas en la tabla siguiente:

T  TIH|T|C|T|T|S|C|H
S|S|T|H|{C|T|T|T|H|T

Calcular los estimadores siguientes:

1. La proporcién para los estudiantes que utilizaron 7, es decir pr.
2. La proporcién para los estudiantes que utilizaron H, es decir py.
3. La proporcién para los estudiantes que utilizaron C, es decir pc.

4. La proporcion para los estudiantes que utilizaron S, es decir pyg.
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Capitulo

Pruebas de hipotesis

Si el sistema supone que un acusado es inocente hasta probar la culpabilidad, entonces la conjetura de que el
acusado es culpable es probada con evidencia. La sentencia con fundamento en la evidencia dicta inocente
o culpable, pero existe la probabilidad de culpar a un inocente o absolver a un culpable, es decir, existe la
probabilidad de falsos positivos o falsos negativos.

Definicion 168 (hipétesis estadistica). Una hipétesis estadistica es una conjetura acerca de la distribucion de
un conjunto no vacio de variables aleatorias.

La hipétesis es la respuesta tentativa para la solucién de preguntas de investigacion.

Ejemplo 94 (hipdétesis estadistica). Si la variable aleatoria X ~ Bin (n, p), entonces las afirmaciones p =
yp< % son hipétesis estadisticas.

o=

Las hipétesis estadisticas son clasificadas en:

1. Hipdtesis simples.

2. Hipdtesis compuestas.

Definicién 169 (hipétesis simple). Una hipétesis simple especifica completamente la funcion de distribucion
de probabilidad de un conjunto no vacio de variables aleatorias.

Ejemplo 95 (hipétesis simple). Si la variable aleatoria X ~ N (u, 1), entonces la afirmacién yu = 0 es una
hipdtesis simple porque especifica completamente a la funcién de distribucidn. O

Definicién 170 (hipétesis compuesta). Una hipétesis compuesta no especifica completamente la funcion de
distribucién de probabilidad de un conjunto no vacio de variables aleatorias.

Ejemplo 96 (hipdtesis compuesta). Si la variable aleatoria X ~ Poisson (A), entonces la afirmacién A > 10
es una hipétesis compuesta porque no especifica completamente la funcién de distribucién. O
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8. Pruebas de hipdtesis

La hipétesis nula Hp y la hipétesis alternativa H; son simples o compuestas, entonces son considerados
cuatro contrastes de hipotesis:

1. Hipétesis simple Hy e hipétesis simple H.

2. Hipétesis simple Hy e hipdtesis compuesta H.

3. Hipétesis compuesta Hy e hipétesis simple H.

4. Hipétesis compuesta Hy e hipdtesis compuesta Hj.
La informacién para establecer una regla de decision para no rechazar o rechazar una hipétesis proviene de
una muestra aleatoria Xi,...,X, de una distribucion. Si la hipétesis no es rechazada, entonces no se afirma

que esta es absolutamente cierta, simplemente es consistente con la muestra aleatoria, por lo tanto si la
muestra cambia, la decisién de rechazar o no rechazar la hipdtesis también cambia.

El modelo de decision para inferir estadisticas tiene los elementos siguientes:

La hipétesis nula H.
La hipétesis alternativa H.
El nivel de significacién o utilizado en la prueba estadistica.

El tamafo de la muestra n.

A e

La regla de decision.
El modelo de decisién para inferir estadisticas tiene las etapas siguientes:

Plantear la hipétesis nula Hy.

Plantear la hipdtesis alternativa H;.

Especificar el nivel de significacién « utilizado en la prueba estadistica.
Determinar el tamafio n de la muestra.

Determinar la estadistica de prueba.

Establecer los puntos criticos que determinan la region critica €.
Establecer la regla de decision.

Determinar si la prueba estadistica estd en la regién de rechazo o de no rechazo.

e R AU

Determinar la decision estadistica.

10. Expresar la decision estadistica en términos del problema.

8.1. Pruebas de hipoétesis

Definicién 171 (prueba de hipétesis). Una prueba de hipétesis y es una regla para decidir con fundamento
en la muestra X € X si la hip6tesis nula Hj es rechazada a favor de la hipétesis alternativa H; o si no es
rechazada.

La prueba de hipdtesis estadistica ¥ es un procedimiento para tomar una decision, bajo incertidumbre, sobre

la validez de la hipétesis nula Hy usando la evidencia de la muestra X, entonces la determinacion de la
decision estadistica tiene una probabilidad de error.
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8.1. Pruebas de hipdtesis

Las pruebas de hipétesis son clasificadas como pruebas:

1. Unilaterales.

2. Bilaterales.

8.1.1. Prueba unilateral

Definiciéon 172 (prueba unilateral). La region critica 6 de la prueba 7y es el complemento del extremo
izquierdo o del extremo derecho de la funcién de distribucion.

8.1.2. Prueba bilateral

Definicién 173 (prueba bilateral). La region critica % de la prueba 7 es la unién del extremo izquierdo y del
extremo derecho de la funcién de distribucion.

Las clasificaciones de las pruebas estadisticas son resumidas en la tabla 8.1.

Tabla 8.1: Clasificaciones de las pruebas de hipétesis del conjunto de pardmetros 6.

Pruebas unilaterales Prueba bilateral
Extremo izquierdo | Extremo derecho | Ambos extremos
H()IQZO() H019§90 H()ZQZO()
Hi:0<6 H;:0>6) H1:97é60

La tabla 8.1 presenta las dos clasificaciones de pruebas (unilaterales y bilaterales) y los tres tipos de pruebas
(extremo izquierdo, extremo derecho y ambos extremos).

8.1.3. Region critica

La informacién de la muestra aleatoria X = Xj,...,X,, es resumida en una estadistica de prueba T (X) que
define la region critica % en funcién de la estadistica de prueba utilizada, entonces el espacio de la muestra X
es dividido en las dos regiones € y € que son mutuamente excluyentes, es decir, € (%° = 0.

Definicién 174 (regién critica). Una region critica 6’ C X es la regioén de rechazo de la hipétesis nula Hy y

es la probabilidad maxima de cometer un error de tipo I, es decir, es el nivel de significacion ¢ y es denotada
por¢ ={X € X|H}.

La region critica ¢’ C X esta definida con fundamento en la estadistica de prueba 7 (X ). La regla de decision
indica que si la estadistica de prueba T (X) pertenece a la regién de critica %, es decir, T (X) € %, entonces
la hipétesis nula Hy es rechazada y si la estadistica de prueba 7 (X) no pertenece a la regién critica %, es
decir, T (X) ¢ € o equivalentemente T (X)) € €, entonces la hipétesis nula Hy no es rechazada.
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8. Pruebas de hipdtesis

8.1.4. Tipos de errores

Las pruebas de hipétesis estan fundamentadas en una muestra aleatoria X, por lo tanto la toma de decisiones
tiene decisiones correctas e incorrectas.

Definicién 175 (error de tipo I). Un error de tipo I significa que la hipétesis nula Hy es rechazada cuando es
verdadera con probabilidad o = & (X € € | H).

Definicién 176 (error de tipo II). Un error de tipo II significa que la hipétesis nula Hy no es rechazada cuando
es falsa con probabilidad B = Z (X ¢ ¢ |H,) = P (X € €° | H)).

8.1.5. Caracteristica de operacion

Definicién 177 (caracteristica de operacion). La caracteristica de operacion es la probabilidad méxima 3 de
no rechazar la hipétesis nula Hy cuando es falsa, es decir, es la probabilidad cometer un error de tipo II.

Definicién 178 (curva caracteristica de operacidon). La curva caracteristica de operacion es la probabilidad
méxima 8 de no rechazar la hipétesis nula Hy cuando es falsa, es decir, es la probabilidad cometer un error
de tipo II en funcién de los pardmetros 6 € ©, la hipétesis nula Hy, el nivel de significacién « y el tamafio
de la muestra n.

El nivel de significacion o, la caracteristica de operacién f3, el nivel de confianza 1 — a y la potencia de la
prueba 1 — 3 son resumidos en la tabla 8.2.

Tabla 8.2: Resultados de la prueba de hipétesis.

Decision sobre Hy Situacion sobre H)
Hj es verdadera H, es falsa (H; es verdadera)
Decisién correcta Error tipo 11
Norechazar Hy | 1—a=2(X¢ % |Hy) B=ZL(X¢C|H)
Nivel de confianza Caracteristica de operacion
Error tipo 1 Decisién correcta
Rechazar Hy o= (X €E|H) 1-B=Z(Xe¥€|H)
Nivel de significacion Potencia de la prueba

La tabla 8.2 presenta los cuatro resultados de una prueba de hipétesis:

1. Decision correcta, es decir, no rechazar H, cuando Hy es verdadera con nivel de confianza 1 — «.
2. Error de tipo 11, es decir, no rechazar H, cuando Hy es falsa con probabilidad f3.
3. Error de tipo I, es decir, rechazar Hj cuando Hj es verdadera con probabilidad «.

4. Decision correcta, es decir, rechazar Hy cuando Hy es falsa con probabilidad 1 — 3.

8.1.6. Potencia de la prueba

El concepto de potencia es atribuido a Neyman y Pearson (1928a, 1928b, 1933a, 1933b, 1936). La
potencia 7 (6) mide la bondad de una prueba de hipétesis 7.
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8.1. Pruebas de hipdtesis

Definicién 179 (potencia de la prueba). Dada una region critica 4 C X, entonces la potencia 7 (6) de la
prueba de hipétesis ¥ acerca de un parametro 6 desconocido es:

T(0)=P(XecF|0). (8.1)

La funcién potencia 6ptima es:

0 siBe®

. 8.2
1 sife0 (8:2)

n*<e>:@<)_ce%re>={

Definicién 180 (tamafio de la prueba). Sea Hy: 0 € Oy y H;: 0 € O, entonces el tamafio de la prueba es:

ma)élerg;zarir (). (8.3)

El tamafio de la prueba es la probabilidad mdxima de tomar una decisién incorrecta bajo el supuesto de que
el valor del pardmetro 6 es verdadero.

Si y es una prueba de hipétesis para Hy: 6 = 6y y H;: 6 = 6 que son hipdtesis simples donde ® = {6y, 0, }
y 7 (0) es la potencia de la prueba, entonces una prueba adecuada satisface:

1. ﬂ(@o):e@()_(e%leo):a%().

2.1(0)=ZXe?|6)=1-B—1.
Por lo tanto, minimizar la caracteristica de operacién 8 es equivalente a maximizar la potencia de la prueba

evaluada en la hipétesis alternativa Hj.

Definicién 181 (prueba mas potente). La prueba mas potente y* de la prueba de hipétesis y para Hy: 6 = 6,
yHy: 0 =20, con0< a < 1 satisface:

1. 7" (6p) = .

2. m(6,) >m(6;) Vydonde m(6y) = a.
Definicién 182 (region critica Optima). La region critica 6ptima 6* de la prueba de hipdtesis y para las
hipétesis Hy: 0 = 6y y H1: 6 = 6; con 0 < a < 1 satisface:

1. Z(Xe€%*|Hy)=o.

2. X Xe€ |H\)>P(XeC|H) Y€ donde Z (X €€ |Hy) = .

Lema 1 (Neyman y Pearson). La region critica 6ptima 6™* de la prueba mas potente y* para Hy: 8 = 6y
y H;: 6 =6; con 0 < a < 1 de una muestra aleatoria X de una poblacién con funcién de densidad fx (x,0)
donde 6 € ® ={6),0,} y c>Oes:

o~ fol5m <

donde .Z () es la funcién de verosimilitud de una muestra aleatoria X y ¢ es una constante que hace que la
region critica éptima ¢’* sea de tamaiio «.
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8. Pruebas de hipdtesis

8.1.7. Nivel de significacion descriptivo

Un enfoque complementario para las pruebas de hipétesis es el nivel de significacién descriptivo que indica
que el resultado es significativo cuando el nivel de significacion descriptivo es menor o igual que el nivel de
significacion especificado, entonces las conclusiones estdn fundamentadas en la estadistica de prueba y, por
lo tanto, el resultado no es considerado una casualidad.

Definicién 183 (nivel de significacion descriptivo). El nivel de significacién descriptivo & (X) es la minima
probabilidad o para que la estadistica T (X) € ¢ dado que la hipdtesis nula Hy es cierta, entonces la prueba y
es significativa, por lo tanto:

P (X) = mix (2 (T (X) = 1(x))), 55)

donde ¢ (x) es el valor de la estadistica T (X) para los valores x € X.

Definicion 184 (prueba estadisticamente significativa). Si el nivel de significacién descriptivo & (X) — 0,
entonces la prueba Y es estadisticamente significativa y existe evidencia a favor de la hipétesis
alternativa Hj, es decir, T (X) € % y la hipétesis nula Hy es rechazada si y sélo si el nivel de significacién
descriptivo Z (X) < a..

Si el nivel de significacion es establecido como o = 0.10, & = 0.05 o o = 0.01, entonces cuando el nivel
de significacion descriptivo & (X) < a, la hip6tesis nula Hy es rechazada y la prueba ¥ es estadisticamente
significativa. Cuando el nivel de significacién descriptivo & (X) > 0.10, entonces la hipétesis nula Hy no es
rechazada y, por lo tanto, la prueba ¥ es estadisticamente no significativa.

Proposicién 61 (media (t de una N ( 0, 62) con n > 30). Si X € X es una muestra aleatoria de tamafio n > 30
de una poblacién con una distribucién N(G,Gz) donde 6 € O es el parametro desconocido, entonces
la prueba bilateral y para la hipdtesis nula Hy: 6 = 6y y la hipétesis alternativa H;: 6 # 6y presenta la

estadistica de prueba T (X), donde Z = ‘/_(X %) y Ja regién critica € = {)_( eXx ‘ Z| >Z) 4 }, por lo tanto
la potencia 7 (0) de la prueba y para 6 = 61 es:
) . (8.6)

6y— 06 6y — 6
7(6) = l_q,(Mﬂlg) +¢<M+Z
c 2 c
Demostracion. Por hipétesis X ~ N (6, 02), entonces X ~ N (6, 072), 7 = @ ~N(0,1) y la regién

2R

critica es € = {)_( €EX[|Z[2Z « } por lo tanto la regla de decision es rechazar Hy cuando |Z| > Z; «,

entonces la caracteristica de operacién para 6 = 60 es B(0,) = Z (X ¢ € | 6 = 6;), por lo tanto:

ﬁ(el):@(]z\<zl,g yezel>=@(z%<z<zl,% yeze)l).

0Z_a
<60— <X<90+ \/ﬁ2|9:91>.
9—9 X—-6 06— 6
<f =) 7 L YREZB) V(6 1>+z1_a>.
2 o o 2
@(\/_90_61 +Zl__>—¢<@+z%>-
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8.1. Pruebas de hipdtesis

Por lo tanto, la potencia de la prueba para 6 = 6, es:
6 —6 68— 6
x(6)=1-B(6)= 1_¢<w+zl_g> +¢<w+zt_g> '

O

Proposicion 62 (media ¢t de una N ( 0, 62) con n > 30). Si X € X es una muestra aleatoria de tamafio n > 30
de una poblacién con una distribucién N (9, 62) donde el pardmetro desconocido 6 € ®, entonces la prueba
unilateral 7y para la hipétesis nula Hy: 6 = 6, y la hipétesis alternativa H;: 6 < 6 presenta la estadistica de

prueba T (X) donde Z = M, la regi6n critica ¢’ = {X € X | Z < Z4 }, por lo tanto la potencia 7w () de
la prueba y para 8 = 0, es:

o

n(@l):¢<w +za>. (8.7)

Proposicién 63 (media (t de una N ( 0, 62) con n > 30). Si X € X es una muestra aleatoria de tamafio n > 30
de una poblacién con una distribucién N (6, 62) donde el parametro desconocido 6 € ®, entonces la prueba
unilateral 7y para la hip6tesis nula Hy: 6 = 6, y la hipétesis alternativa Hy: 6 > 6 presenta la estadistica de

prueba 7 (X) donde Z = @, la regidn critica ¥ = {X € X | Z > Z,_q}, por lo tanto la potencia 7 (6)
de la prueba y para 6 = 6 es:

n(&):l—@(@ +zl_a>. (8.8)

Las pruebas de hipétesis son aplicadas para:

1. La media de una poblacién con distribucion N ( 0, 62) con n > 30.

La media de una poblacién con distribucién N ( 0, 622) con n > 30.

La media de una poblacién con distribucion N ( 0, 622) con n < 30.

La proporcién de una poblacién con distribucién Bin (n,0) con n > 30.
La varianza de una poblacién con distribuciéon N ([.L, 62).

La diferencia de medias de poblaciones con N (01 , 612) y N (6, 622 con nj +ny > 30.

N kWb

La diferencia de medias de poblaciones con N (01 , 1912) y N

8. Ladiferencia de medias de poblaciones con N (01 , 1912) y N (6, 1922 con nj +ny > 30.

(
(
(
(

6,97) con ny +ny > 30.
9. La diferencia de medias de poblaciones con N (01 , 1912) y N (6, 1922) con n; +ny < 30.

10. Ladiferencia de proporciones poblacionales con Bin (ny, ) y Bin(ny, %) con ¥ # 9 y nj +ny > 30.
11. El cociente de varianzas de poblaciones con N (61 , 1912) yN ( 6,, 1922)
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8. Pruebas de hipdtesis
8.2. Pruebas de hipétesis para la media y la proporcion

2

8.2.1. Prueba de hipétesis para p de una N (i,6?) con 62 conocida y n > 30

Proposicion 64 (estadistico de prueba). Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una poblacién que presenta
una distribucién N ([.L, 62) con media u desconocida y varianza 6 conocida, entonces:

X—p
-

v

7 = (8.9)

Ejemplo 97 (prueba de hipdtesis bilateral para la media). Los pesos (en kilogramos) de los Vikingos de
Minnesota! son presentados en la tabla 8.3.

Tabla 8.3: Peso en kilogramos de los Vikingos de Minnesota 2019.

92.162 | 87.168 | 86.260 | 115.770 | 83.082 | 93.524 | 90.800 | 138.470
109.868 | 95.340 | 115.316 | 95.340 | 91.708 | 111.230 | 88.530 | 86.714
93.070 | 141.648 | 137.562 | 110.776 | 123.942 | 106.690 | 91.708 | 88.984
142.102 | 128.482 | 85.806 | 114.408 | 92.616 | 143.464 | 143.010 | 149.366
97.610 | 105.328 | 136.200 | 104.420 | 115.316 | 99.880 | 120.310 | 134.838
117.132 | 138.470 | 98.972 | 120.310 | 139.832 | 95.340 | 97.156 | 109.868
140.286 | 90.800 | 97.610 | 147.550 | 133.930 | 86.260 | 120.310 | 104.420

Indicar si la media de la muestra X es diferente que y = 116 con un nivel de confianza de 95% cuando es
conocido que ¢ = 21.

Solucion. El modelo de decision es:

1. La hipétesis nula es Hy: X = .
La hipétesis alternativa es Hy : X # .
El nivel de significacién es o0 = 0.05.

El tamafo de la muestra es n = 56.
La estadistica de prueba es Z = X;“ .

N

A

o

Los puntos criticos son Z% =Zpos =—1.96y Zl,% = Zpo975 = 1.96.

7. Laregla de decision es: si —1.96 < Z < 1.96, entonces Hy no es rechazada.

8. Sustituyendo en la ecuacién (8.9): Z = i — 11L1976-116 _ | 8571 donde —1.96 < —1.85 < 1.96,

NG V36
entonces Z ¢ €, es decir, Z estd en la regién de no rechazo Z € € como se muestra en la gréfica 8.1.

lywww.nfl.com/teams/roster?team=MIN consultado el 11 de noviembre de 2019.
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8.2. Pruebas de hipétesis para la media y la proporcién

l—o

W 4+ NIR

Grifica 8.1: Region de no rechazo de la prueba bilateral para la media de los Vikingos.

9. La hipotesis nula Hy : X = i no es rechazada.

10. Por lo tanto, el peso promedio de los Vikingos es igual que el peso promedio de la NFL y la diferencia
es aleatoria. O

8.2.2. Prueba de hipotesis para g de una N (/,t, 0'2) con 02 desconocida y n > 30

Proposicion 65 (estadistico de prueba). Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una poblacién que presenta
una distribucién N ([.L, 62) con media u desconocida y varianza o desconocida, entonces:

X—u
Z="—5—.

o

(8.10)

Ejemplo 98 (prueba de hipétesis unilateral para la media). Los pesos en kilogramos de los Pieles Rojas de
Washington? son presentados en la tabla 8.4.

Tabla 8.4: Peso en kilogramos de los Pieles Rojas de Washington 2019.

136.200 | 115.770 | 93.070 | 140.740 | 111.230 | 114.408 | 138.470 | 108.960
143.010 | 98.972 | 86.714 | 113.500 | 112.592 | 91.708 | 92.162 | 149.820
103.512 | 102.150 | 106.690 | 97.610 | 111.230 | 104.874 | 111.230 | 138.016
108.960 | 93.070 | 108.052 | 140.740 | 86.260 | 97.610 | 120.310 | 143.010

96.248 | 95.340 | 92.616 | 82.628 | 149.820 | 96.248 | 90.800 | 145.280
143.010 | 99.880 | 143.010 | 90.800 | 90.800 | 109.868 | 81.720 | 93.070
141.648 | 143.010 | 139.832 | 86.260 | 94.432 | 96.702 | 113.954 | 115.770

82.628 | 111.230 | 118.948 | 89.438 | 88.530 | 104.420 | 99.880 | 104.420

Indicar si la media X es menor que i = 116 con un nivel de confianza de 95 %.

Solucion. El modelo de decision es:

1. La hipdtesis nula es Hy : X < u.

2. La hipétesis alternativa es H; : X > .

3. El nivel de significacién es o = 0.05.

4. Fl tamafio de la muestra es n = 64.

5. Laestadistica de prueba es Z = X;L o alternativamente T = Xi B
Vn Vn

2www.nfl.com/teams/roster?team=WAS consultado el 11 de noviembre de 2019.
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8. Pruebas de hipdtesis

6. El punto critico es Zy = Zp 05 = —1.6449 o alternativamente 7 o5 (63) = —1.6694.

7. Laregla de decision es: si Z < —1.6449, entonces Hy no es rechazada.

8. Sustituyendo en la ecuacién (8.10) o en la ecuacién (8.11): Z=T = XS;“ = % = —2.2894,
T Vod

donde —2.2894 < —1.6449, entonces Z ¢ €, es decir, Z estd en la regién de no rechazo Z € €° como
se muestra en la gréifica 8.2.

11—«
Rechazo

& Z=T Zyps

Griéfica 8.2: Region de no rechazo de la prueba unilateral para la media de los Pieles Rojas.

9. La hipotesis nula Hy : X < i no es rechazada.
10. Por lo tanto, el peso promedio de los Pieles Rojas es menor que el promedio de la NFL. O
8.2.3. Prueba de hipotesis para g de una N (y, 0'2) con 62 desconocida y n < 30

Proposicion 66 (estadistico de prueba). Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una poblacién que presenta
una distribucién N ([.L, 62) con media u desconocida y varianza o desconocida, entonces:

_X-u

T = (8.11)

Sx.

n

Ejemplo 99 (prueba de hipétesis unilateral para la media). El cociente de inteligencia de una muestra 26
estudiantes de una una universidad tiene una media X = 108 con una desviacién estdndar Sy = 9. Indicar si
la media X es mayor que la media universitaria & = 104 con un nivel de confianza de 99 % y 95 %.

Solucion. El modelo de decision con un nivel de confianza de 99 % es:
La hip6tesis nula es Hy : X > L.

La hipétesis alternativa es H; : X < U.

El nivel de significacion es & = 0.01.

El tamafio de la muestra es n = 26.

X—u

Sx -
N

El punto critico es #;_q (1 — 1) = 19,99 (25) = 2.4851.

A

La estadistica de prueba es T =

=

7. Laregla de decision es: si T > 2.4851, entonces Hy no es rechazada.

8. Sustituyendo en la ecuacién (8.11): T = % = 1082104 — 22662 donde 2.2662 < 2.4851,

v Va6
entonces T € €, es decir, T estd en la regién de rechazo T ¢ € como se muestra en la gréfica 8.3.
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8.2. Pruebas de hipétesis para la media y la proporcién

1-a T <1999 (25)
Rechazo

—4 -3 -2 —1 0 1 2

I )

Gréfica 8.3: Region de rechazo de la prueba unilateral para la media de estudiantes.

9. La hipotesis nula Hy : X >  es rechazada.

10. Por lo tanto, el cociente de inteligencia promedio de la universidad no es mayor que el promedio
universitario con un nivel de confianza de 99 %.

El modelo de decision con un nivel de confianza de 95 % es:

1. La hipétesis nula es Hy : X > L.

2. Lahipotesis alternativa es Hy : X < .
3. El nivel de significacién es oo = 0.05.
4. El tamafio de la muestra es n = 26.

5. La estadistica de prueba es T = XS;“ .

n

S

6. El punto critico es t;_q (n— 1) =995 (25) = 1.7081.

7. Laregla de decisioén es: si T > 1.7081, entonces Hy no es rechazada.

8. Sustituyendo en la ecuacién (8.11): T = )% = w = 2.2662 donde 2.2662 > 1.7081,

X 7%

entonces T g_f %, es decir, T estd en la regién de no rechazo T € ¥° como se muestra en la
gréfica 8.4.
11—«
Rechazo a
I i i {
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Griafica 8.4: Region de no rechazo de la prueba unilateral para la media de estudiantes.

9. La hipdtesis nula Hy : X > i no es rechazada.

10. Por lo tanto, el cociente de inteligencia promedio de la universidad es mayor que el promedio
universitario con un nivel de confianza de 95 %.

Es decir, el nivel de significacion descriptivo es 22 (X) = 0.0162, por lo tanto, la hipétesis nula Hy : X > u
no es rechazada con un nivel de significacion minimo de 1.62% (a > 0.0162). 0
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8. Pruebas de hipdtesis

8.2.4. Prueba de hipétesis para p de una Bin(n, p)

Proposicion 67 (estadistico de prueba). Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una poblacién que presenta
una distribucién Bin (n,p) con una proporcién p desconocida y varianza S)Z{ = nP (1 —P) donde P = Py
y n > 30, entonces:
P(1-P)
n

Ejemplo 100 (prueba de hipétesis bilateral para la proporcién). Los pesos (en kilogramos) de los Vikingos
son presentados en la tabla 8.3 del ejemplo 97. Indicar si la proporcién P de jugadores profesionales con un
mayor peso que X = 108.279 es igual que la proporcién p = % con un nivel de confianza de 99 % y 95 %.

Solucion. El modelo de decision con un nivel de confianza de 99 % es:

La hipétesis nula es Hy : P = p.
La hipétesis alternativa es H, : P # p.
El nivel de significacién es o0 = 0.01.

El tamafo de la muestra es n = 56.
P—p
P(1-P) "

Los puntos criticos son Z% =Zp.00s = —2.5758 y Zl_7 = Zp.g95 = 2.5758.

M e

La estadistica de prueba es Z =

a

7. Laregla de decision es: si —2.5758 < Z < 2.5758, entonces Hy no es rechazada.

5 _l
8. Sustituyendo en la ecuacién (8.12): Z = \/i;;f’p) = \/71(2) = 0 donde —2.5758 < 0 < 2.5758,
T z
56

entonces Z ¢ €, es decir, Z esté en la region de no rechazo Z € € como se muestra en la grafica 8.5.

BIl—

11—«
No rechazo

W IR

$
T
—4 -3 -2 —1 0 1 2

Griéfica 8.5: Region de no rechazo de la prueba bilateral de la proporcién de los Vikingos al 99 %.

9. La hipétesis nula Hy : P = p no es rechazada.

10. Por lo tanto, la proporciéon de jugadores con mayor peso que la mediana es igual que la proporcién
esperada con un nivel de confianza de 99 %.

El modelo de decision con un nivel de confianza de 95 % es:

1. La hipétesis nula es Hy : P = p.

2. La hipétesis alternativa es H; : P # p.
3. El nivel de significacién es oo = 0.05.
4. El tamafio de la muestra es n = 56.

5. La estadistica de prueba es Z = —p

3
1=

=T
>
=
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8.3. Prueba de hipdtesis para la varianza

6. Los puntos criticos son Zg = —1.96y Zy_g= 1.96.
7. Laregla de decision es: si —1.96 < Z < 1.96, entonces Hy no es rechazada.

5 1
Pp _ 33 _ (0 donde —1.96 < 0 < 1.96,

VEI = X

8. Sustituyendo en la ecuaciéon (8.12): Z =

No rechazo

.ON
o
~
G
NI

$
T
—4 -3 -2 —1 0 1 2 3 4

Griéfica 8.6: Region de no rechazo de la prueba bilateral de la proporcién de los Vikingos al 95 %.

9. La hipétesis nula Hy : P = p no es rechazada.

10. Por lo tanto, la proporcién de jugadores con mayor peso que la mediana es igual que la proporcién
esperada con un nivel de confianza de 95 %. O

8.3. Prueba de hipétesis para la varianza

8.3.1. Prueba de hipétesis para 62 de una N (i, 62)

Proposicion 68 (estadistico de prueba). Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una poblacién que presenta
una distribucién N ([.L, 62) con media u conocida y varianza 6% desconocida, entonces:

2 ”S)Z(
=3 (8.13)

Ejemplo 101 (prueba de hipétesis unilateral para la varianza). Los pesos en kilogramos de los Vikingos son
presentados en la tabla 8.3 del ejemplo 97. Indicar si la desviacion estdndar Sy = 20.2826 del peso de los
jugadores es menor que la desviacion estdndar ¢ = 22 con un nivel de confianza de 95 %.

Solucion. El modelo de decision es:

La hipétesis nula es Hy : Sy < ©.
La hipétesis alternativa es Hy : Sy > ©.
El nivel de significacion es & = 0.05.

El tamafo de la muestra es n = 56.
ns%
o2

El punto critico es x2 (n— 1) = x3 s (55) = 38.9580.

La regla de decisién es: si x2 < 38.9580, entonces Hy no es rechazada.

Sustituyendo en la ecuacion (8.13): 7% = "S5 = 56 (222826)% — 47.5081 donde 47.5981 > 38.9580,

entonces x> € %, es decir, x2 estd en la regién de rechazo Z ¢ 4’ como se muestra en la gréfica 8.7.

La estadistica de prueba es y2 =

® NN R LN =
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8. Pruebas de hipdtesis

1—-«a
Rechazo

Griafica 8.7: Region de rechazo de la prueba unilateral de la desviacion estandar de los Vikingos.

9. La hipétesis nula Hy : Sy < o es rechazada.

10. Por lo tanto, la desviacion estandar de los pesos de los jugadores del equipo no es menor que la
desviacion estandar de la liga.

La prueba de hipdtesis para la varianza donde Hy : Sx = o, H; : Sx # © con un nivel de confianza de 95 %,
entonces 36.3981 < 47.5981 < 77.3805, por lo tanto la desviacién estandar de los pesos de los jugadores de
los Vikingos es igual que la desviacién estdndar de los pesos de los jugadores de la liga. U

8.4. Prueba de hipétesis para la diferencia de medias y de proporciones

2 ~2

8.4.1. Prueba de hipétesis para py — lly con Oy, 0y conocidas y nx +ny > 30

Proposicion 69 (estadistico de prueba). Sean Xi,X5,...,.X, y Y1,Y2,...,Y, dos muestras aleatorias con
medias {ty = ty desconocidas y varianzas 62,67 conocidas, entonces:

X-Y
Z=——u. (8.14)

2 2
o | o
nx ny

8.4.2. Prueba de hipotesis para uy — gy con 0',%, 0'}% desconocidas y ny +ny > 30

Proposicion 70 (estadistico de prueba). Sean Xi,X5,...,.X, y Y1,Y2,...,Y, dos muestras aleatorias con
medias ty = ty desconocidas y varianzas 6,67 desconocidas, entonces:

X-Y
= —. (8.15)

S% 5%
Vox Ty

Ejemplo 102 (prueba de hipétesis bilateral para la diferencia de medias). Los pesos (en kilogramos) de los
Tigres de la Universidad Estatal de Luisina® son presentados en la tabla 8.5.

3https://lsusports.net/sports/football/roster/2019 consultado el 11 de noviembre de 2019.
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8.4. Prueba de hipdtesis para la diferencia de medias y de proporciones

Tabla 8.5: Peso en kilogramos de los Tigres de la Universidad Estatal de Luisina 2019.

108.000 | 108.000 | 103.680 | 114.480 | 122.040 | 123.120 | 109.620 | 102.600 | 120.420 | 99.900
108.000 | 125.820 | 109.620 | 102.600 | 122.580 | 104.760 | 116.640 | 130.680 | 112.320 | 117.720
117.180 | 99.900 | 115.560 | 100.440 | 111.780 | 90.180 | 119.340 | 135.000 | 100.440 | 111.780
112.860 | 92.340 | 123.120 | 103.140 | 116.100 | 102.600 | 86.400 | 103.680 | 97.200 | 97.200

86.940 | 96.120 | 111.780 | 106.380 | 100.980 | 117.180 | 97.200 | 108.000 | 100.980 | 129.060
102.060 | 129.600 | 90.180 | 131.760 | 131.220 | 125.280 | 136.080 | 88.560 | 122.580 | 135.000
139.320 | 130.140 | 123.120 | 135.000 | 154.440 | 136.620 | 126.900 | 129.060 | 132.840 | 169.560
132.300 | 147.960 | 124.200 | 142.560 | 181.440 | 115.020 | 177.660 | 113.400 | 162.000 | 191.160
175.500 | 167.400 | 158.760 | 179.280 | 143.640 | 159.300 | 194.400 | 186.840 | 185.220 | 172.800
191.700 | 173.880 | 159.300 | 184.140 | 170.100 | 139.320 | 134.460 | 106.380 | 105.300 | 142.020
125.820 | 93.960 | 104.760 | 104.760 | 166.320 | 157.140 | 160.920 | 138.240 | 155.520 | 166.860

Indicar si la media X de los Tigres (equipo colegial) es diferente que la media ¥ de los Pieles Rojas (equipo
profesional) del ejemplo 98 con un nivel de confianza del 95 %.

Solucion. El modelo de decision es:
. La hipétesis nulaes Hy: X =Y.
. La hipotesis alternativa es Hy : X # Y.

1
2
3. El nivel de significacién es o = 0.05.
4. Los tamaios de las muestras son ny = 64 y ny = 110.
5

. La estadistica de prueba es Z = X;Y = 0 alternativamente 7' = X;Y =
i 5% Sy
X Ny nx - ny

=

Los puntos criticos son Zygps = —1.96 'y Zp975 = 1.96 0 19,025 (169) = —1.97 y 19975 (169) = —1.97.

7. Laregla de decision es: si —1.96 < Z < 1.96, entonces Hy no es rechazada.

8. Sustituyendo en la ecuacién (8.15): Z = XV __ 7 1283138 1102014 _ 4 99 donde 4.92 > 1.96,
5% . S% [21.97812 | 20.26222
@+W 110 64

a
2
I

T

3

Griéfica 8.8: Region de rechazo de la prueba bilateral de la diferencia de medias.

9. La hipotesis nula Hy : X =Y es rechazada.
10. Por lo tanto, el peso promedio de los Tigres (equipo colegial) es diferente que el peso promedio de los
Pieles Rojas (equipo profesional).

La prueba de hip6tesis unilateral para la diferencia de medias donde Hy : X > Y, H; : X <Y con un nivel de
confianza de 95 %, entonces 1.6449 < 4.9239, por lo tanto el promedio de peso de los jugadores colegiales
es mayor que el promedio de peso de los jugadores profesionales. [l
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8. Pruebas de hipdtesis

8.4.3. Prueba de hipétesis para uy — gy con 0',%, 0'}3 desconocidas y ny +ny > 30

Proposicion 71 (estadistico de prueba). Sean Xi,X5,...,.X, y Y1,Y2,...,Y, dos muestras aleatorias con
medias {y = Uy desconocidas y varianzas G)% = 6% desconocidas, entonces:

X-Y
T = . (8.16)

(i) (o)

Ejemplo 103 (prueba de hipétesis bilateral para la diferencia de medias). El cociente de inteligencia de una
muestra ny = 26 estudiantes de una universidad tiene una media X = 108 con una desviacién estandar Sy =9
y el cociente de inteligencia de una muestra ny = 24 estudiantes de otra universidad tiene una media ¥ = 110
con desviacién estdndar Sy = 10. Indicar si existe diferencia entre el cociente de inteligencia de ambas
universidades con un nivel de significacién de 5 %.

Solucion. El modelo de decision es:

1. Lahipétesis nulaes Hy: X =Y.
2. Lahipotesis alternativa es Hy : X # Y.
3. El nivel de significacién es o = 0.05.
4. Los tamafios de las muestras son ny = 26 y ny = 24.
5. La estadistica de prueba es 7' = X v .
\/<<nxl)s§+<nyl)s§>(L+L)
ny +ny —2 ny ' ny
6. Los puntos criticos son fa (ny +ny —2) = =2.01 y t;_« (nx +ny —2) =2.0L.

7. Laregla de decision es: si —2.01 < T' < 2.01, entonces Hy no es rechazada.

8. Sustituyendo en la ecuacién (8.17):

T X-Y _ 108 — 110 07443,

ny — 2 ny — 2 2 2
V) (o) () G 4

donde —2.01 < —0.7443 < 2.01, entonces T ¢ %, es decir, T no estd en la region de rechazo T € €°
como se muestra en la grafica 8.9.

11—«

No rechazo

10.025 (25) 10.975 (25) %

Griafica 8.9: Region de no rechazo de la prueba bilateral de la diferencia de medias

9. La hipétesis nula Hy : X = ¥ no es rechazada.

10. Por lo tanto, los promedios de los cocientes de inteligencia de ambas universidades son iguales con un
nivel de confianza de 95 %. O
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8.5. Prueba de hipdtesis para el cociente de varianzas

8.4.4. Prueba de hipétesis para yy — [y con 63 # 67 desconocidas y ny +ny < 30

Proposicion 72 (estadistico de prueba). Sean Xi,X5,...,.X, y 11,Y2,...,Y, dos muestras aleatorias con
medias y = Uy desconocidas y varianzas G)% # 6% desconocidas, entonces:

T— 7 (8.17)
(& 3)

% 5% :
nx Ty o
donde v = > — 2| para los puntos criticos 7 (V) y t; g« (V).

2 2
ny
+

s2
nx
ny+1 ny+1

b
K

8.4.5. Prueba de hipétesis para px — py de Bin(nx, px) y Bin(ny, py)

Proposicion 73 (estadistico de prueba). Sean Xi,X>,...,X, y Y1,Ys,...,Y, dos muestras aleatorias de dos
poblaciones con distribuciones Bin (ny,px),Bin(ny,py), respectivamente, con proporciones px = py
desconocidas y varianzas 6)% = ny Py (1 — ISX) ,G% = nyPy (1 — 13y) donde n > 30, entonces:

Py — P
7= XY , (8.18)
D D 1 1
\/ (1-P)(+L)
donde P = xPtnrPy
nx+ny °
8.5. Prueba de hipétesis para el cociente de varianzas
P o3 2 2
8.5.1. Prueba de hipétesis para s de N (ux,0%) y N (py,07)
Proposicion 74 (estadistico de prueba). Sean Xi,X5,...,.X, y Y1,Y2,...,Y, dos muestras aleatorias con
varianzas 63 y o2 desconocidas, entonces:
SZ
F=2X (8.19)
SY

Ejemplo 104 (prueba de hipétesis bilateral para el cociente de varianzas). Los pesos (en kilogramos) de un
equipo colegial (Tigres) y un equipo profesional (Vikingos) son presentados en la tabla 8.5 del ejemplo 102
y en la tabla 8.3 del ejemplo 97, respectivamente. Indicar si existe diferencia entre las desviaciones estandar
de ambos equipos con un nivel de significacién de 10 %.

Solucion. El modelo de decision es:
1. La hipétesis nula es Hy : 6y = Oy.
2. La hipdtesis alternativa es H; : Oy # Oy.
3. El nivel de significacién es o = 0.10.
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8. Pruebas de hipdtesis

4. Los tamaiios de las muestras son ny = 110 y ny = 56.

2
5. La estadistica de prueba es F' = ‘;—’{
Y

6. Los puntos criticos* son Fa (nx — Lny — 1) = Fy05(109,55) = 0.69 y Fy95(109,55) = 1.49.
7. Laregla de decision es: si 0.69 < F < 1.49, entonces Hy no es rechazada.

8. Sustituyendo en la ecuacién (8.19): F = ?—% = (%)2 = 1.90 donde 1.90 > 1.49, entonces F € %,
2 )

es decir, F estd en la region de rechazo F ¢ 4 como se muestra en la grafica 8.10.

Griéfica 8.10: Region de rechazo de la prueba bilateral para el cociente de varianzas

9. La hipétesis nula Hy : 6x = oy es rechazada.

10. Por lo tanto, las varianzas de ambos equipos son diferentes con un nivel de confianza de 95 %.

La prueba de hipétesis unilateral para el cociente de varianzas donde Hy : ox > oy, H) : 6x < Oy con un
nivel de confianza de 95 %, entonces 1.90 > 1.49, por lo tanto la varianza del peso de los jugadores colegiales
es mayor que la varianza del peso de los jugadores profesionales, es decir, el nivel de significacion descriptivo
es & (X) =0.0046, por lo tanto la prueba de hipétesis unilateral no es rechazada con un nivel de significacién
minimo de 0.46 %. O

8.6. Pruebas de bondad de ajuste

Las pruebas de bondad de ajuste son utilizadas para comprobar si los datos de una muestra aleatoria
provienen de una distribucién de probabilidad. Las pruebas de bondad de ajuste utilizadas son:

1. Pearson (1900).

Cramer (1928) y Mises (1947).
Kolmogorov (1933b) y Smirnov (1933).
Anderson y Darling (1954).

Shapiro y Wilk (1965).

Shapiro y Francia (1972).

Jarque y Bera (1987).

L o

4En la tabla D.1 son observados los valores para la distribucién Fy g5 (Vx,Vy) donde vy =ny — 1y vy =ny — 1.
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8.6. Pruebas de bondad de ajuste

8.6.1. Prueba de bondad de ajuste Kolmogorov y Smirnov

La prueba de bondad de ajuste Kolmogorov y Smirnov plantea las hipdtesis siguientes:

1. Hy: La muestra aleatoria presenta una distribucién de probabilidad particular.

2. Hip: Lamuestra aleatoria no presenta una distribucién de probabilidad particular.

La estadistica de prueba es:

D= mix (|Fx (Xx) — Fx (X 2
g}g(! X (Xi) — Fx (X4)|) (8.20)
donde D es el estadistico de prueba Kolmogorov y Smirnov, Fy (X;) = F"n’ :{1 es la distribuciéon acumulada

observada de la k—ésima variable aleatoria, X; es la k—ésima variable aleatoria (j—€simo intervalo de clase)

y Fx (Xi) = @ (Xy) = ©(Z) es la distribucién acumulada teérica de la k—€sima variable aleatoria (j—€simo
intervalo de clase) con Z;, = X"S—;X

La regla de decision es:

1. Si D > Dy, entonces la hipétesis nula Hy es rechazada.

2. Si D < Dy, entonces la hipétesis nula Hy no es rechazada.

El valor critico de la estadistica de prueba es:

1.224 .
\/ﬁ+012+ﬂ sia=0.10
1.358 v
c1- . .
Dy = kl(no)t =4 Jnto12+ % si o0 =0.05 (8.21)
1629
\/ﬁ+012+ﬂ sia=0.01
\ ’ vn

donde D, es el valor critico, & es el nivel de significacion, ¢;_q = {1.224,1.358,1.629} es una funcién del

nivel de confianza y k (n) = \/n+0.12 + %L es una funcién del tamafio de la muestra n.

i
Ejemplo 105 (prueba de bondad de ajuste). Las estaturas (en centimetros) de los Vaqueros de Dallas’ son
mostradas en la tabla 8.6.

Tabla 8.6: Estaturas en centimetros de los Vaqueros de Dallas 2019.

193.04 | 172.72 | 182.88 | 193.04 | 180.34 | 187.96 | 190.50 | 177.80
187.96 | 193.04 | 18542 | 187.96 | 193.04 | 182.88 | 195.58 | 182.88
193.04 | 185.42 | 190.50 | 190.50 | 195.58 | 185.42 | 190.50 | 187.96
193.04 | 195.58 | 195.58 | 182.88 | 185.42 | 182.88 | 193.04 | 195.58
190.50 | 187.96 | 182.88 | 177.80 | 190.50 | 182.88 | 180.34 | 193.04
195.58 | 185.42 | 182.88 | 187.96 | 193.04 | 198.12 | 193.04 | 190.50
195.58 | 185.42 | 187.96 | 195.58 | 193.04 | 185.42 | 187.96 | 193.04
193.04 | 195.58 | 195.58 | 182.88 | 187.96 | 198.12 | 185.42 | 180.34

Indicar si las estaturas presentan una distribuciéon N (u, 62) con un nivel de confianza de 95 %.

Swww.nfl.com/teams/roster?team=DAL consultado el 11 de noviembre de 2019.
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8. Pruebas de hipdtesis

Solucion. El modelo de decision es:

1. La hipdtesis nula es Hy : E ~ N ([.L, 62).

2. La hipétesis alternativa es H; : E = N (u, 02).
3. El nivel de significacién es oo = 0.05.

4. Fl tamaiio de la muestra es n = 64.
5

. El estadistico de prueba es D = lrgiii( (|ﬁx (Xk) — Fx (X0)|).-
SKSsn

6. El punto critico es Dy = 0.1670.

7. Laregla de decision es: si D < 0.1670, entonces Hy no es rechazada.

8. Sustituyendo en la ecuacién (8.20): D = 11?]?<Xn (!FX (Xk) — Fx (Xk) !) =0.1561 donde 0.1561 < 0.1670,
entonces D ¢ €, es decir, D estd en la region de no rechazo F € €°.

9. La hipétesis nula Hy : E ~ N (u, 62) no es rechazada.

10. Por lo tanto, las estaturas presentan una distribuciéon N ( u, 62) con un nivel de confianza de 95 %.

El cilculo® del estadistico D es presentado en la tabla 8.7.

Tabla 8.7: Calculo del estadistico D.

Estatura | f | F fr Fr | Fg(E) | Fe(E) D
172720 | 1| 1]0.0156 | 0.0156 | 0.0154 | 0.0022 | 0.0132
175260 | 0| 1] 0.0000 | 0.0156 | 0.0308 | 0.0082 | 0.0226
177.800 | 2| 3] 0.0313 | 0.0469 | 0.0308 | 0.0256 | 0.0052
180.340 | 3| 6] 0.0469 | 0.0938 | 0.0615 | 0.0666 | 0.0051
182.880 | 9 | 15 | 0.1406 | 0.2344 | 0.1077 | 0.1463 | 0.0386
185.420 | 8 [ 23 | 0.1250 | 0.3594 | 0.2462 | 0.2731 | 0.0270
187.960 | 9 | 32 | 0.1406 | 0.5000 | 0.3692 | 0.4387 | 0.0694
190.500 | 7 [ 39 [ 0.1094 | 0.6094 | 0.5077 | 0.6159 | 0.1082
193.040 | 13 | 52 | 0.2031 | 0.8125 | 0.6154 | 0.7715 | 0.1561
195.580 | 10 | 62 | 0.1563 | 0.9688 | 0.8154 | 0.8835 | 0.0681
198.120 | 2 | 64 | 0.0313 | 1.0000 | 0.9692 | 0.9497 | 0.0195

188.8331 31.9956 5.6565

La tabla 8.7 indica que el valor méximo de la columna D es 0.1561, por lo tanto la estatura de los Vaqueros
presenta una distribuciéon N (u, 62) donde {1 = 188.8331 y 62 = 31.9956 con un nivel de confianza de 95 %.
El nivel de significacion descriptivo es &2 (X) = 0.0616, entonces la hipétesis nula de la prueba de bondad
de ajuste no es rechazada con un nivel de significacién maximo de 6.16 %. El ajuste de la densidad Gauss a
las estaturas de los Vaqueros es presentado en la grafica 8.11.

SEl célculo de la columna £ (E) es F (Ey) = Fkn’i# y el cdlculo de la columna Fg (E), donde Z; = ES;EE con E = 188.8331

y Sg = 5.6565, entonces los valores para Fz (Z;,) = @ (Z;) son obtenidos de la tabla A.1.
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8.6. Pruebas de bondad de ajuste

0.10 -
0.09 1
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175.26
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200.66

Grifica 8.11: Ajuste de la densidad Gauss de las estaturas de los Vaqueros.

El histograma de frecuencias relativas de las estaturas es calculado como la densidad observada fz (E) = Wfk

(E-E)?
exp| —
donde dk = 2.54 y la densidad tedrica es calculada como fg (E) = ¢ (E) = %

El ajuste de la distribucién Gauss a las estaturas de los Vaqueros es presentado en la grafica 8.12.
1.0
0.9
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0.7
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0.5
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Griéfica 8.12: Ajuste de la distribucién Gauss a las estaturas de los Vaqueros.

La diferencia médxima en el ajuste de la distribucién Gauss a las estaturas de los Vaqueros es 0.1561, por lo
tanto las estaturas presentan una distribuciéon N (188.8331,5 .65652) con un nivel de confianza de 95%. [

La prueba de bondad de ajuste Kolmogorov y Smirnov es posible de realizar con los datos agrupados en
J
Sg °

intervalos de clase con los métodos de Velleman, Sturges, Scott o Freedman y Diaconis donde Z; =
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8. Pruebas de hipdtesis

8.7. Ejercicios

Ejercicio 86. Una béscula es calibrada 60 veces con una pesa de 1,000 gramos. Las 60 lecturas tienen una
media X = 1,000.65 y una desviacién estdndar Sy = 3. Calcular el nivel de significacion descriptivo & (X)
y realizar la prueba de la hipétesis nula Hy: u = 1,000 y la hipétesis alternativa H: u # 1,000.

Ejercicio 87. Una muestra de seis separadores de anillos, cuyos espesores (en milimetros) proviene de una
poblacién con una distribucién Gauss y son:

[39.031 [ 38.998 [ 39.012 [ 39.018 | 39.009 [ 39.005 |

Calcular el nivel de significacién descriptivo & (X)) y realizar la prueba de la hip6tesis nula Hy: n =39y la
hipétesis alternativa H;: u # 39.

Ejercicio 88. Un experimento para determinar la tasa de absorcién que presenta una sustancia en la piel
aplicé cantidades medidas de dos sustancias, después se midieron las cantidades absorbidas (en miligramos).
La sustancia A presenté una varianza Sf1 = 2.4 en siete aplicaciones y la sustancia B presenté una
varianza S% = 0.5 en nueve aplicaciones. Realizar la prueba de hipétesis con la hipétesis nula Hy: g =39y
la hipdtesis alternativa Hy: i # 39 con un nivel de significacion o = 0.05.

Ejercicio 89. Los didmetros (en centimetros) de los ejes de una muestra aleatoria de una distribucién Gauss
son presentados en la tabla siguiente:

4.996 | 4.998 | 5.002 | 4.999 | 5.010
4.997 | 5.003 | 4.998 | 5.006 | 5.004
5.000 | 4.993 | 5.002 | 4.996 | 5.005
4.992 | 5.007 | 5.003 | 5.000 | 5.000

1. Realizar la prueba de bondad de ajuste Kolmogorov y Smirnov para la distribucién Gauss con un nivel
de significacién o = 0.05.

2. Realizar la prueba de la hipétesis nula Hy: ¢ < 0.005 y la hipdtesis alternativa H;: o > 0.005 con un
nivel de significacién a = 0.05.

Ejercicio 90. Las estaturas de una muestra aleatoria de 22 estudiantes son presentadas en la tabla siguiente:

172 | 167 | 170 | 170 | 170 | 168 | 154 | 155 | 173 | 168 | 168
160 | 170 | 190 | 169 | 174 | 154 | 179 | 165 | 174 | 165 | 166

Calcular:
1. Los estadisticos descriptivos min (X),max (X),X,S%,Sx,&},g5 agrupando los datos con el método de
Sturges (1926).

2. Calcular el nivel de significacién descriptivo & (X) para la prueba 7 con la hipétesis nula Hy: = 169
y la hipdtesis alternativa Hy: u < 162.

3. Realizar la prueba de bondad de ajuste Kolmogorov y Smirnov para la distribucién Gauss con un nivel
de significacién o = 0.05.
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Apéndice

Distribucién Gauss estandar N (0, 1)

1 z u?
CID(z):—/ exp(—;)du —o0 < 7 < oo,

0.2

0.1

! —
—4 -3 -2 —1 0 1 2 3 4
u—4o u—-3co u—2c u—oc H u+o u+2c n+3c u+4o
— 6827% —
95.45%
99.73 %

Grifica A.1: Distribucién Gauss estandar N (0, 1).
La gréfica A.1 presenta la distribucién Gauss estdndar en z = —1 y en la tabla A.1 se observa que el valor

paraz=—1es ®(—1)=0.1587.

La distribucion Gauss estandar tiene la propiedad siguiente:

P(z) = / ex < )du— ex <——>du:1—CI> -z).
Nir P—5 N A (=2)
Por ejemplo:

P (—1) \/_/ exp<——2> u—l——/ exp<—%> u=1-®(1)=0.1587.
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A. Distribucién Gauss estandar N (0, 1)

La distribuciéon Gauss estdndar tiene la propiedad siguiente:

D) =1——— [ < ”2>d T /w < ”2>d |- ®(z)
—z)=1-— ex —-— Uu=1—— €X - u=1-— <)
Vor )P\ T2 Var )P\ T2

e uw’ 1= u?
¢(1)=E/ exp | —— duzl—ﬁ/lexp — Jdu=1-®(~1)=08413.

! —
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
u—4o u—3c u—20 u—o H u+o u+2o u+3o u+4o
“— 6827% ——>
95.45 %
99.73%

Grifica A.2: Distribucién Gauss estdandar F; (z).

La grifica A.3 presenta la distribucién Gauss estdndar en z =1 y en la tabla A.1 se observa que el valor
paraz=—1es ®(—1)=0.8413.

1.0 -
0.9 1
0.8
0.7 -
0.6 1
0.5

| | |
l I T T

|
T
—4 -3 -2 —1 0 1
u—4o u—3o u—-2o u—o u u+o u

|
T
2
+20 u

Grifica A.3: Funcién de distribucién Gauss estédndar Fy (z).

La grafica A.3 muestra la simetria de la distribuciéon Gauss estandar.
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Distribucién Gauss estandar N (0, 1)

Tabla A.1: Distribucién Gauss estandar N (0, 1).

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

-4.0 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

-3.9 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

-3.8 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001

-3.7 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001

-3.6 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001

-3.5 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002

-3.4 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0002

-3.3 | 0.0005 | 0.0005 | 0.0005 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0003

-3.2 | 0.0007 | 0.0007 | 0.0006 | 0.0006 | 0.0006 | 0.0006 | 0.0006 | 0.0005 | 0.0005 | 0.0005

-3.1 | 0.0010 | 0.0009 | 0.0009 | 0.0009 | 0.0008 | 0.0008 | 0.0008 | 0.0008 | 0.0007 | 0.0007

-3.0 | 0.0013 | 0.0013 | 0.0013 | 0.0012 | 0.0012 | 0.0011 | 0.0011 | 0.0011 | 0.0010 | 0.0010

-2.9 | 0.0019 | 0.0018 | 0.0018 | 0.0017 | 0.0016 | 0.0016 | 0.0015 | 0.0015 | 0.0014 | 0.0014

-2.8 | 0.0026 | 0.0025 | 0.0024 | 0.0023 | 0.0023 | 0.0022 | 0.0021 | 0.0021 | 0.0020 | 0.0019

-2.7 | 0.0035 | 0.0034 | 0.0033 | 0.0032 | 0.0031 | 0.0030 | 0.0029 | 0.0028 | 0.0027 | 0.0026

-2.6 | 0.0047 | 0.0045 | 0.0044 | 0.0043 | 0.0041 | 0.0040 | 0.0039 | 0.0038 | 0.0037 | 0.0036

-2.5 | 0.0062 | 0.0060 | 0.0059 | 0.0057 | 0.0055 | 0.0054 | 0.0052 | 0.0051 | 0.0049 | 0.0048

-2.4 | 0.0082 | 0.0080 | 0.0078 | 0.0075 | 0.0073 | 0.0071 | 0.0069 | 0.0068 | 0.0066 | 0.0064

-2.3 | 0.0107 | 0.0104 | 0.0102 | 0.0099 | 0.0096 | 0.0094 | 0.0091 | 0.0089 | 0.0087 | 0.0084

-2.2 1 0.0139 | 0.0136 | 0.0132 | 0.0129 | 0.0125 | 0.0122 | 0.0119 | 0.0116 | 0.0113 | 0.0110

-2.1 | 0.0179 | 0.0174 | 0.0170 | 0.0166 | 0.0162 | 0.0158 | 0.0154 | 0.0150 | 0.0146 | 0.0143

-2.0 | 0.0228 | 0.0222 | 0.0217 | 0.0212 | 0.0207 | 0.0202 | 0.0197 | 0.0192 | 0.0188 | 0.0183

-1.9 | 0.0287 | 0.0281 | 0.0274 | 0.0268 | 0.0262 | 0.0256 | 0.0250 | 0.0244 | 0.0239 | 0.0233

-1.8 | 0.0359 | 0.0351 | 0.0344 | 0.0336 | 0.0329 | 0.0322 | 0.0314 | 0.0307 | 0.0301 | 0.0294

-1.7 | 0.0446 | 0.0436 | 0.0427 | 0.0418 | 0.0409 | 0.0401 | 0.0392 | 0.0384 | 0.0375 | 0.0367

-1.6 | 0.0548 | 0.0537 | 0.0526 | 0.0516 | 0.0505 | 0.0495 | 0.0485 | 0.0475 | 0.0465 | 0.0455

-1.5 | 0.0668 | 0.0655 | 0.0643 | 0.0630 | 0.0618 | 0.0606 | 0.0594 | 0.0582 | 0.0571 | 0.0559

-1.4 | 0.0808 | 0.0793 | 0.0778 | 0.0764 | 0.0749 | 0.0735 | 0.0721 | 0.0708 | 0.0694 | 0.0681

-1.3 | 0.0968 | 0.0951 | 0.0934 | 0.0918 | 0.0901 | 0.0885 | 0.0869 | 0.0853 | 0.0838 | 0.0823

-1.2 | 0.1151 | 0.1131 | 0.1112 | 0.1093 | 0.1075 | 0.1056 | 0.1038 | 0.1020 | 0.1003 | 0.0985

-1.1 | 0.1357 | 0.1335 | 0.1314 | 0.1292 | 0.1271 | 0.1251 | 0.1230 | 0.1210 | 0.1190 | 0.1170

-1.0 | 0.1587 | 0.1562 | 0.1539 | 0.1515 | 0.1492 | 0.1469 | 0.1446 | 0.1423 | 0.1401 | 0.1379

-0.9 | 0.1841 | 0.1814 | 0.1788 | 0.1762 | 0.1736 | 0.1711 | 0.1685 | 0.1660 | 0.1635 | 0.1611

-0.8 | 0.2119 | 0.2090 | 0.2061 | 0.2033 | 0.2005 | 0.1977 | 0.1949 | 0.1922 | 0.1894 | 0.1867

-0.7 | 0.2420 | 0.2389 | 0.2358 | 0.2327 | 0.2296 | 0.2266 | 0.2236 | 0.2206 | 0.2177 | 0.2148

-0.6 | 0.2743 | 0.2709 | 0.2676 | 0.2643 | 0.2611 | 0.2578 | 0.2546 | 0.2514 | 0.2483 | 0.2451

-0.5 | 0.3085 | 0.3050 | 0.3015 | 0.2981 | 0.2946 | 0.2912 | 0.2877 | 0.2843 | 0.2810 | 0.2776

-0.4 | 0.3446 | 0.3409 | 0.3372 | 0.3336 | 0.3300 | 0.3264 | 0.3228 | 0.3192 | 0.3156 | 0.3121

-0.3 | 0.3821 | 0.3783 | 0.3745 | 0.3707 | 0.3669 | 0.3632 | 0.3594 | 0.3557 | 0.3520 | 0.3483

-0.2 | 0.4207 | 0.4168 | 0.4129 | 0.4090 | 0.4052 | 0.4013 | 0.3974 | 0.3936 | 0.3897 | 0.3859

-0.1 | 0.4602 | 0.4562 | 0.4522 | 0.4483 | 0.4443 | 0.4404 | 0.4364 | 0.4325 | 0.4286 | 0.4247

0.0 | 0.5000 | 0.4960 | 0.4920 | 0.4880 | 0.4840 | 0.4801 | 0.4761 | 0.4721 | 0.4681 | 0.4641
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A. Distribucién Gauss estandar N (0, 1)

Tabla A.1: Distribucién Gauss estandar.
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0.5398

0.5438
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0.9
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0.8212
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1.0

0.8413
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0.9941
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0.9946

0.9948
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Apéndice

Percentiles de 1a distribucion ¢ (v)

ta (V)

Grifica B.1: Distribucion 7 (V).

La grafica B.1 presenta la distribucién 7 (v) ent, (v), donde o es el oe—ésimo percentil del extremo izquierdo.

La distribucion 7 (v) tiene la propiedad siguiente:
ta (V)= —t1_q (V).
Por ejemplo:
t0.025 (29) = —t0 975 (29) = —2.0452.

Por lo tanto, el drea bajo la curva de la distribucion #(29) entre los puntos criticos —2.0452 y 2.0452
representa el 95 % de probabilidad.
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B. Percentiles de la distribucién ¢ (v)

Tabla B.1: Distribucién ¢ (V).

v | to00s (V) | to010(V) | t0.025(V) | t0.050(V) | t0.100 (V) | f0.200 (V) | 20300 (V) | #0.400 (V)
1| -63.6567 | -31.8205 | -12.7062 | -6.3138 -3.0777 -1.3764 -0.7265 -0.3249
2 -9.9248 -6.9646 -4.3027 -2.9200 | -1.8856 | -1.0607 -0.6172 -0.2887
3 -5.8409 -4.5407 -3.1824 | -2.3534 -1.6377 -0.9785 -0.5844 -0.2767
4 -4.6041 -3.7469 27764 | -2.1318 -1.5332 | -0.9410 | -0.5686 -0.2707
5 -4.0321 -3.3649 -2.5706 | -2.0150 | -1.4759 -0.9195 -0.5594 -0.2672
6 -3.7074 -3.1427 -2.4469 -1.9432 -1.4398 -0.9057 -0.5534 -0.2648
7 -3.4995 -2.9980 -2.3646 | -1.8946 -1.4149 -0.8960 | -0.5491 -0.2632
8 -3.3554 -2.8965 -2.3060 | -1.8595 -1.3968 -0.8889 -0.5459 -0.2619
9 -3.2498 -2.8214 -2.2622 | -1.8331 -1.3830 | -0.8834 -0.5435 -0.2610
10 -3.1693 -2.7638 -2.2281 -1.8125 -1.3722 | -0.8791 -0.5415 -0.2602
11 -3.1058 -2.7181 -2.2010 | -1.7959 | -1.3634 | -0.8755 | -0.5399 -0.2596
12 -3.0545 -2.6810 -2.1788 | -1.7823 | -1.3562 | -0.8726 | -0.5386 -0.2590
13 -3.0123 -2.6503 -2.1604 | -1.7709 -1.3502 | -0.8702 -0.5375 -0.2586
14 -2.9768 -2.6245 -2.1448 -1.7613 -1.3450 | -0.8681 -0.5366 -0.2582
15 -2.9467 -2.6025 -2.1314 | -1.7531 -1.3406 | -0.8662 -0.5357 -0.2579
16 -2.9208 -2.5835 -2.1199 -1.7459 -1.3368 -0.8647 -0.5350 -0.2576
17 -2.8982 -2.5669 -2.1098 -1.7396 -1.3334 | -0.8633 -0.5344 -0.2573
18 -2.8784 -2.5524 -2.1009 -1.7341 -1.3304 | -0.8620 | -0.5338 -0.2571
19 -2.8609 -2.5395 -2.0930 | -1.7291 -1.3277 | -0.8610 | -0.5333 -0.2569
20 -2.8453 -2.5280 -2.0860 | -1.7247 | -1.3253 | -0.8600 | -0.5329 -0.2567
21 -2.8314 -2.5176 -2.0796 | -1.7207 -1.3232 | -0.8591 -0.5325 -0.2566
22 -2.8188 -2.5083 -2.0739 -1.7171 -1.3212 | -0.8583 -0.5321 -0.2564
23 -2.8073 -2.4999 -2.0687 -1.7139 -1.3195 -0.8575 -0.5317 -0.2563
24 -2.7969 -2.4922 -2.0639 -1.7109 -1.3178 -0.8569 -0.5314 -0.2562
25 -2.7874 -2.4851 -2.0595 -1.7081 -1.3163 -0.8562 -0.5312 -0.2561
26 27787 -2.4786 -2.0555 | -1.7056 | -1.3150 | -0.8557 | -0.5309 -0.2560
27 27707 24727 -2.0518 | -1.7033 | -1.3137 | -0.8551 -0.5306 -0.2559
28 -2.7633 24671 -2.0484 | -1.7011 -1.3125 -0.8546 -0.5304 -0.2558
29 -2.7564 -2.4620 -2.0452 | -1.6991 -1.3114 | -0.8542 -0.5302 -0.2557
30 -2.7500 -2.4573 -2.0423 | -1.6973 | -1.3104 | -0.8538 | -0.5300 -0.2556
40 -2.7045 -2.4233 -2.0211 -1.6839 -1.3031 -0.8507 -0.5286 -0.2550
50 -2.6778 -2.4033 -2.0086 | -1.6759 -1.2987 -0.8489 -0.5278 -0.2547
60 -2.6603 -2.3901 -2.0003 -1.6706 -1.2958 -0.8477 -0.5272 -0.2545
70 -2.6479 -2.3808 -1.9944 | -1.6669 -1.2938 -0.8468 -0.5268 -0.2543
80 -2.6387 -2.3739 -1.9901 -1.6641 -1.2922 | -0.8461 -0.5265 -0.2542
90 -2.6316 -2.3685 -1.9867 | -1.6620 | -1.2910 | -0.8456 | -0.5263 -0.2541
100 -2.6259 -2.3642 -1.9840 | -1.6602 -1.2901 -0.8452 -0.5261 -0.2540
200 -2.6006 -2.3451 -1.9719 -1.6525 -1.2858 -0.8434 -0.5252 -0.2537
300 -2.5923 -2.3388 -1.9679 -1.6499 -1.2844 | -0.8428 -0.5250 -0.2536
400 -2.5882 -2.3357 -1.9659 -1.6487 -1.2837 -0.8425 -0.5248 -0.2535
500 -2.5857 -2.3338 -1.9647 -1.6479 -1.2832 | -0.8423 -0.5247 -0.2535
1000 -2.5808 -2.3301 -1.9623 -1.6464 -1.2824 | -0.8420 | -0.5246 -0.2534
co -2.5763 -2.3267 -1.9602 | -1.64580 | -1.2816 | -0.8417 -0.5244 -0.2534




Apéndice

Percentiles de la distribucién y? (V)

Grifica C.1: Distribucién x2 (v).

La grafica C.1 presenta la distribucién x2(v) en x2Z (v), donde « es el a—ésimo percentil del extremo
izquierdo.
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C. Percentiles de la distribucién x2 (v)

Tabla C.1: Distribucién x? (v).

v 2005 V) | Xo10(V) | Xoas (V) | Xoso(V) | X100V | X000 (V) | Xoso (V) | Xors(V) | Xooo (V) | Xooes (V)
1 0.0000 0.0002 0.0010 0.0039 0.0158 2.7055 3.8415 5.0239 6.6349 7.8794
2 0.0100 0.0201 0.0506 0.1026 0.2107 4.6052 5.9915 7.3778 9.2103 10.5966
3 0.0717 0.1148 0.2158 0.3518 0.5844 6.2514 7.8147 9.3484 11.3449 12.8382
4 0.2070 0.2971 0.4844 0.7107 1.0636 7.7794 9.4877 11.1433 13.2767 14.8603
5 04117 0.5543 0.8312 1.1455 1.6103 9.2364 11.0705 12.8325 15.0863 16.7496
6 0.6757 0.8721 1.2373 1.6354 2.2041 10.6446 12.5916 14.4494 16.8119 18.5476
7 0.9893 1.2390 1.6899 2.1673 2.8331 12.0170 14.0671 16.0128 18.4753 20.2777
8 1.3444 1.6465 2.1797 2.7326 3.4895 13.3616 15.5073 17.5345 20.0902 21.9550
9 1.7349 2.0879 2.7004 3.3251 4.1682 14.6837 16.9190 19.0228 21.6660 23.5894
10 2.1559 2.5582 3.2470 3.9403 4.8652 15.9872 18.3070 20.4832 23.2093 25.1882
11 2.6032 3.0535 3.8157 4.5748 5.5778 17.2750 19.6751 21.9200 24.7250 26.7568
12 3.0738 3.5706 4.4038 5.2260 6.3038 18.5493 21.0261 23.3367 26.2170 28.2995
13 3.5650 4.1069 5.0088 5.8919 7.0415 19.8119 22.3620 24.7356 27.6882 29.8195
14 4.0747 4.6604 5.6287 6.5706 7.7895 21.0641 23.6848 26.1189 29.1412 31.3193
15 4.6009 5.2293 6.2621 7.2609 8.5468 22.3071 24.9958 27.4884 30.5779 32.8013
16 5.1422 5.8122 6.9077 7.9616 9.3122 23.5418 26.2962 28.8454 31.9999 34.2672
17 5.6972 6.4078 7.5642 8.6718 10.0852 24.7690 27.5871 30.1910 33.4087 35.7185
18 6.2648 7.0149 8.2307 9.3905 10.8649 25.9894 28.8693 31.5264 34.8053 37.1565
19 6.8440 7.6327 8.9065 10.1170 11.6509 27.2036 30.1435 32.8523 36.1909 38.5823
20 7.4338 8.2604 9.5908 10.8508 12.4426 28.4120 31.4104 34.1696 37.5662 39.9968
21 8.0337 8.8972 10.2829 11.5913 13.2396 29.6151 32.6706 35.4789 38.9322 41.4011
22 8.6427 9.5425 10.9823 12.3380 14.0415 30.8133 33.9244 36.7807 40.2894 42.7957
23 9.2604 10.1957 11.6886 13.0905 14.8480 32.0069 35.1725 38.0756 41.6384 44.1813
24 9.8862 10.8564 12.4012 13.8484 15.6587 33.1962 36.4150 39.3641 42.9798 45.5585
25 10.5197 11.5240 13.1197 14.6114 16.4734 34.3816 37.6525 40.6465 44.3141 46.9279
26 11.1602 12.1981 13.8439 15.3792 17.2919 35.5632 38.8851 41.9232 45.6417 48.2899
27 11.8076 12.8785 14.5734 16.1514 18.1139 36.7412 40.1133 43.1945 46.9629 49.6449
28 12.4613 13.5647 15.3079 16.9279 18.9392 37.9159 41.3371 44.4608 48.2782 50.9934
29 13.1211 14.2565 16.0471 17.7084 19.7677 39.0875 42.5570 45.7223 49.5879 52.3356
30 13.7867 14.9535 16.7908 18.4927 20.5992 40.2560 43.7730 46.9792 50.8922 53.6720
40 20.7065 22.1643 24.4330 26.5093 29.0505 51.8051 55.7585 59.3417 63.6907 66.7660
50 27.9907 29.7067 32.3574 34.7643 37.6886 63.1671 67.5048 71.4202 76.1539 79.4900
60 35.5345 37.4849 40.4817 43.1880 46.4589 74.3970 79.0819 83.2977 88.3794 91.9517
70 43.2752 45.4417 48.7576 51.7393 55.3289 85.5270 90.5312 95.0232 100.4252 104.2149
80 51.1719 53.5401 57.1532 60.3915 64.2778 96.5782 101.8795 106.6286 112.3288 116.3211
90 59.1963 61.7541 65.6466 69.1260 73.2911 107.5650 113.1453 118.1359 124.1163 128.2989
100 67.3276 70.0649 74.2219 77.9295 82.3581 118.4980 124.3421 129.5612 135.8067 140.1695
110 75.5500 78.4583 82.8671 86.7916 91.4710 129.3851 135.4802 140.9166 147.4143 151.9485
120 83.8516 86.9233 91.5726 95.7046 100.6236 140.2326 146.5674 152.2114 158.9502 163.6482
130 92.2225 95.4510 100.3313 104.6622 109.8110 151.0452 157.6099 163.4531 170.4231 175.2783
140 100.6548 104.0344 109.1369 113.6593 119.0293 161.8270 168.6130 174.6478 181.8403 186.8468
150 109.1422 112.6676 117.9845 122.6918 128.2751 172.5812 179.5806 185.8004 193.2077 198.3602
200 152.2410 156.4320 162.7280 168.2786 174.8353 226.0210 233.9943 241.0579 249.4451 255.2642
300 240.6634 245.9725 253.9123 260.8781 269.0679 331.7885 341.3951 349.8745 359.9064 366.8444
400 330.9028 337.1553 346.4818 354.6410 364.2074 436.6490 447.6325 457.3055 468.7245 476.6064
500 422.3034 429.3875 439.9360 449.1468 459.9261 540.9303 553.1268 563.8515 576.4928 585.2066
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Apéndice

Percentil 95 de la distribucion F (vy, Vy)

0 1 2 3 4 5 6
Fo.os (Vx, Vy)
Grifica D.1: Distribucién F (vy, vy).

La gréifica D.1 presenta la distribucion F (vy,Vy) en Fy(Vx,Vy), donde a es el a—ésimo percentil del
extremo izquierdo.
La distribucién F (vyx, vy) tiene la propiedad siguiente:
1
Fi_ Vx,Vy) = ——.
a( ) Fo (vy,vx)
Por ejemplo:

Foos (110,55) = 1.49

Entonces:

1 1
Foos (110,55) = = —— =0.69.
005 (110,55) Foos (55,110)  1.45

Por lo tanto, el drea bajo la curva de la distribucién F (110,55) entre los puntos criticos 0.69 y 1.49 representa
el 90 % de probabilidad.
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D. Percentil 95 de la distribucién F (vy, vy)

Tabla D.1: Distribucién Fyos (Vx, Vy).

vy Vx 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1| 161.45 | 199.50 | 215.71 | 224.58 | 230.16 | 233.99 | 236.77 | 238.88 | 240.54 | 241.88
2 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40
3 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79
4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74
6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 4.06
7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 3.64
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 3.35
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 3.14
10 4.96 4.10 3.71 3.48 333 3.22 3.14 3.07 3.02 2.98
11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90 2.85
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 291 2.85 2.80 2.75
13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71 2.67
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65 2.60
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59 2.54
16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54 2.49
17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 2.49 2.45
18 441 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 2.46 241
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 242 2.38
20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39 2.35
21 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 249 242 2.37 2.32
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2.34 2.30
23 4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 2.44 2.37 2.32 227
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30 2.25
25 4.24 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.40 2.34 2.28 2.24
26 4.23 3.37 2.98 2.74 2.59 247 2.39 2.32 227 222
27 4.21 3.35 2.96 2.73 2.57 2.46 2.37 2.31 2.25 2.20
28 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 245 2.36 2.29 2.24 2.19
29 4.18 3.33 293 2.70 2.55 243 2.35 2.28 222 2.18
30 4.17 3.32 292 2.69 2.53 242 2.33 227 221 2.16
35 4.12 3.27 2.87 2.64 249 2.37 2.29 222 2.16 2.11
40 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.25 2.18 2.12 2.08
45 4.06 3.20 2.81 2.58 242 231 222 2.15 2.10 2.05
50 4.03 3.18 2.79 2.56 2.40 2.29 2.20 2.13 2.07 2.03
55 4.02 3.16 2.77 2.54 2.38 227 2.18 2.11 2.06 2.01
60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25 2.17 2.10 2.04 1.99
65 3.99 3.14 2.75 2.51 2.36 2.24 2.15 2.08 2.03 1.98
70 3.98 3.13 2.74 2.50 2.35 2.23 2.14 2.07 2.02 1.97
75 3.97 3.12 2.73 249 2.34 2.22 2.13 2.06 2.01 1.96
80 3.96 3.11 272 249 2.33 221 2.13 2.06 2.00 1.95
85 3.95 3.10 2.71 2.48 2.32 221 2.12 2.05 1.99 1.94
90 3.95 3.10 2.71 2.47 2.32 2.20 2.11 2.04 1.99 1.94
95 3.94 3.09 2.70 247 231 2.20 2.11 2.04 1.98 1.93
100 3.94 3.09 2.70 2.46 2.31 2.19 2.10 2.03 1.97 1.93
105 393 3.08 2.69 2.46 2.30 2.19 2.10 2.03 1.97 1.92
110 3.93 3.08 2.69 2.45 2.30 2.18 2.09 2.02 1.97 1.92
) 3.84 3.00 2.60 2.37 221 2.10 2.01 1.94 1.88 1.83
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Percentil 95 de la distribucion F (vy, vy)

Tabla D.1:Distribucion Fpos (Vx, Vy).
Continuacién para los grados de libertad del numerador vy.

Vx 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1| 24298 | 24391 | 244.69 | 24536 | 24595 | 246.46 | 246.92 | 247.32 | 247.69 | 248.01
2 19.40 19.41 19.42 19.42 19.43 19.43 19.44 19.44 19.44 19.45
3 8.76 8.74 8.73 8.71 8.70 8.69 8.68 8.67 8.67 8.66
4 5.94 5.91 5.89 5.87 5.86 5.84 5.83 5.82 5.81 5.80
5 4.70 4.68 4.66 4.64 4.62 4.60 4.59 4.58 4.57 4.56
6 4.03 4.00 3.98 3.96 3.94 3.92 3.91 3.90 3.88 3.87
7 3.60 3.57 3.55 3.53 3.51 3.49 3.48 3.47 3.46 3.44
8 3.31 3.28 3.26 3.24 3.22 3.20 3.19 3.17 3.16 3.15
9 3.10 3.07 3.05 3.03 3.01 2.99 2.97 2.96 2.95 2.94

10 2.94 291 2.89 2.86 2.85 2.83 2.81 2.80 2.79 2.77

11 2.82 2.79 2.76 2.74 2.72 2.70 2.69 2.67 2.66 2.65

12 2.72 2.69 2.66 2.64 2.62 2.60 2.58 2.57 2.56 2.54

13 2.63 2.60 2.58 2.55 2.53 2.51 2.50 2.48 247 2.46

14 2.57 2.53 2.51 248 2.46 2.44 243 241 2.40 2.39

15 2.51 2.48 2.45 242 2.40 2.38 2.37 2.35 2.34 2.33

16 2.46 2.42 2.40 2.37 2.35 2.33 2.32 2.30 2.29 2.28

17 241 2.38 2.35 2.33 231 2.29 227 2.26 2.24 2.23

18 2.37 2.34 2.31 2.29 227 2.25 2.23 222 2.20 2.19

19 2.34 2.31 2.28 2.26 2.23 221 2.20 2.18 2.17 2.16

20 231 2.28 2.25 2.22 2.20 2.18 2.17 2.15 2.14 2.12

21 2.28 2.25 222 2.20 2.18 2.16 2.14 2.12 2.11 2.10

22 2.26 2.23 2.20 2.17 2.15 2.13 2.11 2.10 2.08 2.07

23 2.24 2.20 2.18 2.15 2.13 2.11 2.09 2.08 2.06 2.05

24 2.22 2.18 2.15 2.13 2.11 2.09 2.07 2.05 2.04 2.03

25 2.20 2.16 2.14 2.11 2.09 2.07 2.05 2.04 2.02 2.01

26 2.18 2.15 2.12 2.09 2.07 2.05 2.03 2.02 2.00 1.99

27 2.17 2.13 2.10 2.08 2.06 2.04 2.02 2.00 1.99 1.97

28 2.15 2.12 2.09 2.06 2.04 2.02 2.00 1.99 1.97 1.96

29 2.14 2.10 2.08 2.05 2.03 2.01 1.99 1.97 1.96 1.94

30 2.13 2.09 2.06 2.04 2.01 1.99 1.98 1.96 1.95 1.93

35 2.07 2.04 2.01 1.99 1.96 1.94 1.92 1.91 1.89 1.88

40 2.04 2.00 1.97 1.95 1.92 1.90 1.89 1.87 1.85 1.84

45 2.01 1.97 1.94 1.92 1.89 1.87 1.86 1.84 1.82 1.81

50 1.99 1.95 1.92 1.89 1.87 1.85 1.83 1.81 1.80 1.78

55 1.97 1.93 1.90 1.88 1.85 1.83 1.81 1.79 1.78 1.76

60 1.95 1.92 1.89 1.86 1.84 1.82 1.80 1.78 1.76 1.75

65 1.94 1.90 1.87 1.85 1.82 1.80 1.78 1.76 1.75 1.73

70 1.93 1.89 1.86 1.84 1.81 1.79 1.77 1.75 1.74 1.72

75 1.92 1.88 1.85 1.83 1.80 1.78 1.76 1.74 1.73 1.71

80 1.91 1.88 1.84 1.82 1.79 1.77 1.75 1.73 1.72 1.70

85 1.90 1.87 1.84 1.81 1.79 1.76 1.74 1.73 1.71 1.70

90 1.90 1.86 1.83 1.80 1.78 1.76 1.74 1.72 1.70 1.69

95 1.89 1.86 1.82 1.80 1.77 1.75 1.73 1.71 1.70 1.68

100 1.89 1.85 1.82 1.79 1.77 1.75 1.73 1.71 1.69 1.68

105 1.88 1.85 1.81 1.79 1.76 1.74 1.72 1.70 1.69 1.67

110 1.88 1.84 1.81 1.78 1.76 1.74 1.72 1.70 1.68 1.67

) 1.79 1.75 1.72 1.69 1.67 1.64 1.62 1.60 1.59 1.57
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D. Percentil 95 de la distribucién F (vy, vy)

Tabla D.1:Distribucion Fpos (Vx, Vy).
Continuacién para los grados de libertad del numerador vy.

vy Vx 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

1 | 24831 | 248.58 | 248.83 | 249.05 | 249.26 | 249.45 | 249.63 | 249.80 | 249.95 | 250.10
2 19.45 19.45 19.45 19.45 19.46 19.46 19.46 19.46 19.46 19.46
3 8.65 8.65 8.64 8.64 8.63 8.63 8.63 8.62 8.62 8.62
4 5.79 5.79 5.78 5.77 5.77 5.76 5.76 5.75 5.75 5.75
5 4.55 4.54 4.53 4.53 4.52 4.52 4.51 4.50 4.50 4.50
6 3.86 3.86 3.85 3.84 3.83 3.83 3.82 3.82 3.81 3.81
7 3.43 3.43 3.42 3.41 3.40 3.40 3.39 3.39 3.38 3.38
8 3.14 3.13 3.12 3.12 3.11 3.10 3.10 3.09 3.08 3.08
9 2.93 2.92 291 2.90 2.89 2.89 2.88 2.87 2.87 2.86
10 2.76 275 2.75 2.74 2.73 2.72 2.72 2.71 2.70 2.70
11 2.64 2.63 2.62 2.61 2.60 2.59 2.59 2.58 2.58 2.57
12 2.53 2.52 2.51 2.51 2.50 2.49 2.48 2.48 247 247
13 2.45 2.44 243 242 241 241 2.40 2.39 2.39 2.38
14 2.38 2.37 2.36 2.35 2.34 2.33 2.33 2.32 2.31 231
15 2.32 2.31 2.30 2.29 2.28 227 2.27 2.26 2.25 2.25
16 2.26 2.25 2.24 2.24 2.23 222 2.21 2.21 2.20 2.19
17 2.22 221 2.20 2.19 2.18 2.17 2.17 2.16 2.15 2.15
18 2.18 2.17 2.16 2.15 2.14 2.13 2.13 2.12 2.11 2.11
19 2.14 2.13 2.12 2.11 2.11 2.10 2.09 2.08 2.08 2.07
20 2.11 2.10 2.09 2.08 2.07 2.07 2.06 2.05 2.05 2.04
21 2.08 2.07 2.06 2.05 2.05 2.04 2.03 2.02 2.02 2.01
22 2.06 2.05 2.04 2.03 2.02 2.01 2.00 2.00 1.99 1.98
23 2.04 2.02 2.01 2.01 2.00 1.99 1.98 1.97 1.97 1.96
24 2.01 2.00 1.99 1.98 1.97 1.97 1.96 1.95 1.95 1.94
25 2.00 1.98 1.97 1.96 1.96 1.95 1.94 1.93 1.93 1.92
26 1.98 1.97 1.96 1.95 1.94 1.93 1.92 1.91 1.91 1.90
27 1.96 1.95 1.94 1.93 1.92 1.91 1.90 1.90 1.89 1.88
28 1.95 1.93 1.92 1.91 1.91 1.90 1.89 1.88 1.88 1.87
29 1.93 1.92 1.91 1.90 1.89 1.88 1.88 1.87 1.86 1.85
30 1.92 1.91 1.90 1.89 1.88 1.87 1.86 1.85 1.85 1.84
35 1.87 1.85 1.84 1.83 1.82 1.82 1.81 1.80 1.79 1.79
40 1.83 1.81 1.80 1.79 1.78 1.77 1.77 1.76 1.75 1.74
45 1.80 1.78 1.77 1.76 1.75 1.74 1.73 1.73 1.72 1.71
50 1.77 1.76 1.75 1.74 1.73 1.72 1.71 1.70 1.69 1.69
55 1.75 1.74 1.73 1.72 1.71 1.70 1.69 1.68 1.67 1.67
60 1.73 1.72 1.71 1.70 1.69 1.68 1.67 1.66 1.66 1.65
65 1.72 1.71 1.70 1.69 1.68 1.67 1.66 1.65 1.64 1.63
70 1.71 1.70 1.68 1.67 1.66 1.65 1.65 1.64 1.63 1.62
75 1.70 1.69 1.67 1.66 1.65 1.64 1.63 1.63 1.62 1.61
80 1.69 1.68 1.67 1.65 1.64 1.63 1.63 1.62 1.61 1.60
85 1.68 1.67 1.66 1.65 1.64 1.63 1.62 1.61 1.60 1.59
90 1.67 1.66 1.65 1.64 1.63 1.62 1.61 1.60 1.59 1.59
95 1.67 1.66 1.64 1.63 1.62 1.61 1.60 1.59 1.59 1.58
100 1.66 1.65 1.64 1.63 1.62 1.61 1.60 1.59 1.58 1.57
105 1.66 1.64 1.63 1.62 1.61 1.60 1.59 1.58 1.58 1.57
110 1.65 1.64 1.63 1.62 1.61 1.60 1.59 1.58 1.57 1.56
oo 1.56 1.54 1.53 1.52 1.51 1.50 1.49 1.48 1.47 1.46
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Percentil 95 de la distribucion F (vy, vy)

Tabla D.1:Distribucion Fpos (Vx, Vy).
Continuacién para los grados de libertad del numerador vy.

Vx 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
1 | 250.23 | 250.36 | 250.48 | 250.59 | 250.69 | 250.79 | 250.89 | 250.98 | 251.06 | 251.14
2 19.46 19.46 19.47 19.47 19.47 19.47 19.47 19.47 19.47 19.47
3 8.61 8.61 8.61 8.61 8.60 8.60 8.60 8.60 8.60 8.59
4 5.74 5.74 5.74 5.73 5.73 5.73 5.72 5.72 5.72 5.72
5 4.49 4.49 4.48 4.48 4.48 4.47 4.47 4.47 4.47 4.46
6 3.80 3.80 3.80 3.79 3.79 3.79 3.78 3.78 3.78 3.77
7 3.37 3.37 3.36 3.36 3.36 3.35 3.35 3.35 3.34 3.34
8 3.07 3.07 3.07 3.06 3.06 3.06 3.05 3.05 3.05 3.04
9 2.86 2.85 2.85 2.85 2.84 2.84 2.84 2.83 2.83 2.83
10 2.69 2.69 2.69 2.68 2.68 2.67 2.67 2.67 2.66 2.66
11 2.57 2.56 2.56 2.55 2.55 2.54 2.54 2.54 2.53 2.53

12 2.46 2.46 2.45 2.45 2.44 2.44 2.44 2.43 243 243

13 2.38 2.37 2.37 2.36 2.36 2.35 2.35 2.35 2.34 2.34

14 2.30 2.30 2.29 2.29 2.28 2.28 2.28 227 2.27 2.27

15 2.24 2.24 2.23 2.23 222 222 2.21 2.21 221 2.20

16 2.19 2.18 2.18 2.17 2.17 2.17 2.16 2.16 2.15 2.15

17 2.14 2.14 2.13 2.13 2.12 2.12 2.11 2.11 2.11 2.10

18 2.10 2.10 2.09 2.09 2.08 2.08 2.07 2.07 2.07 2.06

19 2.07 2.06 2.06 2.05 2.05 2.04 2.04 2.03 2.03 2.03

20 2.03 2.03 2.02 2.02 2.01 2.01 2.01 2.00 2.00 1.99

21 2.00 2.00 1.99 1.99 1.98 1.98 1.98 1.97 1.97 1.96

22 1.98 1.97 1.97 1.96 1.96 1.95 1.95 1.95 1.94 1.94

23 1.95 1.95 1.94 1.94 1.93 1.93 1.93 1.92 1.92 1.91

24 1.93 1.93 1.92 1.92 1.91 1.91 1.90 1.90 1.90 1.89

25 1.91 1.91 1.90 1.90 1.89 1.89 1.88 1.88 1.88 1.87

26 1.89 1.89 1.88 1.88 1.87 1.87 1.87 1.86 1.86 1.85

27 1.88 1.87 1.87 1.86 1.86 1.85 1.85 1.84 1.84 1.84

28 1.86 1.86 1.85 1.85 1.84 1.84 1.83 1.83 1.82 1.82

29 1.85 1.84 1.84 1.83 1.83 1.82 1.82 1.81 1.81 1.81

30 1.83 1.83 1.82 1.82 1.81 1.81 1.80 1.80 1.80 1.79

35 1.78 1.77 1.77 1.76 1.76 1.75 1.75 1.74 1.74 1.74

40 1.74 1.73 1.73 1.72 1.72 1.71 1.71 1.70 1.70 1.69

45 1.71 1.70 1.69 1.69 1.68 1.68 1.67 1.67 1.66 1.66

50 1.68 1.67 1.67 1.66 1.66 1.65 1.65 1.64 1.64 1.63

55 1.66 1.65 1.65 1.64 1.64 1.63 1.63 1.62 1.62 1.61

60 1.64 1.64 1.63 1.62 1.62 1.61 1.61 1.60 1.60 1.59

65 1.63 1.62 1.61 1.61 1.60 1.60 1.59 1.59 1.58 1.58

70 1.62 1.61 1.60 1.60 1.59 1.59 1.58 1.58 1.57 1.57

75 1.60 1.60 1.59 1.59 1.58 1.57 1.57 1.56 1.56 1.55

80 1.59 1.59 1.58 1.58 1.57 1.56 1.56 1.55 1.55 1.54

85 1.59 1.58 1.57 1.57 1.56 1.56 1.55 1.55 1.54 1.54

90 1.58 1.57 1.57 1.56 1.55 1.55 1.54 1.54 1.53 1.53

95 1.57 1.57 1.56 1.55 1.55 1.54 1.54 1.53 1.53 1.52

100 1.57 1.56 1.55 1.55 1.54 1.54 1.53 1.52 1.52 1.52

105 1.56 1.55 1.55 1.54 1.54 1.53 1.52 1.52 1.51 1.51

110 1.56 1.55 1.54 1.54 1.53 1.52 1.52 1.51 1.51 1.50

) 1.45 1.44 1.44 1.43 1.42 1.42 1.41 1.40 1.40 1.39
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D. Percentil 95 de la distribucién F (vy, vy)

Tabla D.1:Distribucion Fpos (Vx, Vy).
Continuacién para los grados de libertad del numerador vy = ny — 1.

vy Vx 50 55 60 65 70 80 90 100 110 oo

1 | 251.77 | 252.00 | 252.20 | 252.36 | 252.50 | 252.72 | 252.90 | 253.04 | 253.16 | 254.31
2 19.48 19.48 19.48 19.48 19.48 19.48 19.48 19.49 19.49 19.50
3 8.58 8.58 8.57 8.57 8.57 8.56 8.56 8.55 8.55 8.53
4 5.70 5.69 5.69 5.68 5.68 5.67 5.67 5.66 5.66 5.63
5 4.44 4.44 4.43 4.43 4.42 4.41 441 441 4.40 4.37
6 3.75 3.75 3.74 3.73 3.73 3.72 3.72 3.71 3.71 3.67
7 3.32 3.31 3.30 3.30 3.29 3.29 3.28 3.27 3.27 3.23
8 3.02 3.01 3.01 3.00 2.99 2.99 2.98 2.97 2.97 2.93
9 2.80 2.79 2.79 2.78 2.78 2.77 2.76 2.76 2.75 2.71
10 2.64 2.63 2.62 2.61 2.61 2.60 2.59 2.59 2.58 2.54
11 2.51 2.50 249 248 248 247 2.46 2.46 245 2.40
12 2.40 2.39 2.38 2.38 2.37 2.36 2.36 2.35 2.34 2.30
13 2.31 2.30 2.30 2.29 2.28 227 2.27 2.26 2.26 221
14 2.24 2.23 222 2.22 221 2.20 2.19 2.19 2.18 2.13
15 2.18 2.17 2.16 2.15 2.15 2.14 2.13 2.12 2.12 2.07
16 2.12 2.11 2.11 2.10 2.09 2.08 2.07 2.07 2.06 2.01
17 2.08 2.07 2.06 2.05 2.05 2.03 2.03 2.02 2.02 1.96
18 2.04 2.03 2.02 2.01 2.00 1.99 1.98 1.98 1.97 1.92
19 2.00 1.99 1.98 1.97 1.97 1.96 1.95 1.94 1.93 1.88
20 1.97 1.96 1.95 1.94 1.93 1.92 1.91 1.91 1.90 1.84
21 1.94 1.93 1.92 1.91 1.90 1.89 1.88 1.88 1.87 1.81
22 1.91 1.90 1.89 1.88 1.88 1.86 1.86 1.85 1.84 1.78
23 1.88 1.87 1.86 1.86 1.85 1.84 1.83 1.82 1.82 1.76
24 1.86 1.85 1.84 1.83 1.83 1.82 1.81 1.80 1.79 1.73
25 1.84 1.83 1.82 1.81 1.81 1.80 1.79 1.78 1.77 1.71
26 1.82 1.81 1.80 1.79 1.79 1.78 1.77 1.76 1.75 1.69
27 1.81 1.79 1.79 1.78 1.77 1.76 1.75 1.74 1.74 1.67
28 1.79 1.78 1.77 1.76 1.75 1.74 1.73 1.73 1.72 1.65
29 1.77 1.76 1.75 1.75 1.74 1.73 1.72 1.71 1.70 1.64
30 1.76 1.75 1.74 1.73 1.72 1.71 1.70 1.70 1.69 1.62
35 1.70 1.69 1.68 1.67 1.66 1.65 1.64 1.63 1.63 1.56
40 1.66 1.65 1.64 1.63 1.62 1.61 1.60 1.59 1.58 1.51
45 1.63 1.61 1.60 1.59 1.59 1.57 1.56 1.55 1.55 1.47
50 1.60 1.59 1.58 1.57 1.56 1.54 1.53 1.52 1.52 1.44
55 1.58 1.56 1.55 1.54 1.54 1.52 1.51 1.50 1.49 1.41
60 1.56 1.55 1.53 1.52 1.52 1.50 1.49 1.48 1.47 1.39
65 1.54 1.53 1.52 1.51 1.50 1.49 1.47 1.46 1.46 1.37
70 1.53 1.52 1.50 1.49 1.49 1.47 1.46 1.45 1.44 1.35
75 1.52 1.50 1.49 1.48 1.47 1.46 1.45 1.44 1.43 1.34
80 1.51 1.49 1.48 1.47 1.46 1.45 1.44 1.43 1.42 1.32
85 1.50 1.48 1.47 1.46 1.45 1.44 1.43 1.42 1.41 1.31
90 1.49 1.48 1.46 1.45 1.44 1.43 1.42 1.41 1.40 1.30
95 1.48 1.47 1.46 1.45 1.44 1.42 1.41 1.40 1.39 1.29
100 1.48 1.46 1.45 1.44 1.43 1.41 1.40 1.39 1.38 1.28
105 1.47 1.46 1.44 1.43 1.42 1.41 1.40 1.39 1.38 1.28
110 1.47 1.45 1.44 1.43 1.42 1.40 1.39 1.38 1.37 1.27
oo 1.35 1.33 1.32 1.30 1.29 1.27 1.26 1.24 1.23 1.00
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